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Beiträge  zur  abz&hleadeE  Geometrie. 

Von 

H.  SoscBBBT  in  Httdesìiemi. 


Der  Verfasser  veroÉFentlicht  unter  diesem  Titel  drei  Abhaiidluiigeu, 
vou  denen  die  erste  hier  vorliegt,  die  zweite  und  dritte  nächstens 
folgen  werden.  9 

Allgemeine  Einleitung. 

Als  Chasics  die  unter  dem  Namen  „Charaliteristikenthearie"*) 
bekannte  Abziiblungsmethode  schuf  (Comptes  rendus,  Februar  1864), 
waren  es  besonders  drei  Momente,  welche  inm  die  Hestimniunj;  seiner 
überraschende  II  A  addilli  n  ermöglichten.  K^urz  ausgesprochen,  sind  diese 
drei  Momente  l'oli^ende: 

1)  FrntilickuiK)  (Iis  Correspoiidnizprindps^ 

2)  Erddt rlmng  des  Safzfs  au  ßi>, 

3)  Muqliv1d:eit  der  Zurürl  fiHinoKf  v/^iv'.s.svr  Kcffclschniff  -  A  vzaJdcn 

auf  hckdixtdc  Anzdìihìi  der  hcido)  K(<ji  hvlinitt-Ausariuìì(j«-n. 
Diesen  drri  Momenten   entsprechend,   lassen  sich  in  den  Unter- 
süchnngen,  welche  sich  direct  oder  indirect  an  die  Scliöjit'im*;  ('ha s  les' 
anschliessen,  (/;t/  Hau])tric}itungen.  unterscheiden,  deren  Verlauf  hier 
kurz  angedeutet  werden  soll. 

Die  erste  UntersuciiunysricUtiuKj  nimmt  ihren  Anfang  in  dem  der 
Algebra  entlehnten,  vonChasles  zunächst  nur  für  die  drei  cinstufh/en 
Grutidgebiläe  ausgesprochenen  Correspoudenzpriucip.    C  h  usi  es  selbst 


Eäaen  genaueren  Idteratoraadiweu  der  in  die  Charakterittikentheorie  ge> 

hörigen  Abhandlnngen  giebt  Cayley  in  seiner  Abhandlung  „On  the  curves  which 
satisfy  j,Mven  conditions''  (Philos,  trans.  London  18G8,  vol.  l.'iB  Pain  vin  im  Bull, 
des  scieuceu  math.,  tome  3,  p.  155,  und  Liudemann  in  seinen  „Vorlesungen  von 
Glebsoh'S  1.  Tbeil,  p.  391.  Dem  letstgenaonten  Weike  hat  der  Yertaer  meh- 
reve  der  folgenden  Citate  entlehnt. 

lUthMiftllsah«  AasAlen.  Z.  1 


IL  SCHVBSI«. 


beutet  dieses  iirspriincfUehe  Prhicip  iür  die  Ableituug  von  tausenden 
von  Anzahlen  und  Formeln  aus  (namentlich  in  den  C.  II,  des  Jahres 
1871),  benutzt  jedoch  auch  stellenweise  den  auf  JJurven  vom  Geschlechte 
Null  ausgedehnten  Correspondenzsatz  (zuerst  in  den  C.  R.  ßd.  62,  p. 
584,  März  18()ü).  Indessen  erführt  das  Princip  zwei  wichtige  Er- 
weiterungen. Die  erste  rührt  von  Cayley  und  lirill  her,  und  setzt 
an  die  .Stelle  des  einstufigen  Grundycbiidcs  ein  einstufiges  allgetneities 
Syätetn  von  Punkten,  Ebenen  oder  Strahlen,  die  zweite  rührt  von 
Salmon  und  Zeuthen  her,  nnd  setzt  an  die  Stelle  des  einstufigen 
Grundgebildei  ein  fnMufiges  Grundgebilde.  Die  Literatur  und  die  6e- 
schiolite  der  Cayley -Brill'schen  Erweitemng  findet  man  in  Clebscli- 
Lindemann*)  p.  441.  Diese  Erweiterung  ist  bis  jetst  fOr  den  Fall 
erledigt,  daes  der  Träger  der  Gorrespondens  eine  Plancurre  von  be- 
*  kanntem  G^ohlechte  ist»  und  dass  die  beweglichen  Ptankteysteme  der 
Conespondenz  durch  feste  Punkte  su  einem  vollständigen  Schnittpunkt- 
system ergSnzt  werden.  Von  den  Fällen  der,Salmon-Z eu then'schen 
Erweitemng  hat  Salmon  nur  1  Fall  unToUst&ndig  e^edigt»  Zeuthen 
mehrere  Falle  theils  voUstiindigy  theils  unvollständig  erledigt.  (Salmon, 
Geom.  of  3  dim.  sec.  ed.  1865,  p.  511  oder  Fiedler's  Bearbeitung 
dieses  Werks,  IL  Th.,  II.  Aufl.  p.  556),  (Zeuthen,  Comptes  rendus, 
Juni  1874.)  Der  Verfasser  betrachtet  in  dem  dritten  Abschnitt  seiner 
hier  vorliegenden  ersten  Abhandlung  die  Salmon-Z  eu  then 'sehe  Er- 
weiterung von  einem  neuen  Gesichtspunkte  aus,  und  erledigt  die  aus 
ihr  hervorgehenden  Probleme  durch  Ableitung  vieler  neuer  Formeln 
vollständig.  Eine  driite  Erweiterung  des  Correspondenzprincips  ergiebt 
sich  dadurch,  dass  mau  statt  der  durch  die  Correspondenz  verbundenen 
Punkte,  Ebenen  oder  Strnhlcii  andere  höhere  Gchildr ,  z.  B.  Kegel- 
schnitte, und  als  Träger  der  Correspondenz  ein-  oder  mehrstufige  von 
solchen  Gebilden  erzeuj^tc  Hysteme  setzt.  Diese  Erweiterung  ist  bis 
jetzt  höchstens  in  sehr  specielleu  Fällen  gelegentlich  behandelt  (vergi. 
§  26.  und  §  30.  am  8chluss). 

Die  zweite  der  drei  anfangs  erwähnten  Unfersuehungsriehtiuiyen 
nimmt  ihren  Anfang  in  dem  von  Chasles  dindi  Induction  «gefundenen 
Satze  a[i  -j-  ßv.  Chasles  vermuthet,  das.s  die  An/ahl  der  Planciirven 
eines  ebenen  Systems  erster  Stufe,  welche  eine  Bedin«j;ung  Z  befriedigen, 
immer  in  der  Form  afi  -\-  ß  v  ausgedrückt  werden  kann,  wo  f(  angiebt, 
wieviel  Plancurven  des  Systems  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen, 
V  angiebt,  wieviel  eine  gegebene  Gerade  berühren,  a  und  ß  aber  Zahlen 
sind,  die  nur  von  der  Natur  der  hinzugetretenen  Bedingung  Z  abhängen. 


•)  So  ln'/eichneu  wir  «ler  Kürze  we^en  den  ersten  Theil  des  ersten  Bandes 
dea  verdieuut vollen  Werkes  von  Lindeuianu  „Vorlesungen  über  Geometrie  von 
Alfred  Clebtoh'*. 
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Chasles  hetrachfet  (Micr  /i  imd  v  als  (liar  aider  ist  ilun  des  St/stvms. 
Der  8atz  wird  für  den  Fall,  dass  die  Bedingung  Z  die  Berührung  efuer 
beliebigen  festen  Curve  verlangt,  von  Zeuthen  als  richtig  erkannt 
(Math.  Annalen  Bd.  III,  p.  If^J).    Zwei  andere  Beweise  finden  sich  in 
Clebsch-Lindeinaii  n  (p.  424)  und  bei  Brill  in  den  Math.  Annalen 
Bd.  VIII,  p.  î)'.>4 ,  wo  auch  die  entsprechenden  Sätze  für  Flächen  unti 
Kaumcurven  abgeleitet  sind  (vergi,  auch  hier  §  28.).    Dass  derselbe 
aber  aUgetnein  gelte,  wird  durch  die  Zeut  hen'schen  Untersuchungen 
über  die  einstufigen  Systeme  von  höheren  l'lancurven  sehr  fraglicli. 
Da  erkennt  C le bsc h  (Math.  Annalen  Bd.  VI,  p.  1)  den  algchraischen 
Kern  des  Satzes,  und  zeigt  damit,  dass  derselbe  wohl  für  Kegelschnitte, 
aber  wahrscheinlich  nicht  für  höhere  Plancurven  gelte  (vergi.  Liude- 
mann-Cle  bsch  p.  424).    Zugleich  giebt  auch  Halphen  in  dem  Heft  I 
des  Bulletin  de  la  Soc.  math,  de  France  einen  Beweis  des  Ghasles'- 
sehen,  Satzes  ftlr  Kegelschnitte  in  fester  Ebene,  seines  Analogons,  für 
Kegelschnitte  im  Kaume  und  seines  Analogons  f|ir  quadratische  FISchen, 
und  liefert  die  Anadehnung  des  Salaes  von  etnfSsehen  Bedingungen  bei 
einstufigen  Systemen  an  n^fachen  Bedingungen  bei  n-aiufigeu  Systemen. 
Endlieh  giebt  Lindemann  in  Clebach-Lindemann  p.  398  bia406 
eine  aelbststandige  flerleitung  des  Ghasles'achen  Sataea  und  aeiner  Aua- 
dehnungen auf  mehrfache  Bedingungen  bei  Kegelschnitten  in  fester  Ebene. 
Für  andere  Gebilde,  als  f&r  den  Kegelschnitt,  die  quadratische  Fläche,  den 
Punkt,  die  Ebene  und  den  Strahl  sind  eigentliche  Charakteristiken  bisher 
noch  nicht  angefunden  wordén.  Fflr  die  eben  erwähnten  Gebilde  ist  das 
Problem  der  Charakteristiken  gleichbedeutend  mit  dem  Problem  der 
ProdiuieHSäbse  (§  26.  der  hier  folgenden  ersten  Abhandlung  des  Ver- 
faaaera).   Die  ProductenafttBC  aiud  fflr  den  Punkt  und  die  Ebene  aua 
der  Algebra  längat  bekannt,  fQr  den  Strahl  erst  1872  (C.  R.  Bd.  74, 
p.  41)  von  Halphen  allgemein  bewiesen«  Endlich  erkennt  der  Yer- 
faaaer  in  §  26.*)  die  aSmmtlichen  ProâudeiisiUse  für  die  drei  Haupt- 
elemente ala  apecielle  Falle  gewiaaer  Correapondenzsätze  zwiachen  diesen 
Hanptelementen. 

Die  dritte  der  anfangs  erwähnten  drei  Unterew^nmgmeMunffen 
nimmt  ihren  Anfang  in  Chaalea'  Ableitung  deSr  Elementarzahlen 
(der  Begriff  der  Elementarzahlen  wird  in  §  6.  definirt)  der  Kegelachnitte 
aua  bekannten  Anzahlen  der  beiden  Kegds^hnüt-Ausartungeit.  Chaalea 
aelbat  fQgt  bald  ohne  Beweia  die  Elementarzahlen  des  Kegelschnitts  in 
beweglicher  Ebene  (C.  R.  1867)  und  die  der  quadratischen  Fläche  hinzu, 
welche  von  Zeuthen  (Nou?.  Ann.  (2),  VU,  p.  386)  und  dem  Yer- 
fiuaer  Borch.  J.  Bd.  71,  p.  366  bewiesen  werden.  Dem  Fortschritt  zu 


•)  Sbi  Qlat,  welehM  nur  «im  Femffmphmmummer  enthält,  besieht  sloh 
iflunsr  auf  die  hier  folgende  Abhaadlnog. 
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den  Elemeiitaizalileii  höherer  ebener  Curven  treten  nun  die  auf  denselben 
beflndlichen  shujularm  Punkte  und  Strahlen  hindernd  eiit<(egen.  Diese 
Schranken  durchbrechen  Maillard  und  Zeuthen,  Maillard  in  seiner 
Doctor- Dissertation  „Recherche  des  caract^'ristiques  des  systcnies  *  1»  iiien- 
taires  de  courbes  ])laues  du  troisième  ordre"  (thèse  |mbliée  en  dt-c^embre 
1871),  Zeuthen  in  seinen  drei  Noten  Déterminations  des  caracté- 
ristiques des  systèoies  élémentaires  de  cubiques"  (Comtes  rendus,  lid.  74, 
p.  521-524  ,  604—607  ,  726—730).  Zeuthen  giebt  dann  in  seiner 
umfassenden  Abhandlung  „  Almiudelige  Egeuskaber  ved  Systemer  af 
plane  Kurver"  (Kjobenhavn.  Yidensk.  Selsk.  (ö)  IV,  p.  287 — 393,  dazu 
gehörig  ein  französisches  Résumé)  die  numerische  Bestimmung  der 
Elementanahlen  aach  aller  Pkneurreii  «ierfer  Ordnung,  zeigt  die  Wege, 
wie  man  zq  den  Elementarsahlen  der  PlancnrTen  noch  höherer  Ord- 
nung gelangen  kann,  und  legt  den  Charakter  vieler  Ausartungen  klar 
(Olebseh-Lindemann,  p.  407  bis  419). 

Ein  anderer  Fortschritt  in  dieser  dritten  Untersuchungsnchtung 
knüpft  sich  an  die  von  der  V^X.  Dänischen  Akademie  der  W  issenschaften 
für  das  Jahr  1873  durch  Zeuthen  «gestellte  JVm/;v//7(',  und  ist  in  den 
nachtbl«;enden  drei  Abhandlungen  des  Verfassers  und  deren  Vorläufern 
enthalten.  Die  Zeuthen  sehe  Preisfrage^  lautet  in  deutscher  lieber- 
tragung  : 

„AusdchniüKj  der  Charakter  ist  ikcntlieorie  auf  die.  Si/sfrniv  drsjnii</f  n 
(fcomrtrisehen  Gebildes,  u  ehhes.  aus  den  Fienl  fev  nvd  den  Oseula(l'tNseheu(  )i 
einer  cubisehen  llaumeurve  besteht,  und  Bestimmung  der  Char aktcr ini ikcn 
der  ah  elementar  su  hetraeldenden  Systeme." 

Zunächst  bestimrat  Sturm  einige  Anzahlen  der  cubisehen  llaum- 
eurve (Rorch.  J.  Bd.  79  und  Bd.  80),  nachdem  schon  Cremona  (Borch. 
J.  Bd.  GO)  die  Construction  der  cubisehen  Kaumcnrve  aus  gegebenen 
Bestiramuugsstücken  in  einzelnen  Fällen  gezeigt  hatte.  Sturm's  auf 
direeti^-  Abzahlung  beruhende  Methode  zur  Gewinnung  von  Anzahlen 
benutzt  jedoch  die  von  C  h  as  les  und  Zeuthen  ausgebildete  yl^r<V// 
theorie  nicht,  und  verschatft  ihm  daher  nur  einen  verhältnissniüssi^ 
kleinen  Theil  der  Klenientar/.ahlen  des  aus  -den  Punkten,  Tangenten 
und  Öchmiegungsebeneu  einer  cubisehen  Kaumcurve  ))estehenden  Ge- 
bildes, welches  wir  kurz  „eubisehe  Jiaunu  uret  "  nennen  wollen. 

Der  Verfasser  strebt  im  Anfang  des  Jahres  1874  nach  der  Beant- 
wortung der  Preisfrage  in  möglichster  Allgemeinheit  un<l  geht  von  dem 
damaligen  Standpunkte  der  Abzählungsmethodik  aus.  Dabei  erkennt 
er,  dass  zur  Erreichung  dieses  Zieles  zunächst  namentlich  folgende 
Vorarbii('i)  zu  erledigen  sind: 

1)  Ausbild  It  ng  einer  für  die  Abziüdungsfragen  ßwedcmässigen  ein- 
heUUdien  Terminologie  und  SgmboUk, 
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2)  Atisdehnttng  der  Anzahl  J!<  sfinimuurfen  von  Plancttrvm  in 
•         fester  Ebene  resp.  Kegel  mit  festem  Scheitel  auf  Flanntrven 

mit  beiveglifher  Ebene  resp.  Kegd  mit  beweglichem  Scheitd, 

3)  Mit-Berdvlsichti(jmi(j  der  Bedingungen,  wdehe  sich  aus  den 

auf  die  Singularitäten  der  cubische»  Flancurven  nuUtcti  Ge- 
sehkchtes  bezüglichen  Bedingungen  zusammensetzefi,  und  weiche 
in  den  Arbeitm  von  Maillard  ion/  Zeuthen  (siehe  die 
obigeu  Citate)  noch  nidU  berücksichtigt  wnren. 
Nach  Bewältiguug  dieser  Vorarbeiten,  deren  Resultate  zum  Theil 
in  einer  vorläufigen  Note  „die  Cliarakteristikeii  der  ebenen  Cnrven 
dritter  Ordnung  im  Räume"  (Gött.  Nachr.  Mai  1874)  publicirt  sind, 
gelingt  es  dem  Verfasser  baUl,  von  den  Ö374  Elementarzahlcn  der  cubi' 
sehen  Baumcttrve  5335  sachlich  zu  bestimmen.  Seine  Preisschrift  wird  am 
20.  Januar  1875  gekrönt,  und  der  von  Zeuthen  verfasste  J?mV/<nîber 
dieselbe  wird  in  den  Oversigt  over  det  Kongelige  Danske  Videnskabernes 
Selskabs  ForhandliiiLjer  f'l'^7r)  Heft  1.)  veröfientlicht.     Der  \'erfasser 
vervollständigt   dann   die  Resultate  seiner  Preisschrift  im  Laufe  des 
Jahres  1875,  indem  er  namentlich  noch  genauer^  studirt: 

1)  die  allgemeinen  Formeln,  welche  für  Ab/.ählungon  überhaupt 
wichtig  sind,  also  auch  die  iu  der  Salnion-Zeuthen'schen 
Erweitei  ung  i  siehe  oben)  liegenden  Corres}K)ndcìì:formelnf 
*  '  2)  die  PUnicum  dritfrr  Ordnung  mit  Sjiif~i-  hinsichtliiii  aller  Be- 
dingungen, welche  .sich  aus  den  Bedingungen  zusanmien- 
setzen,  die  sich  auf  ihre  Spitze,  ihre  W'endetangente,  ihre 
Rückkehrtaugente,  ihren  AVemlepunkt,  ihren  Verl)indungs- 
strahl  von  Spitze  und  Wendepunkt,  ihren  Schnittpunkt  von 
\\'endetangente  und  Uiickkehrtangente  beziehen,  und  dadurch 
auch  hinsichtlich  ihrer  13  Ausartungen. 

Die  wichtig-vtvn  Resultate  der  letztgenannten  Tntersuchung  sind 
schon  in  einer  vorliiuHgen  Note  ,,Die  dreizehn  Ausartungen  und  die 
Fundamentalzahlen  der  ebenen  Curveu  dritter  Ordnung  mit  Spitze** 
(Gött.  Nachr.  Mai  1875)  behandelt. 

Durch  die  e])en  angegebenen  und  einige  andere  Ergänzungen  sind 
schliesslich  aus  der  Preisschrift  die  drei  Abhandlungen  hervorgegangen, 
welche  unter  dem  obigen  Titel  „Beiträge  zur  ah-ählcndcn  Gtnyndrie^ 
zusammengefasst  sind.  Die  erste,  hier  vorliegende,.  Abhandlung  ist 
betitelt: 

AUgcmcingüUigc  Formeln  und  Vorstellungen  der  abzählettdeti  Geo- 

mijtnc." 

Die  zweite  Abhandlung  wird  ungefähr  folgeiideii  Titel  führen: 
..Dill  fundainenfalen  Anzahlen  uml  Ausartungen  der  cubischcih  Flan- 
eur vai  nulUdi,  Geschlechtes,^ 
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Die  dritte  Abhandlung  soll  heissen: 

„Die  11  Ausartungen  und  die  Elementareahlen  der  cubischen  Itaum- 
curve", 

Âls  Voriät^er  der  gtpeiten  Abhandlung  kann  die  Note  in  den  65tt. 
Nachr.  Mai  1875,  als  Vorläufer  der  dritten  Ahhandhing  Zeuthen's 
Bericht  über  meine  Preisscbrift  in  den  Oversigt  v.  Kopeuh.  1875,  Heft  1, 
betrachtet  werden.  Die  systematische  Form  meiner  Darstellung  macht 
vielleicht  die  Lectilre  der  anfönglichen  Partieen  mühsam.  Für  die  ge- 
habte Mühe  werden  jedoch  die  folgenden  Partieen  entschädigen. 


Allgem^ngflltige  Fonneln  und  Vorstellungen  der  abzählenden 

Geometrìe. 

(Erste  Àbhaudluiig  der  ,,Beiträge  zur  ab^cäblenden  6eomelrie'\) 
(Vergleiohe  die  allgemeine  Einleitmig.) 

Der  erste  Ähadi/mltt  dieser  Abhandlung  bespricht  aunSchst  den  Zu- 
sammenhang der  4  wiehiigaten  O^ede  der  abzählenden  GeomBtrie.  Diese 
dnd  die  Gebilde  mit  ihren  Constantenzahlen,  die  von  ihnen  erfüllten  6e- 
dingongen  mit  ihren  Dimensioneu,  die  durch  die  Bedingungen  definirten 

Systeme  mit  ihren  Stufen,  und  endlich  die  Anzahlen,  welche  den  Be 
dingungen  hinsichtlich  eines  Systems  dadurch  zugi  h  a  t  n,  dass  sie  zählen, 
wie  oft  ein  Gebilde  des  Systems  eine  vorgeschriebene  Bedingung  er- 
füllt. Der  Zueammenhang,  welcher  so  zwischen  einer  Bedingung  und 
der  ihr  zugehörigen  Anzahl  hinsichtlich  eines  Systems  besteht,  fuhrt 
auf  die  Bedingungssymbolik  und  das  Kcchiieii  mit  den  Betliugungs- 
symbok'U  (§  2.  und  §  3.),  wobei  der  Begriü'  eines  Mo(infs  r'mrr 
Jicdhujung  und  einer  Ciuiraltcristikaignijqu.  eines  Gebildes  emgctiilirt 
wird.  Hei  dem  Ueberffang  auf  die  specielleren ,  „Ocrfer"  genannten 
Systeme  von  Ilauptelemeuten,  d.  h.  von  Punkten,  Ebenen  oder  Strahlen, 
(z.  B.  Flächen,  Torsen,  Complexe)  wird  aus  der  Definition  der  14 
Gnmdgebildf  (§  4.)  die  Definition  der  14  ( i nmdhcdiiigüngcn  für  die  drei 
Hauptelemente,  und  aus  dieser  die  Definition  der  38  Grundbedingungen 
nullter  uud  höherer  Dimension  für  die  14  Arten  von  Oertern  abgeleitet. 
(§  5.)  Die  den  nullfachen  Bedingungen  der  Oerter  angehörigen  An- 
zahlen sind  deren  Gradzaiden  (Ordnmig,  Classe,  Rang).  Die  Gebilde 
werden  endlich  als  die  Träger  der  durch  sie  bestimmten  Oerter  (Plflcker- 
sche  Oerter)  aufgefasst  und  eine  einem  GélMe  zugehörige  Gmndbe- 
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dingung  wird  als  eine  Betliii«juug  definirt,  welche  für  eilieii  der  dem 
Gebilde  uubafteudea  Oerter  (iruudbediiigung  ist  (§  6.). 

Der  giceite  ÄhschniU  entwickelt  die  allgemeineii  Beziehungen 
zwischen  den  Grundbedingungen,  ohne  die  Ausartongsanzahlen  einzu- 
führen, nnd  ohne  ein  anderes  Princip,  als  das  der  ^peddUn  Lage  (§  7.) 
10  benutzen.  Die  einfachsten  dieser  Beziehungen  sind  diejenigen,  welche 
zwischen  den  Onindbedingungen  eines  einzigen  Hauptelementes  bestehtti 
(§  8.).  Daun  folgen  in  §  9.  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den 
Grundbedingungen  zweier  in  einander  liegender  Hauptelemente  bestehen, 
und  in  §  10,  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Grundbedingungen 
eines  Haupteleraentes  und  denen  eines  in  demselben  liegenden  Ortes 
bestehen.  Die  entwickelten  allgemeinen  Schemata  und  Formeln  werden 
in  §  11.,  §  12.  und  §  13.  für  die  Ableitung  speciellcrer  Formeln  be- 
nutzt, welche  grösstentheils  in  der  zweiten  Abhandlung  unmittelbare 
Auwendung  linden  werden,  z.  B.  für  die  drei  Wendetangeuteu  der 
cubischen  Plancur?e  mit  Doppelpunkt. 

Der  dritte  AheckmU  bebandelt  die  durch  zwei  Hauptelemente  er- 
zeugten,  „Paare^  genannten  Gebilde  (§  14.),  und  leitet  durch  nur  je 
einmalige  Anwendung  des  gewöhnlichen  Correspondenzpriucips  und 
Benutzung  der  allgemeinen  Schemata  des  §  0.  von  §  16.  bis  §  23.  viele 
Formeln  zwischen  den  Grundbedingungen  jedes  der  6  Paare  und  denen 
seiner  Coincidmz  ab.  Damit  werden  zugleich  auch  alle, aus  der  Sal  mon - 
Zeuthen'schen  Ërweitwung  (vergi,  oben)  des  Correspondenzpriucips' 
hervorgehenden  Fragen  ToUstandig  beantwortet.  £s  liegt  in  dem  Cha- 
rakter dieser  Erweiterung,  dass  dieselbe  die  Bestimmung  der  Muitiplici- 
iätm  den  einzelnen  Fällen  der  Auwendungen  überlässt.  In  den  24. 
bis  30.  werden  die  entwickelten  Formeln  für  die  Ableitung  iimls  bekannter 
theils  bishrr  unbekannter  Ahzäidung&reaUUate  angewendet,  unter  denen 
TÌelleicht  interessiren  werden: 

1)  die  fundamentalen  AnMahlen  der  linearen  Congrum:  {%  24.) j 

2)  die  Bestätigung  der  von  Sturm  hei  der  Behandlung  des  Frohlems 

der  räumlicheti  Frojectivdüt  geftmdetien  Anzaìden  (§  25.); 

3)  tUe  Lösung  aller  Zahlen  -  Probletne,  welche  sicii  auf  die  Tangenten 

beziehen  f  die  eine  allgemeine  Fläche  an  einer  oder  mehreren 
Stellen  zwei-  oder  mehrpiinktig  berühren*)  (§  27.); 

4)  dieLösunff  des  Zahleti'Froblems  der  Berührung  »Weier  einstufiger 

von  Flaneurven,  Flädten  oder  Baumeurven  ergeugter  Sffstemß' 
(§  28.)i 


*)  Die  Lögaog  dieser  Probleme  vermittelst  dés  gewöbnlicbeu  CorresponUenz- 
priadps  wktà  der  Veitaer  «neb  dareb  die  Gfitüiiger  Naehr.  (Februar  1876)  ver* 
AffentUoben. 
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Ö)  die  Ahlcsiiiuf  ihr  TroilHrtnii^äfzc  (iì(s  (/cìcìssoì  Curnspoììdniz- 
formcln,  und  damit  audi  du  i  hifai  lu  r  Ucwt  is  dry  cou  IIa  ( }di  c  n 
hestimmten  Zaid  der  gcuiciuóamcn  iStrahlm  zwcivr  Strahlcn- 
örter  zwcdtr  IStufe  2ü.). 

I.  Abschnitt 

Turuiiiiologie  uiul  Symbolik. 

§  1. 

Systeme  und  Bedingungen. 

'  Ist  ein  algebraisclies  Gebilde  derartig  detiniri,  dass  der  j^ewöhn- 
liche  Raum  oc'  Tiidividut'ii  ln'sitzt,  welche  diese  Detiuition  erfüllen, 
d.  h.  dass  seine  algebniiiche  1  )arritLdlung  von  c  wesentlichen  Conatan- 
tou  abhäugeu  würde,  so  heiâst  c  die  Cotiütanteujsahl  des  so  deüuirteu 
Gebildes. 

Iki6pid(  von  Coïistanteœahle», 

Die  Constantenzahl 

1)  des  Gebildes,  welches  aus  einem  Struhle,  einem  auf  ihm  lie- 
•  genden  Punkte  und  einer  durch  ihn  gehenden  Ebene  besteht, 

ist  gleich  4  -f-  1  -f-  1  ; 

2)  des  räumlichen  w-Ecks  ist  gleich  3n,  des  —  in  beweglicher 

Ebene  liegenden  —  ebenen  n-Ecks  ist  gleich  2  h  -j-  3; 

3)  der  Plancum  ii**^  Ordnung  mit  d  Doppelpunkten  und  x  Spitzen 

ist  gleich 

Tu  die  Detìnition  i-ines  (Jebildes  nehmen  wir  immer  alle  möglichen 
invarianten  Festsetzungen  auf,  welche  die  freie  Lage  im  Kaunie  nicht 
beschränken  können,  z.  B.  bei  eiiwr  Flancurve  alle  Plück er  sehen 
Zahlen.  Diejenigen  Festsetzungen  jeduch,  welche  über  die  räumliche 
Lage  eines  definirten  Gebililes  etwas  aussagen,  bezeichnen  wir  als  ihm 
auferlajk  Bedingungen,  z.  B.  bei  einer  Plancurve,  dass  ihre  Ebene 
Schmiegungsebene  einer  gegebeneu  Raumcurve  sein  soll,  oder  dass  zwei 
ihrer  Doppelpunkte  eine  gegebene  Strecke  hamonisch  theilen  sollen. 

Eine  Bediugung  istgusamtnengcsefzt,  wenn  sie  nichts  anderes  aus- 
sagt, als  dass  mehrere  von  einander  unabhängige  Bedingungen  zugleich 
erfüllt  werden  sollen,  sie  ist  einet^f  wenn  sie  sich  nicht  so  in  andere 
zerlegen  ISssi  Die  Gesammtheit  mehrerer  untrennbarer  Bedingungen 
bildet  also  eine  Eiuselbedingung. 

Ist  eine  einem  Gebilde  mit  der  Constantenzahl  e  auferlegte  einzelne 
oder  zusammengesetzte  Bediugnng  so  beschaffen,  dass  sie  Ton  oo^* 
(oo^  —  endliche  Zahl)  Individuen  erfüllt  werden  kann,  d.  h.  dass  sie 
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h  von  einander  unabhängige  Bedingungsgleichungen  unter  den  e  Cou- 
atanieu  verursachen  würde,  so  bezeichnen  wir: 

1)  diese  Bedingung  als  h -fach  oder  von  der  h""  Dimension, 

2)  die  tlurch  sie  definirte  GesamnUheü  von  oo^*  dementen  aU 

ein  Sijstein  (c  —  //)'"■  Stufe. 
Ist  .liso  die  Stufe  eines  Systems,  dessen  Element  die  Coustanten- 
zahl  r  hat,  gleich  a,  die  Dimension  der  das  System  delinircudeu  Be- 
dingung gleich  b,  80  ist  immer,  unseru  Detiuitiouen  gemäss, 

wo  a  und  b  Null  oder  ganze  positive  Zahlen  sein  dürfen. 

Diese  Definitionen  geben  einer  fundamentalen  Wahrheit  der  Algebra 
folgende  Form: 

Die  Dimension  einer  zusammnigesefzfen  Bedif^ng  ist  gleich  der 
Summe  der  Dimensionen  der  eimeinen  Bedingungenf  aus  denen  sie  sicli 
susammensetzt. 

Daraus  folf^t  : 

ÄUe  Gebilde  eines  Sgskms  a''''  Stufe ,  weiche  eine  neu  hinzutretende 
h -fache  Bedingung  erfüllen,  bilden  ein  System  {fl—by  Stufe, 
Far  a  »  (  ergiebt  sich  der  Zusatz: 

Es  gieht  eine,  nicM  nothwendig  von  NuU  verschiedene  „endUdte  Ath 
ßahl**  von  Gebilden,  welche,  einem  Systeme  a**'  Stufe  angehörig,  eine 
kimutretende  a -fache  Bedingung  erfüUen, 

Wir  entlehnen  der  Algebra  die  Bemerkung:  • 

Diese  Anzahl  bleibt,  wenn  sie  nicht  unendlich  gross  mrd,  immer  die- 
selbe, gleichviel  welche  räumli'  li>  «der  ije<jenseiti(jc  Lage  die  diese  a-fache 
Bedingung  verursachenden  Gebilde  einnehmrn  niiu/oi. 

Das  aus  dieser  Bemerkung  folgende  Princip  bezeichnen  wir  aU 
das  Princip  d>r  (ilricixjûltifirn  oder  der  spccieUcn  Lage,  oder  als  das 
Frincip  von  der  Eritaltung  der  Anzahl  unter  Hinweis  auf  §  7. 

Die  80  hinsichtlich  eines  Systems  «'  "^  Stufe  den  a -fachen  Be- 
dingungen zugehörigen  endlichen  Zahlen  citarakterisiren  das  System  für 
die  Fragen  der  abzählenden  Geometrie  ebenso  gut,  wie  die  dem  Sy- 
steme selbst  innewohnenden  Eigenschaften,  z.  B.  seine  Singularitäten. 
(CharakieristikenÜteorie  im  eigentlichen  Sinne  des  Wortes.) 

§  2. 

Die  Bodingongflsymbolik. 

Die  obigen  Bemerkungen  legen  eine  für  die  Untersuchnngen  des 
Verfassers  äusserst  wichtige  symbdlistke  Kurtsdirifl  nahe,  welche  auf 
folgenden  Festsetzungen  beruht: 
1)  Hinsichtlich  eines  definizten  Gebildes  erhält  jede  definirte  Be- 
dingung ein  Symbd]  das  Symbol  einer  einzelnen  Bedingung  ist 
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ein  einziger  Bucìmlalie;  das  Symbol  einer  zusammengesetzten  ist 
(i'ts  rroduct  der  Symbole ,  tvelehe  den  zusammensei zendeii  lie- 
dingunyen  zulonnnen;  diese  heisseu  demgemäss  auch  Factoren 
der  zusammv iKjcsctztcn  Bedingung. 

2)  Für  das  si/i/djolisdie  Product  von  n  identisciwti  Bedingungen  wird 

ihre  n''  Botenz  (ft setzt. 

3)  Das  Symbol  einer  a -fachen  Bedingung  bedeutet  nicht  bloss: 

a)  diese  Bedingung  srllisf, 

soDdern  auch  hinsichtlich  eines  jedesmal  aus  dem  Zusammen- 
hang ersichtlichen  Systems  «'«"^  Stufe, 

b)  die  etidliche  Anzahl  der  diesem  Syfitem  angehörigen  und 
zugleich  die  n- fache  Bedingung  ofiillenden  Gebilde. 

Diese  Zweideutigkeit  der  Hedingungssymbole,  welche  zu  Missver- 
ständnissen keinen  Anlass  geben  wird,  rechtfertigt  eine  kurze  Aus- 
drucksweise,  bei  welcher  immer  die  Bedingung  selbst  anstatt  der  An- 
zahl der  Individuen  gesetzt  wird,  welche  sie  und  zugleich  die  das  Sy- 
stem definirende  Bedingung  erfüllen. 

„Gange  Imeture  FuneUon  a-fach6r  einselner  oder  zusammengeseteter 
Bedingungen**  ist  also  ein  kurzer  Ausdruck  fllr  die  Zafalenfunctioni 
welche  entsteht,  wenn  man  für  jede  a-fache  Bedingung  die  ihr  rtlck- 
sichtlich  des  gemeinten  Systems      Stufe  zugehörige  Anzahl  einsetzt. 

Andere  als  ganze  lineare  Functionen  TOn  a -fachen  Bedingungs- 
symbolen können  in  unserm  Bedingungscah&l  nicht  auftreten.  Die- 
Gleichsetzung  von  zwei  solchen  Functionen  ergiebt  eine  Form^  af^ 
DimensMH,  Jedes  Glied  einer  solchen  Formel  ist  im  Allgemeinen  ein 
Product  von  Bedingungen  mit  der  Dimensionssumme  a,  und  dieses  be- 
deutet,  den  obigen  Definitionen  gemäss,  nicht  etwa  ein  numerisches 
Product  von  Anzahlen,  sondern  die  Anzahl,  welche  der  aus  den  Fao* 
toren  dieses  Productes  zusammenges^teu  a- fachen  Bedingung  ange- 
hört Eine  ganze  lineare  Function  von  anfachen  Bedingungen  betrach- 
ten wir  zugleich  auch  ab  ga$m  und  im  Allgemeinen  niehê  mehr  lineare 
FuncUon  jedes  in  den  a- fachen  Bedingungen  enihaiUenen  sgmbcUsdten 
Factors, 

Modul  einer  Bedingung  in  einem  Systeme  heisse  jede  Function, 
welche  sie  nur  Ton  andern  Bedingungen  —  nicht  aber  auch  von  An- 
zahlen sogenannter  auagearteter  Gebilde  —  abhängig  darstelli  Be- 
dingungen, durch  welche  allein  jede  Bedingung  beliebiger  Dimension 
in  jedem  von  einem  Gtebilde  erzeugten  Systeme  dargestellt  werden 
kann,  bilden  eine  Gruppe  von  eigenUit^  Charàkkrisêiken  dieses  Ge- 
bildes. 

An  diese  durch  unsere  Terminol<^e  erleichterte  Definition  der 
Charakteristiken  eines  Gebildes  schliessen  wir  die  Bemerkung,  dass  das 
Problem  der  Aufsuchung  von  Ghaiakteriatikengmppen  und  die  Fragen 
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Dach  der  Minimalzahl  der  eine  solche  Gruppe  bildenden  Rgdingungan 
uui  für  folgende  Gebilde  aU  erledigt  zu  betrachten  iet; 

1)  Punkt, 

2)  EbctiCf 

3)  Strahl, 

4)  Kff/f  lschnitt, 

5)  quadratidcJie  Tläcfu\ 

Die  Bemerkung,  dass  der  Punkt  und  die  Ebene  je  eine  Charak- 
teristik, der  Strahl  Gruppen  von  je  zwei  Charakteristiken  besitzt,  ist 
in  ihrer  Form  vielleicht  neu,  in  ihrem  Inhalt  jedoch  bekannt  (§  30. 
im  TIT.  Abschnitt). 

Dass  sowohl  der  Kegelschnitt  wie  die  quadratische  Fläclir  drei 
einfache  Bedingungen  besitzt,  durch  deren  Producte  allein  jede  andere 
Bedingung  ausgedrückt  werden  kann,  ist  von  Chasles  vermuthet  und 
von  Clebsch  (Math.  Aunalen  Bd.  VI,  p.  1)  und  Halphen  bewiesen; 
von  letzterem  in  einer  Abhandlung  (Bull,  de  la  Soc.  math.  Bd.  I,  Heft  ò), 
welche  den  Verfasser  zu  einer  consequenten  Durchführung  seiner  Be- 
dinguugssjmbolik  enuuthigte  (vergi,  auch  Clebsch-Liudemann, 
p.  398  bis  406). 

§  3. 

Das  symbolisohe  Bechnen. 

ÂQB  unserer  Bedmgungssymbolik  fliesseu  folgende  Regeln  fflr  das 
Rechnen  mit  den  Symbolen. 

I.  Wenn  Formeln  swischea  Bedingungssymbolen  fQr  ein  gewisses 
System  zugleich  gelten,  so  ist  fût  dieses  System  auch  jede  Formel 

gfiltig,  deren  rechte  resp.  linke  Seite  sich  aus  den  rechten  resp.  linken 

Seiten  jener  Formeln  durch  dieselbe  ffaiizc  lim  ari  Function  ergiebt. 

II.  Wenn  eine  l'ormel  a^'  Dimension  für  ein  gewisses  Systém 
a^"'  Stufe  Za  gilt,  welches  die  |)- fache  Bedingung  Zp  enthält,  so  gilt 
die  Formel  (a-f-|ï)'*'  Dimension,  welche  aus  der  ursprünglichen  dadurch 
entsteht,  dass  jedem  ihrer  «-fachen  Symbole  ah  symbolischer  Factor 
engesct-t  wird,  für  dasjenige  System  (a-f-jo)'"  Stufe  -T^+p,  welches  durch 
diesolljen  Factoren,  wie  E„,  doch  mit  Weglassung  von  Zp,  detînirt 
wird.  Ist  ferner  F,,  •  Zj,  eins  der  so  ent^standonen  symbolischen  Pro- 
«lucte  und  gilt  ein  gewisser  Modul  von  Z,,  für  ein  System  Stufe, 
das  die  «-fache  Bedingung  i\,  mitejithält,  so  darf  nun  auch  wieder 
statt  Y.rZy,  der  durch  symbolische  Multiplicatioji  dieses  gewissen  Mo- 
duls mit  Ya  enistehendt'  Modul  eingesetzt  werden ,  .w'enn  er  dadurch  für 
dasselbe  System  Gültigkeit  erlangt,  das  eben  mit  Za^p  bezeichnet  ist. 

Hierin  ist  enthalten  die  IJegel: 

III.  Der  Modul  (h\H  Frodurfcs  zweier  Bedingungen  mit  der  Di- 
xuensioussumme  u  ist  gleich  der  aus  dem  Froducte  ihrer  Moduln  durch 
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Ausführung  der  angezeigten  Multiplication  cntsfchendcn  gnnzcn  Function 
o -fâcher  Jiedingnngcn.  Der  so  entstehende  Modul  ist  <illgemeingiiltig, 
d.  Ii.  gilt  für  jedes  System  StufV,  sobald  die  ursprün^^liclien  Mo- 
duln allgemein  galten.  Wenn  aber  der  Modul  nur  der  einen  Bedingung 
Z  allgemein  gilt,  so  erhält  mau  ein  Syslem,  für  das  der  resultirende 
Modul  gilt,  nur  aus  ilenjenigen  unter  den  den  Modul  der  andern  Be- 
dingung y  beherrschenden  Systemen,  welche  if  mitentiialten,  und  zwar 
dadurch,  dass  man  Z  aus  der  ein  solches  System  defiuirendon  zusam- 
mengesetzten Bedingung  fortlüsst  und  die  übrigbleibende  Bedingung 
als  definirende  des  gcsucliten  Systems  ninjmt. 

Die  durch  II.  und  III,  gestattete  Veränderung  einer  Formel  oder 
eines  Moduls  heisse  „symboliscJte  Multiplication'^ ,  abgekürzt  ,^bl.  Mult." 
(Götfc.  Nachr.  Mai  187^  p.  276,  and  Mai  1875,  p.  368).  Die.  symbo- 
lische Multiplication  ist  also  ein  gane  sdbstverständli^hes  Verfiûiren, 
das  Eusserlich  in  einem  Ueèerschreiben  einer  Bedingung  aus  einem 
Systeme  in  eine  Formel  besteht. 

Zar  Elarlegfung  mdgen  folgende  5  Beispiele  dienen: 

1)  Bezeichnen  für  eine  PiancurTe: 

a  die  Ordnungszahl  y 

P  die  Bedingung,  durch  einen  Punkt  zu  gehen, 
V  die  Bedingung,  einen  Strahl  zu  schneiden, 
f***  die  Bedingrung,  die  Ebene  durch  »  beliebige  Punkte  zu 
schicken, 

so  hat  P  den  allgemeingfiltigen  Modul: 

P«»ftv-.a       (§  10.). 
Durch  sbl.  Mult  dieses  Moduls  mit  sich  selbst  folgt  also  der  allgemein- 
gflltige  Modul: 

P>s»f»2tf'_2af»<v, 

da  (t*  gleich  Null  zu  setzen  ist,  weil  durch  vier  beliebige  Punkte  keine 
Ebene  gelegt  werden  kann. 

2)  Bezeichnen  fQr  eine  Flancurve  drUkr  Ordmng  mit  Spitse  P,  f»,  v 
dieselben  Bedingungen  wie  in  1),  und  ausserdem: 

p  die  Bedingung,  eine  Ebene  zu  berOhren, 

e  die  Bedingung,  die  Spitze  auf  einer  Ebene  zu  besitzen, 

so  hat  P  den  allgemeingQltîgen  Modul: 

Tmmf^v-  3jft«  (Beispicfl  1)) 

und  für  jedes  System  zweiter  Stufe,  dessen  definirende  Bedingung  keine 

andern  Factoren  als  P,  ft,  i/,  p  und  die  Bedingung  F,  eine  Fläche  zu 

berfihren,  besitzt,  gilt  fttr  e  folgender  Modul: 

c  — — ^  2.U  (vgl.  Zeuthen,  C.  R.  Bd.  74,  p.  521). 

Durch  sbl.  Mult.  dieser  beiden  Mod  uhi  ergiebt  sich  nach  Regel  III. 

ein  Modul  für  die  zusammengesetzte  Bedingung  Pc,  nämlich: 

i_  yiu^  jci  by  Google 
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welcher  nun  f&r  diejenigen  Systeme  gilt,  welche  aas  den.  Systemen, 
für  die  der  Modul  von  c  galt,  dadurch  hervorgehen ,  dass  man  P  aus 
den  definirenden  Bedingungen  fortlSsst,  d.  h.  wieder  fSr  jedes  System 
dritter  Stufe,  dessen  definirende  Bedingung  keine  andern  Factoren  als 
P,  (tf  Vy  Qy  F  enthalt. 

3)  BezeicliDoii  für  eine  Haumturcc  mit  der  Const  an  tmsahl  c: 

V  die  Be(liii<^uiiL( .  fiiieii  Strulil  zu  schneiden, 

Q   die  Bedint^un*;,  eine  Ebene  zu  berühren. 

Za  die  Bedingung,  eine  Flüche  Fa  von  der  Ordnung  und 
dem  Range  Va  i^u  berühren, 

so  hat  bekanntlich  (Brill,  Math.  Annaien  Bd.  Vül,  Ò34j  Z«  den 
allgemeingültigen  Modul:  * 

Zu  =  r  ,  •  Ï'  -{-  Ha  '  Q. 

Daraus  folgt,  dass  die  Anzahl  der  ilaumcurven,  welche  c  Flächen 
Fl,  P^,  '  *  *  F9  mit  den  Ordnungszahlen  n^,  v  ,,  ■  •  tic  und  den  Eang- 
zniilen      r^,  "  •  r«  berühren,  sich  ans  dem  Producte: 

(r,  •  V  +  «,  .  p)  .  (r, .  V  +     .  p)  (re  •  V  4-  «e  •  p) 

ergiebt,  wenn  man  die  Klammern  löst  und  für  die  r-fachen  Bedingungen 
v' ,  v'^-^Q,  v^~^Q^,  •••  Q'  die  zugehörigen  als  berechnet  vorausgesetz- 
ten Anzahlen  einsetzt.  Diese  Zahlen  haben,  z.  B.  für  die  cubische 
Itaumcurve,  deren  Constantenzahl  12  ist,  folgende  vom  Verfasser  in 
seiner  Preisschrift  abgeleitete  Werther 


—80160 

9«  ^  370296 

»»264320 

v«p  =  134400 

vV»  4iö360 

—  188256 

209760 

»=  401920 

=  128160 

297280 

343360 

—  8Ö440 

çt2  ^  öoooo.; 

4)  ßezeichnen  fQr  eine  cubische  ^lanenave  mü  Doppelpunkt 
V  dieselben  Bedingungen  wie  in  1) , 
f  die  Bedingung,  eine  der  drei  Wendetangenten  einen  Strahl 

schneiden  zu  lassen, 
fg  die  Bedingung,  eine  solche  in  einer  £bene  zu  besitzen, 

m.  a,  W.,  eine  Ebene  zu  osculiren, 
so  hat/""  den  algemeingültigen  Modul  (§  11.): 

p  «  70  (3f*/;3+  13#iY/;'+3étYY--45,*Y.'). 
Da  nun  z.  B.  in  dem  System  8i^benter  Stnfe,  welches  durch  die  Be- 
dingung    definirt  wird,  nach  des  Verfassers  Tabellen 
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fi/*/ =  480  ;    ;ìY/.'  =  324;    ^ìYY«-81;   ft Y.' «  27 
isty  so  ergiebt  sich: 

„I)Ì€  Zahl  (Irr  cubischen  Plancurven  mit  Doppelputikt ,  welche  4 
gegébene  Sfrahleti  schneiden  uiul  tiurch  7  çegébene  StrahUn  ihre  Wende- 
tangenkn  schicken,  beträgt:  328860.'' 

5)  Bezeichnen  für  eine  lineare  Congrueiut,  d.  h.  eine  solche,  welche 
sowohl  in  jedem  Stnhlenb1lndel|  wie  in  jedem  Strahlenfelde  (Ebene) 
nur  1  Strahl  besitzt: 

B  die  Bedingangl  einen  Strahl  zu  enthalten, 
ß  die  Bedingung,  einen  Strahl  eines  gegebenen  StrahlbOschels 
zu  enthalten, 

g  die  Bedingung,  die  eine  der  beiden  Leitaxen  durch  einen 

Strahl  zu  schicken, 
h  die  entsprechende  Bedingung  für  die  andere  Leitaze, 
so  ist  immer: 

B^ßg-g', 

also 

Da  nun  in  dem  Systeme  vierter  Stufe,  welches  durch  die  Bedingung 
ß-yh  definirt  wird,  nach  §  24.: 

^V=14,    ß(/'  =  4, 

g*  natürlich  gleich  Null  ist,  so  ergiebt  sich  far  die  lineare  Gongmens: 

^ »  14  ~  2 . 4  +  0  —  6 . 

Die  Moduln,  welche  in  der  vorliegenden  Abhandlung  auftreten, 
sind  alle  allgi  ntfinffültig. 

Unter  den  Moduln  sind  durch  die  Leichtigkeit  ihrer  Herstellung 

diejenigen  ausgezeichnet,  welche  durch  Spaltunf}  von  Bedingungen  ent- 
stehen. Wird  uäralich  eine  einem  Gebilde  unterlegte  Bedingung  Z 
sowohl  (und  zwar  a-nial)  dadurch  erfüllt  ,  dass  es  die  Bediui^ung  Za  be- 
friedigt, wie  auch  (etwa  />-mal)  dadurch,  dass  es  die  Bedingung  Bt 
befriedigt  etc.,  so  ist  die  Bedingung  Z  in  die  Bedingung  r«,  Z/.,  Zg,  •  •  • 
gehalten,  und  es  ergiebt  sich  dann  für  Z  der  allgemeingültige  Modul: 

Z  —  a  '^a  -\-  h  '  z,,  -\-  c  •  So      •  *  '  • 
Beispiele  Yon  Spaltungen: 
1)  Bedeuten  fDr  ein  Dreieok  mit  den  Seiten  a,  ß,  y: 

f  die  Bedingung,  dass  eine  beliebige  Seite  desselben  einen 

Strahl  schneide, 
a,  (,  c  die  Bedingungen,  dass  beiflglieh  die  Seiten  a,  ß,  y 
einen  Strahl  schneiden, 
so  spaltet  sich  f  ia  a,  h  und  c,  so  dass  immer 
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f     a  -\-  h  e 
gmetzt  werdeD  kann.  Daher  s.  B. 

Daraus  ergiebt  sich,  da  a",  5",  e"  Noll  ist,  sobald  n  grösser  als  vier  ist: 

+  1 40  (a^  63  f  -f  a  c''  />  +  a) 

—  35**'  »•  •  +  lüDiJ^.  »'  ^  +  70jj»'  9. 1  H-  1055»'  «'  « , 
wo  die  Bedingung  bezeichnet,  dass  von  den  drei  Seiten  des 

Dreiecks  eine  beliebige  u  gegebene  Strahlen,  eine  zweite  v  gegebene 
Strahlen,  und  die  dritte  w  gegebene  Strahlen  schneidet. 
2)  Beseiohnen  fflr  eine  Kau  m  curve 

V  and  Q  wieder  die  Bedingungen,  einen  Strahl  au  schneiden 

resp.  eine  £bene  /u  berühren, 
f  die  Bedingung,  eine  aokìte  Fläche  n^"  Ordnung  und  Banges 
zu  berühren,  derw  Punkte  die  n-fach  zu  rechnenden 
Punkte  einer  Ebene  und  deren  Tangenten  die  r-fach  zu 
rechnenden  htrahlen  sind,  welche  eine  in  dieser  £bene 
liegende  Axe  sehneiden, 
so  wird  f  M -mal  durrh  jede  Raumcurre  erfüllt,  welche  die  £bene  der 
Fläche  berührt,  und  auch  r-mal  durch  jede  Raamcunre,  welche  die 
Az«  der  Flache  schneidet.   Daher  eigiebt  sich: 

r  •  V  +  »  •  p 

(specieller  Fall  der  BriU'schen  Formel  in  Beispiel  3)  oben). 

§4. 

Die  OrDndgebilde. 

Jede  Definition  eines  Gebildes  fasst  dasselbe  im  Allgemeinen  auf  als 
eine  in  gewisser  Weise  verkettete  Gruppe  von  Systemen  anderer  Gebilde, 
welche  wieder  als  aus  Systemen  noch  anderer  Gebilde  bestehend  gedacht 
werden,  und  so  fort;  und  zwar  wird  dieser  Process  der  Zerlegung,  nach 
der  modernen  Anschauungsweise  der  projectÎTischen  Geometrie,  immer 
derartig  angestellt,  dass  man  schliesslich  auf  drei  GdfUde  stösst,  welche 
als  nicht  weiter  zerlegbar  betrachtet  werden  und  dadurch  viUlig  gleiûun 
AnsprtÈch  auf  ürsprün^iiMeit  erhalten.  Desshalb  hat  die  abzählende 
Geometrie  diese  drei  Mauptdemente  des  Raoms,  PuM,  Ebene  und  Strahl, 
und  die  von  ihnen  erzeugten  Systeme,  welche  Oerier  heissen  sollen, 
«or  allen  flbrigen  G^ebilden  zu  behandeln. .  Dazu  zwingt  auch  der  Um- 
stand, dass  diejenigen  einem  Gebilde  auferlegten  Bedingungen,  welche 
nichts  weiter  enthalten  als  eine  Bedingung  fttr  einen  der  dem  OebUde 
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angellörigen  Oerter,  unter  allen  dem  Gebilde  auferl^baren  Bedingungen 
eine  fundamentale  Rolle  spielen. 

Da  die  Constantenzahl  des  Punktes  und  der  Ebene  gleich  drei, 

die  des  Strahls  aber  gleich  vier  ist,  so  giebt  es: 

1)  ]'ii)>Idörter  nullter  bis  dritter  Stufe  f 

2)  Ebmcimier  nulltrr  bis  dritter  Stufe, 

3)  éitroMenôfier  nuUter  bis  vierter  Stufe, 

Die  Oerter  werden  durch  die  endliche  Anzahl  ihrer  gemeinsamen 
Elemente  mit  gewissen  ausgezeichneten  Oertem,  den  sogenannten 
Gnmdffddlden,  genau  in  derselben  Weise  tiwraiktensirtf  wie  nach 
GhasleSy  Cremona,  Olebsch  und  Halphen  die  Systeme  von  Ke- 
gelschnitten durch  die  Zahl  ihrer  gemeinsamen  Elemente  mit  gewissen 
ausgezeichneten  Kegelschnitteystemen,  welche  von  Chasles  den  Namen 
f,dementare*'  erhalten  haben.  Demgemäss  könnten  die  Grundgebilde 
auch  „tiemeniare  Oerter"  genannt  werden.  Der  Mangel  einer  fUr  un- 
sere Zwecke  brauchbaren  Terminologie  der  4  -j-  4  +  6  Grundgebilde 
und  der  von  ihnen  Terursachten  Bedingungen  zwingt  uns,  die  von  uns 
gewählten  Namen  für  dieselben  hier  tebellarisch  folgen  zulassen,  und 
zwar  geordnet  nach  den  Stofen  und  nach  den  Hauptelementen. 


G  r  u  n  d  ir  e  b  i  1  d  e 


0"^  Stufe: 
V*'  Stufe: 

2«''  Stufe: 


des  Punktes 
Punkt 
Punktaze 

Punktfeld 


3'^'  Stufe:  j  Funktraum 
4'»  Sti^e:  I 


der  Ebene 
Ebene 
Ebenenaxe 

Ebenen  bUudel 

Ebenenraunf 


des  Strahls 

Strahl 

Strahlbüschel 
I  Strahlenfeld  | 
(strahlenbOndel  j 
Strahlenaxe 
Strahlenraum. 


Die  Grundgebilde  nullter  Stufe  sind  die  Hanptelemente  selbst; 
jedes  Grundgebilde  von  höherer  als  der  nullten  Stufe  giebt  im  ersten 
^eile  seines  Namens  sein  Elément,  im  zweiten  Theile  seinen  Träger 
an,  und  zwar  letzteren  mit  dem  Worte: 

Bündel,  wenn  der  Trïiger  ein  Funkt  ist, 
Fdd,  wenn  der  Träger  eine  Ebene  ist, 
Äxe,  wenn  der  THiger  ein  ist, 
feiner  mit  dem  Worte: 

Saum,  wenn  niehts  anderes  als  der  Raum  Tr&ger  ist, 
Büschei,  wenn  der  Träger  aus  zwei  Hauptelementeu,  n&mlich 
einer  Ebene  und  einem  Punkte  besteht^  von  denen  das  eine 
Träger  des  andern  ist.  Bflschel  bezeichnet  also  Bfindel  und 
Feld  zugleich. 

Daher  können,  wenn  keine  Unterscheidung  nöthig  ist,  die  Gnmd- 
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gebüde  aocb  tiar  nacb  ihrem  Trilger  genannt  werden ,  und  zwar  würden 
unter 

Biintlrl  2  Gruijclgohildc,  Büschel  1  (iruiiilgtliilde, 

Fehl      2  (Jniml^a-l)il(le,  Punkt  üruiitljL^ebik'e, 

Arr       .'5  Cirimdi^ehilde,  Ehme    3  (ìruiulgebiltle, 

lamm   .'3  Grunilgebilde,  iStrahl    4  liruadgebilde 
verstanden  werden  können. 

Zu  beiijerkcn  ist  noch,  dass  litr  Strahl  zwei  Grundijrh'dde  zweiter 
Stufe  besit/J,  .soiist  aber  jeät^  JUauptelcnwnt  in  jeder  iStuß  immer  nur 
ein  GrunJyebilde  besitzt. 

§5. 

Die  Grundbedingungen. 

Jedem  der  4  -f-  4  -j-  6  Grundgebilde  gehört  eine  Grundlicdingung 
oder  fundamciitale  liedhujuiiij  /.ii,  nilnilich  diejenige,  welche  aussagt, 
dass  ein  Punkt  oder  eine  Kliene  oder  ein  Strahl  dem  (irundgebilde  als 
Element  angehören  soll.  Für  die  Namen  der  so  entstehenden  Grund- 
bedingungen setzen  wir  test,  dass  dieselben  in  ihrem  ersten  Theile  den 
Namen  des  Trägers  des  zugehörigen  Cirundgebildes  aiigi'l)en  sollen. 
Erfüllt  eins  der  Elemente  eines  Ortes  a'^*^  »Stufe  eiue  (Inotdhei/iuifKntf, 
so  schreiben  wir  dieselbe  dcni  Orte  sclljsf  zu.  Für  die  i  Dimensionen  der 
den  Oertern  zugeschriebeneu  Grundbedingungen  ergiebt  sich  aus  de;i 
Sätzen  des  §  2.  Folgendes: 

1)  Die  Dimension  (/  einer  einem  Orte  nuüter  Stufe  auferlegten 

Grundbedingung  ist 

wenn  h  die  Stufe  des  zugeh('»rigen  Grundgebildes  und  r  die 
Constantenzahl  des  Elementes  ist,  welches  Ort  und  Grundge- 
bilde erzeugt} 

ferner  : 

2)  Eine  (»rundbediuguug  ist  für  einen  Ort  a**''  Stufe  (</  —  a)-fach, 

wenn  sie  für  einen  Ort  nullter  Stufe  (/-fach  ist; 

also: 

3)  Verutsaeht  ein  Grundgebilde  h**'  Stufe  einem  Orte  a**  Stafe, 

dessen  Blement  die  Constantenzahl  e  hat,  eine  <f -fache  Be- 
dingimg,  80  moss  sein: 

a  -\-  h     d  *Bs:  c . 

Was  eben  fürOerter,  d.  Ii.  für  Systeme  von  ilauptelementen,  ge- 
sagt ist^  lässt  sich  natürlich  auf  Systeme  von  Gebilden  beliebiger  De- 
tixiition  übertragen. 

Ist  in  3)  (i  -f-  h  gleich  oder  grösser  als  c,  so  hat  nach  §  2.  der 
Ort  und  das  Grundgebilde  ein  System  {a-^-b  —  c)'"  Stufe  von  Haupt- 

MatbMBatiMsb«  AbmUii.  X.  S 
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elementen  gemein.  Wenn  also  ein  Ort  uml  ein  ürundgebilde  einen 
Ort  f'^"  Stute  gemein  luiben,  so  wäre  die  Dimension  d  der  zugehörigen 
Orundbedingung  für  diesen  Ort  als  negativ,  nämlich  als  gleich  — e  zu 
bezeichnen.  Ist  im  speciellen  Falle  a  b  =  c,  so  ist  die  Grundbe- 
dingung nullfach ,  und  der  Ort  hat  mit  dem  Grundgebilde  einen  Ort 
nullter  Stufe,  d.  h.  eine  von  der  Lage  des  Gruudgebildes  unabhängige 
(Priucip  der  gleichgültigen  Lage  §  1.),  endliche  ÄtuaM  von  Haupt- 
*  elementeii  gemelli.  Dieie  einen  Ort  charakterisirende  Aniabl  heiest 
8M1I  Qraä,  Der  Grad  eines  Orte  Stufe,  deesen  Element  die  Con- 
stantenzahl  e  hat ,  giebt  also  an,  wieviel  Elemente  der  Ort  mit  jedem 
▼on  demselben  Element  eneagten  Grundgebilde  (e— a)^  Stufe  gemein 
hat.  Aus  der  letzten  Bemerkung  des  §  4.  folgt: 

Jeder  Ort  jeder  Stufe  htU  nur  eme  eifurige  Gradeakl,  auegenommen 
der  StraMenori  meiter  Stufe  (die  Oongmenz),  wdche  swei  Oradeahlen 
hat,  von  denen  die  eme,  der  BOmddgrad,  aiu^iébtf  wievid  Element  der 
Ort  mit  jedem  Strahlenbündd  gemein  hat,  und  die  andere,  der  Fddgrad, 
angidft,  wievid  Elemente  er  mit  jedem  Sirahtenfdde  gemein  hat. 
\  Die  fblgende  Tabelle  enthalt  die  Namen  und  Symbole  der  14 

Grundbedingungen.  Der  Index  »  des  jeder  Grundbedingung  vorge- 
setaten  Symbols  giebt  an,  dass  ihre  Dimension  für  einen  Ort  a^"  Stufe 
i—  a  ist.  Die  nachgesetzten  24  Symbole  sind  die  in  den  folgenden 
Untersuchungen  ffir  die  Grundbedingjmgen  erster  und  höherer  Dimen- 
sion vorzugsweise  gebrauchten,  und  zwar  bezeichnet  immer  das  »*• 
nachgesetzte  Symbol  die  einem  Orte  (»  —  if"  Stufe  sugeschriebene 
Grundbedingung. 

Â.  Für  Punktörter: 

Raumbed.  . 
j»i  Feldbed.  c, 
Pj  Aienbed.   Cg,  v, 
jp,  Panktbed.  C,  F,  17. 

B.  Ffir  Ebenenörter: 

Banmbed. 
«1  Bfindelbed.  f», 

Âxenbed.  v  , 

e,  Ebenenbed.  M,  TT'. 

G.  Ffir  Strahlendrter. 
Sq  Raumbed. 
5,  Axenbed.  g, 
I s.,  Feldbed.     ye,  Q\ 
i^ji  Bfindelbed.  q]' 

BOschelbed.      t,  ß, 
«4  Strahlbed.  a,  T,  B,  8. 
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Bezeichnen  wir  im  Folgenden  ein  Hauptelement  mit  einem  Bwh- 
stahcii,  so  soll  damit  zu<;!eich  ansjTospnichrii  sein,  dass  dio  dirseni 
Hauptolemeiit  zukommende  ciufachc  (îrundbedinixinitjç  mit  demselben 
Buchstaben,  und  die  (îrundl>ediiiL{iuii;eii  IiiMierer  Dimensionen  mit  den- 
jenigen Symbolen  iiezeiclinet  werden  solien,  welche  aus  diesem  Hueh- 
staben  el>ens()  hervorgehen,  wie  die  in  (d)iger  Tabelle  nachgesetzten 
ersten  Symbole  aus  r,  ;i  und  f/  hervorgehen.  Z.  B.  die  Büsckelbe- 
dÜngimg  des  Strahls  h  heiaat  h,,  die  Strahl  beding  uug  II. 

§  6. 

Die  Gebilde  als  Träger  von  Oertem. 

Ein  geometrisches  Odnlde  reprSsentirt  im  Allgemeinen  eine  6e- 
ssmmtheit  mehrerer  in  gewisser  Weise  verketteier  Ponktörter,  Ebenen- 
Stter,  StrahlenSrter  verschiedener  Stufen,  von  denen  einige  das  ganze 
Gebilde  zn  erzeugen  im  Stande  sind.   In  jedem  einzelnen  Falle  folgt 

aus  der  genauen  Definition  eines  Gebildes  die  Definition  jedes  dieser 
Oerter  und  die  Art  und  Weise  ihrer  Verkettung.  Gewisse  dieser  Oertor 
bezeichnen  wir  als  die  Plückcr^sci^en  Oerter  des  Gebildes  und  über- 
lassen es  jeder  einzelnen  Definition  eines  Gebildes,  festzustellen,  welche 
der  ihm  anhaftenden  Oerter  als  seine  Plück er* sehen  betrachtet  wer- 
den sollen.  Den  Namen  ,,Plücker'8che"  halben  wir  desshalb  gewählt, 
weil  die  Gradzahlen  vieler  dieser  Oerter  durch  Relationen  verbunden 
sind,  weh  he  für  eine  Plancurve  von  PI  Ucker  zuerst  abgeleitet  sind. 
Wir  bemerken  ausdrücklich,  dass  die  Definition  der  PI  ücke  r'sclien 
Oerter  eines  Gebildes  zunächst  nur  nudir  oder  weniger  conventioneil 
ist.  Diese  Definition  geben  wir  hier  für  die  von  uns  vorzugsweise  be- 
handelten Gebilde. 

1)  P]ine  Plancurve  habe  folgende  Plücker'sche  Oerter: 

a)  den  Ebenenort  iiullter  Stufe  ersten  Grades  ihrer  £beue, 

b)  den  Punktort  erster  Stufe  ihrer  Punkte, 

c)  den  Strahlenort  erster  Stufe  ihrer  Tangenten, 

d)  die  Punktitrter  nullter  Stufe,  gebildet  von  ihren  Dojipelpunkten, 

Spitzen,  Do})peltangentenben"ilii  un^s[)unkten,  \V  endepunkten  und 
den  etwaigen  analogen  Punkten  lii)herer  Singularität,  wie  mehr- 
fachen Punkten,  Undulationspunkten ,  etc. 

e)  die  Strahlenörter  nullter  Stufe  der  Verbindungsatraiiieu  je  zweier 

solcher  Punkte, 

f)  und  g)  die  den  unter  d)  und  e)  genannten  Oertern  in  der  Ebene 

dualistisch  entsprechenden  Oerter. 

2)  Die  cuhiarhc  luiumcurvc  habe  folgende  Piücker'sche  Oerter: 
aj  den  Punktort  erster  Stufe  ihrer  Punkte,  • 

b)  den  Straldenort  erster  Stufe  ihrer  Tangenten, 

2* 
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c)  den  Ebenenort  erster  Stufe  ihrer  Scbmiegnngsebenen , 

d)  den  Srahlenort  zweiter  Stufe,  gebildet  von  den  Zweipiiii|ctaze!l| 

e)  den  Strahlenori  zweiter  Stufe,  gebildet  von  den  Zweiebenenaxen. 

3)  Das  Funktq^r,  d.  b.  das  aus  zwei  Punkten  bestehende  Ge- 
bilde habe  zu  Plftcker'schen  Oerfern: 

a)  den  Puuktort  nnllter  Stufe  zweiten  Grades,  gebildet  von  diesen 

beiden  Punkten, 

b)  den  Strahlenort  nuUter  Stufe  ersten  Grades,  gebildet  Yon  dem 

Verbindungastrahle  der  Punkte. 

4)  Das  Strahleiipaar  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Uneare  Ctm^ruem 
habe  zu  PI  (Icker 'sehen  Oertem:  | 

a)  den  durch  die  beiden  Strahlen  erzeugten  Strahlenort  nnllter  Stufe  | 

zweiten  Grades, 

b)  den  Strahlenort  zweiter  Stufe  mit  dem  Bflndelgrad  1  und  dem 

Feldgrad  1^  gebildet  von  allen  Strahlen,'  die  die  beiden  Strahlen 
schneiden. 

Die  in  1)  gegebene  Festsetzung  eigiebt  nach  dem  Pïnncîp  der 
Dualität  eine  Festsetzung  fOr  einen  Kegel,  ebenso  die  in  3)  gegebene 
eine  Festsetzung  fflr  das  Ebenenpaar. 

Wir  folgen  einem  Sprachgebrauche,  welcher  sich  in  den  bisherigen 
Arbeiten  Aber  Charakteristikentheorie  herausgebildet  hat^  wenn  wir  für 
eine  Plancurre  die  Oerter,  welche  bei  1)  unter  a),  b),  c)  genannt  sind, 
und  fflr  eine  allgemeine  Baumcurve  den  Ort  ihrer  Punkte,  den  Ort 
ihrer  Tangenten  und  den  Ort  ihrer  Schmiegungsebenen  dementare 
Oerter  nennen  im  Gegensatz  zu  den  flbiigen,  den  singriiUirm  Oertem. 
Wir  fügen  jedoch  ausdrflcklich  hinzu,  dass  der  Begriff  der  elementaren 
Oerter  jetzt  nur  als  commHonéIkr  gelten  kann,  nachdem  nachgewiesen 
ist,  dass  Ghasles^  irrte,  als  er,  verführt  durch  seine  Resultate  bei 
Kegelschnitten,  vermuthete,  bei  jeder  Pkmcurve  seien  die  ihren  dement 
iaren  Oertem  zugeschriebenen  GrutêéBfedmgwt^  àUem  schon  im  Stande, 
alle  Übrigen  der  Plancurve  auferlegten  Bedingungen  auszudrücken. 

Für  ein  Oénide  heim  jede  Bedingung  fuindame$ital  re^.  fomentar 
resp.  singtdär,  deren  symhokst^  Faetoren  sämmlUeh  nichts  anderes,  als  i 
Qrundbedingungen  für  PlUeker'sdte  Oerter  resp,  dementare  Oerter  | 
re^.  singuiäre  Oerter  aussprengten,  und  jedes  Sifstem  und  jede  AnscM  \ 
heisse  fimdamenial  resp.  dementar,  wenn  dies  die  das  Sydem  oder  die 
Ansahl  definùrende  Bedingung  ist. 

Mit  Hilfe  dieser  Definitionen  kann  der  Verfasser  jetzt  die  wichtig- 
ste numerischen  Resultate  der  zweiten  und  dritten  Abhandlung  seiner 
„Beitrüge  zur  abzählenden  Geometrie''  kurz  so  aussprechen: 

1)  BesHnmung  aMer  fundamentakn  Ansahlen  der  eubisehen  mit 
ßpitse  hdtafleten  Plancurve, 
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2)  Be^immuny  aller  derjenigen  fundamentalen  Anzahlen  der  cubi» 

sehen  mit  Doppelpunkt  behafteten  PlaitaoTC,  tvckhe  als  sym- 
bolische Fachren  keine  andern  BcdnKjungtu  enthalten ^  als 
elementare  und  solche  singuläre,  die  von  dem  Ort  ntUUer  Stufe 
drilteii  Grades  der  Wçndetangenten  herrühren , 

3)  Bestimmung  der  rh  mmtaren  Anzahlen  der  cuhischcn  llaumruri'c. 
Die  gegenwärtige  Abhaadlimg  enthält  von  diesen  Resultaten  noch 

nichts. 

Die  Ausdrücke  Ordnung,  (lasse,  Rang,  bei  deren  bisherij^em  Ge- 
brauch der  Verfasser  weder  Uebereiiistimniiin«^  noch  ein  t^reifbares 
Princip  zu  entdecken  vermocht  Jiat,  konnten  durch  die  Angabe  der 
Gradzahb'ii  gewisser  PI  ücker  scher  Oerter  immer  vermieden  werden. 
Indem  wir  sie  dennoch  der  Kürze  wegen  in  unsere  Terminologie  auf- 
Dehmen,  schlagen  wir  zugleich  für  ihren  Gebrauch  folgende  üebereiii- 
kunß  vor: 

Ordnung  eines  Gebildes  sei  immer  die  Gradzahl  des  resp.  eines 
bestimmten  ihm  angehörigen  elementaren  Bunktorts  von  höherer 
als  der  nullten  Stufe, 
Clause  die  (îradzahl  eines  ebensolchen  Ein  m  nnrts , 
Rang  die  (Gradzahl  eines  ebensolchen  SfraJdf  uorts. 

Bei  dem  Gelokle,  welches  durch  einen  allgemeinen  Strahlenort 
zweiter  Stufe  vollständig  erzeugt  werden  kann  (  Congruenz),  und  welches 
diesen  Strahlenort  als  elementaren  enthält,  würde  mau  Bündetrang  uud 
Feldrang  unterscheiden  müssen. 

Nach  dieser  Uebereinkunft  und  den  früheren  Detinitiouen  elemen- 
tarer Oerter  ist  genau  bestimmt,  was  bei  den  Plancurven  Ordnung 
und  Rang,  bei  den  Kegeln  Classe  uud  Rang,  bei  den  Raumcurven 
Ordnung,  Classe  und  Rang  bedeutet;  ebenso  auch,  was  bei  den  Flächen 
Ordnung,  Classe  und  Rang  bedeutet,  wenn  wir  noch  festsetzen,  dass 
ftr  eine  Fläche  nur  drei  Oerter,  nämlich  der  Ort  sweiter  Stole  ihrer 
Punkte,  der  Ort  zweiter  Stufe  ihrer  Taugentialebenei),  nnd  der  Ort 
<iritter  8tofe  ihrer  Tangenten  als  dementar  gelten  sollen. 

Bei  OebiUea  anderer  Definition  würde  erst  die  Torlaufig  willkür- 
liche FestsetBung,  welche  der  anhaftenden  Oerter  Plficker'sche  resp. 
elementare  heiseen  sollen,  darüber  entscheiden  kOnnen,  welche  Ort-Grad- 
ttUen  Ordnung,  Classe  und  Bang,  und  auch,  welche  Bedingungeu, 
Systeme  nnd  Anzahlen  fundamental  resp.  elementar  heissen  müssten. 

Die  elementare  Bedingung,  welche  eine  Plancorre,  ein  Kegel,  eine 
BamnciirTe,  eine  Fläche  dadurch  erfüllt,  dass  ein  elementarer  Ponktort^ 
Ebenenort  oder  Stralüenort  Stufe  des  Gebfldes  die  Gnmdbedingnng 
2  befriedigt,  erhält  im  Folgenden  meist  dasselbe  Symbol,  welches  oben 
in  der  Tabelle  der  Grundbedingungen  bei  Z  für  einen  Punktort,  Ebenen- 
ört  oder  Strahlenort  a**'  Stufe  angegeben  ist 
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Für  das  Erfüllen  einiger  der  luiidamentalen  Kedingungen  durch 
gewisse  Gebilde  haben  sich  besondere  Ausdrücke  ciiujihnnjcrt.  Nament- 
lich sind  folgende  Ausdrücke  üblich,  die  wir  neben  unsrer  rationellen 
Terminologie  gebrauchen  wollen,  wo  keine  Verwechselung  möglich  ist: 

1)  „eine  Gerade  schtwiden"  bei  liaum-  und  Piancurven  für  „v  er- 

füllen'', 

2)  „durch  einen  Funkt  gdicn''  bei  lUum-  und  Plaucurveii  für 

„P  erfüllen",  bei  Flächen  für  ,,TT  erffilb  ii'', 

3)  „eine  Ebene  berühren''  bei  Raum-  und  Piancurven  für  er-* 

fallen",  bei  Flächen  für  „TT'  erfüllen*', 

4)  „eine  Gerade  berühren"  bei  Kaum-  und  Piancurven  für  „T  er- 

füllen«, bei  Flächen  für  „S  erfüllen", 

5)  ^eine  Mene  osefdwm*  bei  Raumcurven  für  „P'  erfüllen". 

Beispielsweise  zählen  wir  hier  die  in  der  zweiten  Abhandlung  ein- 
gehend behandelten  säinnifliehrn  /"undaniculnh  n  J'in :elbedingunycn  der 
Jflaiicurve        und  der  eidischeii  Bnuma(rvc  da/': 

1)  die  ('/,  deren  Spitze  c,  deren  Kückkehrtangeute  q.  tleren 

Weudetangeute  ic,  deren  Wendepunkt  r,  deren  Schnittpunkt 
von  Wendetangente  und  Rückkehdangente  tj,  deren  Ver- 
bindungsstrahl von  Wendepunkt  und  Spitze  S  heiS8t|  hat 
folgende  fundamentale  Einzelbediiigungen  : 

H,  tiy,  M;    V,  P;    q,  q,  t,  T} 

C'j,  C-,      (ifj  Q] 

w,  w,,  Wp,  w,^  W\    Vf  Vg,  V) 

Vi  V'j)  ^'f  *-t'f 

2)  £ine  cubische  Haamcurve  bat  folgende  fundameutale  Einzel- 

bedingangen: 

wo  ß  und  B  auf  den  Ort  der  Zweipnnktaxen,  /)'  und  S  auf  den  Ort 
der  Zweiebeuenaxen  zu  beziehen  sind. 

Die  in  diesem  §  niedergelegte  Auffassung  eines  Gebildes  als  eines 
Triiijers  der  ihm  anhaftriiden  Oertrr,  wonach  also  z.  B.  bei  einer  Haum- 
curve  weder  der  Ort  der  Punkte,  noch  der  Ort  der  Tangeuten,  noch 
der  Ort  der  Sthmiegungsebenen  urs2>riin(dirhcr  als  die  andern  Oerter 
oder  vor  ihnen  hevorzmjt  erscheinen  soll,  ist  einerseits  eine  Consequenz 
der  modernen  geometrischen  Betrachtungsweise,  in  welcher  Punkt, 
Sbene  und  Strahl  als  TöUig  gleichwerthige  Hauptelemente  des  Raums 
auftreten  (Voss,  Math.  Ann.  Bd.  Vili,  p.  54),  andererseits  aber  auch 
Tom  Verfasser  als  die  Quelle  der  handlidisten  Terminologie  för  das 
Ton  ihm  betretene  Gebiet  der  Geometrie  erkannt 
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Der  nächste  Abschnitt  beschäftigt  sich  daher  nur  mit  Punkt, 
Ebene,  Strahl  und  (kii  von  ihnen  erzeugten  Systemen  und  Grundbe- 
dingungen ,  um  allgemeine  Relationen  zwischen  den  letzteren  sn  eut^ 
wickeln,  welche  im  Folgenden  eine  fundamentale  BoUe  flpieleii  werden. 

II.  AiMClinitt 

Allgemeine  Formeln  zwischen  den  Grund- 
bedingungen. 

§  7. 

Das  Piindp  der  speoiellen  Lage. 

Die  algebraische  Quelle  der  allgemeinen  Formeln,  welehe  in  diesem 
Abechnitt  entwickelt  werden,  ist  einzig  und .  allein  das  schon  froher 
(§  1.)  erwähnte  Frindp  der  gleicl^ilHgcn  oder  der  spcckllen  Lage, 
welches  auch  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Anzahl  genannt 
werden  könnte.  Dasselbe  kann  fiir  die  Zwecke  der  Anzahlen  bestimmen- 
den Geometrie  etwa  so  gefasst  werden: 

^Dic  räumliche  Lage  der  Gebilde,  welche  gewisse  einem  Gebilde  A 
auferlegte  lìrdiìtgu/ngen  verursaehenj  ist  für  die  Anzahl  der  Gebilde  A, 
tcdche  diese  Bedingungen  crfOUenf  gleichgültig,  sobald  diese  AneaiU  über- 
haupt  endlieh  bleibt. 

Anwendung  fand  dieses  Princip  bisher  namentlich  hei  der  Be- 
stimmung von  Grad/.ahlen,  indem  für  die  Abzahlung  der  Ilauptt  lemente, 
welche  ein  Ort  des  vorliegenden  Gebildes  mit  einem  Grundgebilde  ge- 
meinsam hat,  der  Träger  des  letztern  so  gewählt  wurde,  dass  er  eine 
durch  die  Detini  tum  des  Gebildes  hiiorzuglc,  und  desshall)  das  Abzählen 
crieuhtrrndi  Lage  einnahm.  Viele  dieser  Abzäiilung.sarten  lassen  sich 
.  nun  ganz  aUgemcimn  Formeln  unterordnen^  die  hier  entwickelt  werden 
sollen. 

Dem  oben  (dlgcmcin  ausgesprochenen  Principe  erthéîlen  wir  folgende 
besondere  Form,  welclie  die  Art  und  Weise  seiner  Benutzung  für  die 
Gewiiiiiuni^  vcii  F'jriut.'lu  zwì>c1k'u  Bedingungssymboleii  verrathen,  und 
den  Namen  „Princip  diir  speeiellen  Lage",  abgekürzt:  „Pr.  d.  sp.  L."  (Gött. 
Nachr.  Mai  1874,  p.  274  und  Mai  1875,  p.  365)  rechtfertigen  wird: 

jyKann  den  beiden  Gebilden,  welche  eine  aus  zwei  Factoren  X  und 
T  zusammengesetxte  Bedingung  X  T  Teranlassen,  eine  derartige  spedeüe 
Lage  2U  einander  ertheilt  werden,  dass  X  T  sich  in  die  Bedingungen 
'  £if         '  '  '  spalten  muss  (§  3.  am  Sehluss),  so  ist: 

XF— x-, -f  H  

Eine  nach  dem  Pr.  d.  sp.  L.  abgeleitet«  Formel  Dimension 
hat  also  links  vom  Gleichheitszeichen  ein  Product  zweier  Sjmbole  mit 
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der  Dimensiunsäumme  a,  rechts  eine  Sunme  a-facber  einzelner  oder  zu^ 
sammengesetzter  Symbole, 

Beispiel  für  die  Anweiidiiiif^  des  Pr.  d.  sp.  L. 
Erth«-'ilt  man  den  beiden  Puuktaxeii ,  weklif  die  beiden  einer  T^'' 
auferlegten  Bedingungen  v  und  v  (die  Synil)()le  der  ( Jrundlx.'dingungeu 
der  (3^  sind  in  §  6.  erklärt)  venirsaclieii ,  die  specielle  Lage,  dass  sie 
sich  schneiden,  und  im  Strahle  (j  unendlich  nahe  siml,  so  kann  jetzt, 
bei  Voraussetzung  eines  elementaren  Systems,  die  Bedingung  v'^  nur  in 
folgenden  Fällen  erfüllt  werden: 

a)  einmal,  wenn  eine  Curve  des  Systems  durch  den  Schnittpunkt 

der  beiden  unendlieh  Jialien  Stralilen  geht, 

b)  einmal,  wenn  eine  Curve  die  Ebene  der  beiden  Strahlen  so  be- 

rührt, dass  der  Berülu  un^.^ijuukt  in  dem  Strahle  7  liegt , 

c)  dreimal,  wenn  eine  Curve  ihre  Spitze  im  Strahle  g  besitzt, 

d)  sechsmal,  wenn  eine  Curve  ihre  Ebene  durch  g  schickt. 
Dmut  folgt,  wenn  die  iu  a'^erfUHte  Bedingung  P,  die  in  b)  er- 
füllte X,  die  in  c)  erfUlte  Cg,  die  in  d)  erfflllte  hdral  {v,  F,  Cg,  {ig 
siod  schon  in  §  6.  aufgefthrte  Omndbedingungen ,  x  aber  ist  die 
Bedingung,  eine  gegebene  Ebene  so  zu  berühren,  dass  der  Berflhrungs- 
punkt  auf  einem  in  der  Ebene  gegebenen  Strahle  liegt): 

eine  Formel,  welche  für  alle  Elementarsysteme  zweiter  Stufe  gültig  ist 

Die  in  diesem  Abschnitt  durch  das  Pr.  d.  sp.  L.  abgeleiteten 
Formeln  sind  alhfonciiu/iilfig,  er/.eucren  also  nicht  bloss  durch  Addition, 
Subtraction,  Multipiicaf ion  mit  Zalileucoefficienten,  soiuleru  auch  durch 
shl.  Millf.  iin'f  ]ìf/ìì)ì(finì'is.-<i/>iil>u!i  n  (»tler  (lereii  allgemeingültigen  Moduln 
if'ndir  <ill(/i  )>ii  i))<ii(ifi(/i:  Forìnrììì.  Die  in  iliueti  auftretenden  (ìrundbe- 
dinguugen  sind  nicht  bloss  den  Ilauptelemeuteu  und  ihren  Oertern, 
sondern  auch  jedem  (rtitUdf  zuzuschreiben,  welches  dieselben  enthält.  • 

Zu  beachten  ist  namentlich ,  dass  die  hier  entwickelten  Resultate 
des  BedinguugsValcüls  kein  anderes  Prineip  voraussetzen,  als  das  Pr. 
d.  sp.  L.,  namentlich  also  nicht  erfordern: 

1)  das  sonst  für  die  Gewinnung  von  Anzahlen  so  fruchtbare  Chasles'- 

Correspondemprincip  in  den  Gruudgebilden  erster  Stufe, 
welches  erst  vom  III.  Abschnitt  an  Anwendung  findet, 

2)  die  Sätze  Aber  die  Gradzslilen  des  Orts  der  zweien  Oertern  ge- 

meinsamen Elemente,  welche  erst  im  III.  Abschnitt  §  26.  als 
specielle  Filile  allgemeinerer  Sitze  sich  ergeben, 

3)  die  Beachtung  der  in  den  Systemen  von  h5herer  als  der  nullten  * 

Stufe  vorkommenden  ausgearteten  Gebilde  (courbes  singulières), 
welche  erst  in  der  zweiten  und  dritten  Abhandlung  in  den  Vorder« 
grand  treten  werden. 
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Nur  weiii^fe  Anzahlen  werden  im  Folgenclni  als  .ixiumr  angesehen. 
Es  sind  dies  die  Anzahl  der  einer  I'unktaxe  und  einem  Punktfelde  ge- 
meinsamen Punkte,  die  Anzahl  der  zwei  Strahlbiindeln  gemeinsamen 
Strahlen  und  einige  ähnliche  Anzahlen.  Diese  axiomatischen  Anzahlen 
sind  sümmtlich  gleich  1. 

§8. 

Kelatlonen  zwisclien  den  Einem  einzigen  Hauptelemente  angehörigen 

Grundbedingungen. 

Die  Grundbedingungen,  welche  ein  Gebilde  dadurch  crfìUlt,  dass 
ein  ihm  angehdriger  Punkt  p  resp.  Ebene  e  resp.  Strahl  g  ne  erfüUty 
bezeichnen  wir,  gemäss  der  Tabelle  in  §  ö.  mit: 

Pf  P$t  -P»       ^>  ^\  9»  9*i  9p9  9»9  ^* 
Dann  ergiebt  sich  aus  der  Definition  dieser  Grundbedingungen,  da  zwei 
Panktfelder  eine  Punktaxe  gemeinsam  haben  etc.: 

Durch  sbl.  Mult.  der  ersten  dieser  Gleichungen  mit  p  und  Benutzung 
der  zweiten  kommt: 

jp^wBsP'^    analog:  — 

FQr  den  Strahl  g  erhält  mau,  wenn  man  den  beiden  Axen  der  beiden 
Azenbedingungen  g  und  g  die  specielle  Lage  zweier  sich  schneidender 
Strahlen  ertheilt,  durch  das  Pr.  d.  sp.  L.r 

Ü^^'ÜP-^-  ff"  • 

Ferner  ist,  da  eine  î^trahlenaxe  mit  einem  Strahlenbündel  einen  Ötrahl- 
büscbel  gemein  hat  etc: 

99p  =  Ü»  ;   99*  =       99»  =  ^':   !h  .'/.  =^  *  ^  • 
Aus  diesen  fünf  Gleichungen  erhält  mau  durch  sbl.  Mult.  und  ge- 
eignete Elimination  noch  folgende  andere: 

Beispiele. 

1)  Bezeichnet  für  eine  Plancurve  ft^,  die  Axenbedingung  ihrer  Ebene, 

M  die  Ebenen bedinguug  derselben,  so  darf  statt  ft^,  immer  die 
zweite  und  statt  M  die  dritte  Potenz  der  Bfindelbedingung  ihrer 
Ebene  gesetzt  werden. 

2)  Bezeichnen  für  eine  Begelfläche  mit  einer  Doppelaxe  g,  9p,  gt,  9*f 

die  Grundbedingungen  ihrer  Doppelaze,  so  darf: 

9p  +  9*  =  9'j 

9*  =  y\ 

gesetzt  werden. 
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Wenn  aber  die  erwähnten  3 -f- +  •'^  Grundbedingungen  nichi 
>  o)i  Kiììi  ìn  riììzujoì  Iliiiiptt  lemente,  sonih'rn  von  einem  Orte  herrühren, 
\v<  l(  her  mehr  als  1  Iluuptelement  entiiült,  so  gelten  die  obigen  Be- 
ziehungen nicht  mehr  (vergi.  §  11.). 

Beispiel  hierfür: 

Hat  eine'  Plancnrve  drei  Spitzen  c^e^iC^t  gehSren  dem  von 
ihnen  gebildeten  Punktorte  nnllter  Sti^e  dritten  Grades  die  Grundbe- 
dingungen c,  c^,  C  au,  so  ist 

nicht  gleich  c,, 

sondern  es  ist,  da  sich  c  in  c,  und     und  spaÜd^ 

-  (C,  +  -f. 

-  W  +     +  Ca«)  +  2  (c!,C3  +  qc,  +  c,c,). 

wo  r>-i.o  tlie  Bedingung  bedeutet,  da.ss  v<»n  den  drei  Sjutzen  irfjrnd 
zwei  aut  zwei  gegebenen  f^unktfeldern  so  liegen,  dass  jedes  Punktfeld 
immer  nur  1  »Spitze  enthält. 

§  9. 

BelationoB  zwlsehen  den  OnmdbedingimgttL  zweier  Haaptelemente,  von 
denen  das  eine  Träger  des  andern  ist. 

Der  Funkt  kann  zum  Träger  haben:  den  Punkt,  den  Strahl  als  Axe 

und  die  Ebene  als  Feld; 
die  Ebene:  die  Ebene,  den  Strahl  als  Axe,  den  Punkt  als  Bündel; 
der  Strahl:  den  Stralli ,  die  Ebene  als  Feld,  den  Punkt  als  Bündel, 

Punkt  und  Ebene  zugleich  im  Falle  des  Strahlbfisehels, 

und  endlich  den  Strahl  als  Axe. 

Schliessen  wir  daher  die  drei  Fälle  aus,  wo  ein  Iluuptelement  sein 
eigener  Träger  ist,  und  wo  also  die  Grundhediiitrungen  des  Haupt- 
elemeutes  und  des  Trägers  natürlich  identisch  sind,  so  bleiben  nur 
folgende  vier  Fälle  übrig,  in  denen  ein  Haupteleuieut  Träger  eines 
andern  ist: 

1)  Vunld  lind  Strahl:  der  Punkt  ist  dem  Strahle  ein  Bündel,  der 

Strahl  dem  Punkte  eine  Axe. 
II)  Ebene  find  SfraJd:  die  Ebene  ist  dem  Strahle  ein  Feld,  der  Strahl 
der  Ebene  eine  Axe. 
IH)  Punkt  und  Ebene:  der  Punkt  ist  der  Ebene  ein  Bündel,  die 

Ebene  dem  Punkte  ein  Feld. 
IV)  Strahl  und  Strahl:  jeder  der  beiden  Strahlen  ist  dem  andern 
eine  Aze. 


yiu^jciby  Google 


Beiträge  aar  abs&hlenden  Geometrie. 


27 


Im  ersten  Falle  erhält  uiaii  die  Formel  geringster  Dinicnsioii, 
welche  zwischen  den  Orundbedingungt'ii  des  Punktes^)  und  des  J^trahles 
besteht,  dadurch,  dass  man  dem  Strahle  der  Axenbedingung  von  <j  die 
specielle  Lage  ertheilt,  in  der  Ebene  der  Feldbedingung  von  p  zu  liegen, 
und  nun  das  Fr.  d.  sp.  L.  anwendet.  Da  sich  nun  die  zusammengesetzte 
Bedingung  py  spaltet,  und  zwar  in  die  BedinguiiL^  dass  der  Strahl  in 
deni  Felde  von  p  Hegt,  und  in  die  Bedingung,  dass  der  i'unkt  in  der 
Axe  von  g  liegt,  so  erhält  man  allgemeingültig: 

(I)  PU=P9-V9<^' 

Dem  entspricht  dualistisch  die  Uauptformel  des  zweitea  Falls ,  wo  der 
•Strahl  wieder     und  die  Ebene  e  heieseu  soll: 

W  —    +  Ä»  • 

Aus  diesen  beiden  Hanptformelu  folgen  durch  sbl.  Muli  mxip^  gp,  g^, 
durch  Benutzung  der  Formeln  des  §  8.  und  durch  geeignete  Elimi- 
nationeu  eine  Reihe  Ton  Formeln ,  unter  denen  wir  hervorheben: 


oder: 


-  9s  +  P, 

eg. 

=^  P:'9p  =      +  ^9, 

69» 

=        =     +  J^g, 

9» 

^  V9p  —  V\ 

9» 

=  ege   —  e^, 

Cr 

=  P'''9p—P^9> 

G 

Hieraus  folgt: 

1)  Geht  ein  Strahl  durch  einen  Punkt,  so  iässt  sich  seine  Feldbcdingungf 

seine  Hiischclbeciingung  und  seine  Strahibedingung  durch  seine 
Axenhedingung  und  die  Grundbedingungen  jenes  Punktes  aus- 

drüi'hn. 

2)  Liajt  ein  pHììl  t  in  eint  m  Sfraldc,  so  iässf  sich  seine  Axcnhrdingung 

rnid  Siine  l'iuililndinf/ung  durch  sriìif  Fcldtwdingung  und  die 
Gruiullxdingungni  jnns  Strahles  ousdräikcit 

3)  und  4)  das  hcziigUcii  1  i  vnd  2)  diKilisfisch  cntspn  i  ht  udr  BcsnUat 

für  einen  in  einer  Ebene  li<yenden  Ütrahl  resp.  für  eine  durch 
eint  n  Strahl  gehrndf  Ebene. 

Die  Fürmcln  für  den  dritten  Fall  erhalten  wir  auf  rein  arithme- 
tischem Wege  dadurch,  dass  wir  die  zu  T.  und  II.  gehörigen  Formeln 
auf  ein  und  denselben  Strahl  g  anwenden,  und  dessen  (innullH'dliigungen 
eliminiren.  Die  dadurch  entstehenden  Relationen  verbinden  die  (irund- 
bedingungen  einer  Ebene  mit  denen  eines  auf  ihr  liegenden  Punktes, 
weil^  wenn  ein  Strahl  zugleich  durch  einen  Punkt  geht  und  in  einer 
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Ebene  lìe^i,  der  Punkt  Träger  der  Ebene  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
Ebene  Triii^^er  des  Punktes  sein  nmss. 

Eliniinirt  man  pg^  aus  der  mit ^  multiplicirien  Gleichung  (II)  und 
der  oben  erwähnten  : 

durch  Addition,  so  kommt: 
und,  dualistisch  entsprechend: 

Durch  Elimination  der  auf  g  bezüglichen  6mudbedingang«n  au«  diesen 
beiden  Formeln  ergriebt  sich  die  gesochte  Formel: 

(III)  }><,-\-P^ep,  +  E*), 
oder; 

jP' —  p'c -f- —  «ï-bO. 
Aus  dieser  Hauptformel  ergeben  sich  durch  sbi.  Mult.  mit  p  oder  c  die 
Formeln  höherer  Dimension: 

p^e  —       -|-  pt^  =  0 

und 

p^^—p^é  —0, 

▼on  denen  die  letzere  sich  auch  unmittelbar  durch  die  geometrische 
Anschauung  ergiebt. 

Die  Formel  niedrigster  Dimension,  welche  swischen  den*^  6  -|-  6 
Grundbedingungen  zweier  sich  schneidender  Strahlen  g  und  h  besteht, 
kann  man  wieder  durch  blorae  Rechnung  erhalten,  wenn  man  aus  den 
Formeln,  welche  nach  Fall  (I)  erstens  zwischen  g  und  dem  Schnitt- 
punkt  p  und  zweitens  zwischen  h  und  p  bestehen,  die  auf  p  bezflglichen 
Grundbedingungen  eliminirt. 

Multiplicirt  man  nämlich  von  den  aus  I.  resultirenden  6  Formeln: 

G=p  ''g,.  -  p  'g, 

K^php  —p\ 

die  erste  mit  1  ,  die  zweite  mit  —  //,  die  dritte  mit  hp,  die  vierte  mit  Çp, 
die  tüiitte  mit  — ff,  die  sechste  mit  1,  und  addirt  die  crlialteneii 
(>  Gleichungen  vierter  Dimension,  so  erhält  man  die  gesuchte  Formel  ; 

(IV)  G  -  g,h  +  g,h,  -f  g^K  —  gh,  +     «  0. 

*)  Beispiele  sa  dieser  und  mehreren  anderen  Formeln  folgen  am  Sohliune  von 
S  9.  and  §  10. 
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Dafür  kaun  man  aaeh  schreibeny  da  nach  §  8. 

iti, 

^  -  ^*  +  ^'Ä'  -  gh^  +  A*  -  (ß*-9p)  (K-K). 

Durch  sbl.  Malt  mit  den  Potenzen  von  g  oder  h  erhält  man  hieraus: 

g*h^  -  g^h*  =  0. 

■ 

•  Ferner  folgt  ans  (lY)  durch  sbl.  Molt  mit  den  Grundbedingungen 
Ton  g  oder  hz 

Gh  -  g.{h,  +  K)  +  (fjp  H-         -  //  /7  =  0, 

Die  letzte  Formel  folgt  auih  Jaraus,  dass  ein  Paar  sich  sclmeideii- 
der  Strahlen  eindeutig  bestuumt  ist,  gleichviel  ob  der  erste  Stralli  und 
ein  Strahlbüschel  für  den  zweiten,  oder  ob  der  zweite  Strahl  und  ein 
Strahlbüschel  für  den  ersten  gegeben  ist.  Aus  den  Formeln  (III) 
und  (IV)  ist  Folgendes  ersichtlich: 

Wnm  ein  Punkt  einem  Felde  oder  rine  FAnnie  einem  J>iindei,  oder 
ein  Strahl  einer  Axe  angehört,  so  lässf  sich  die  dem  Fiud.ft  rrsp.  der 
Ebene  resp.  dem  Strahle  auferhgte  G r undhedingung  hi'xhstrr  Dimcnsion 
dureh  die  übrufcn  Grundbedingutigen  und  die  Grundbcdhigutigeìì  des 
Trägers  ausdrücken. 

Als  Jirispiele  SU  den  4  mit  römischen  Nummern  bezeichneten  Haupt- 
formeln wählen  wir  einige  der  Heziehungen,  welche  zwischen  den  in 
§  6.  mit  ihren  Symbolen  aufgezählten  Grundbedingungen  der  Plancurve 
dritter  Ordnung  dritten  Kauges  bestehen: 


zu 

(I): 

^  eq  —qe. 

zu 

(II): 

ZU 

(Jil): 

zu 

(IV): 

Wmmw,q  —  tv.qp  —  Wj,q,  -f-  wq. 

30  H.  SOOOSBHV. 

Zahlenbeispiel  zu  (III): 
Jn  dem  Syst^^nc  dritter  Stufe,  welches  durcli  die  siebenfache  Be- 
dingung WQ^  defiuirt  wird,  ist  nach  den  vom  Verfasser  berecbneieii 
Tabellen: 

fic»-«ò28;   fi'c«  364';       =  12; 

daher  nach  (III): 

=  62Ö  -  364  -f-  12  =  176, 

d.  h. 

c^WQ*  «  176. 

Dieses  Zahlenresultat  würde  in  die  gewöhnliche  Terminologie  auf 
4  verschiedene  Arten  übersetzt  werden  können,  uämlich: 

1)  „Es  giebt  17G  Curven       ,  welche  •  •  ■  /' 

2)  „Die  S]iitzen  der  (jurveu  C'^^,  weiche  •  •      füllen  den  liaum 

176  mal  aus." 

3)  „Die  von  den  Wendetangenten  aller  Cj',  welche  •  gebildete 

Regeltlüche  ist  vom  170'""  Grade." 

4)  „Die  Tangenten  aller  C^^,  welche  •  •  -,  bilden  eine  (Jongruenz, 

deren  Clast^e  (Feldrang)  176  ist." 

§  10. 

Relattoneii  zwiaelieii  den  Omndbodingongen  einee  Hanptelemontefl  und 
den  OnuLdbedingimgen  einw  in  deniBelben  liegenden  Ortee. 

Die  Formeln  des  §  9.  lassen  sich  auf  die  Fälle  übertragen  ,  wo  ein 
Hau))telement  nicht  bloss  ein  anderes  Hauptelement,  sondern  die  sämmt- 
liclu'u  Elemente  eines  Ortes  trügt.  Wir  sagen  in  diesem  Falle,  dass 
der  Ort  selbst  in  dem  Träger  liege.  Im  Allgemeinen  kann  Jeder  Ort 
als  Träger  von  Oertern  gleicher  oder  niedriger  Stute  auftreten,  z.  B. 
ein  Funktort  zweiter  Stufe  zweiten  (.Jrades  ist  Träger  von  3C'*  Punkt- 
ürtern  erster  tStufe  zweiten  Grades.  Doch  kann  jeder  beliebige  Ort 
a''"  Grades  nur  dann  einen  andern  Ort  h^^"  Grades  zum  klüger  haben, 
wenn  a  eine  gewisse  (irösse  nicht  überschreitet.  Z.  B.  ein  Punktort 
nullter  resp.  erster  Stufe  besitzt  nur  dann  immer  ein  Punktfeld  als 
Träger,  wenn  sein  Grad  nicht  grösser  als  drei  resp.  zwei  ist.  Der  Raum 
ist  natürlich  als  Träger  aller  Oerter  zu  betrachten. 

Indem  wir  im  Folgenden  nur  die  Uauj^teleinente  als  Träger  dienen 
lassen,  erbalt»  wir  zugleich  alle  zu  berücksichtigenden  Fälle,  welche 
die  Chrundgtbüde  Träger  sein  lassen.  Denn  ?on  den  14  Gnmdgebilden 
haben  mac  folgende  $üdU  ein  Hauptelement  als  Träger:  difi  drei  mU 
Baum  heteU^netent  und  der  ^mhBÌu$ùid,  Die  ersteren  brauchen  nicht 
berficksichtigt  zu  werden,  weil  sie  keinen  -Grundbedingungen  unter- 
worfen werden  können;  und  der  Strahlbfischel  kann  auch  übergangen 
werden,  weil  fflr  einen  in  ihm  liegenden  Ort  die  Fwnieln,  welehe  sich 
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anf  die  Lage  dea  Ortes  in  dem  Fekle  des  liüschels,  nud  iVw,  welciir'  sich 
aaf  seine  Lage  in  dem  Büudel  des  Büschels  beziehen,  st^iekh  gelten 
müssen.    E()dlich  kennen  auch  alle  Fälle  übergangen  werden,  welche 

einen  Ort  a'"""  Grades  in  einem  Grundgebilde  liegen  lassen,  das  dieselbe 
Stitfc  lud,  wie  er.  Denn  dann  ist  natürlich  jede  dem  Orte,  d.  h.  hier 
einem  «-fachen  (^nnidtreliilde .  auferle;,'te  (ìrundltediii^^nujg  gleich  dem 
o- fachen  der  gleichnamigen  dem  Träg*r  zugeschriebenen  Grundbe- 
dingung. Daher  treten  für  uns  die  (^rundgehilde  nul  Her  Stufe  ilber- 
haupt  nicht  als  Träger  auf.  Also  haben  wir  bei  der  Aulstelluiig  der 
Formeln  zwischen  den  Grundbedingungcii  eines  Grundgebildes  und  den 
Grundbedingungen  eines  in  demselben  liegenden  Orteä  nur  folgende 
13  Fälle  y.u  berücksichtigen: 

A)  Der  Punkt  als  Trägei'  eines: 

1)  Strahlenorts  nullter  Stufe  L, 

2)  Strahlenorts  erster  Stufe  I., 

3)  Ebenenorts  nullter  Stufe  IIL, 

4)  Ebenenorts  erster  Stute  III. 

B)  Die  Ebene  als  Träycr  eines: 

ö)  Strahlenorts  nullter  Stufe  II., 

6)  Strahlenorts  erster  Stufe  IL, 

7)  Punktorts  nullter  Stufe  IIL, 

8)  Punktorts  erster  Stufe  IIL 

C)  Der  StrM  als  Träger  eines: 

9)  Panktorts  nullter  Stufe  I., 

10)  Ebenenorts  nullter  Stufe  II., 

11)  StraUenortB  nullter  Stufe  IV., 

12)  StialiienortB  enter  Stufe  lY., 

13)  StrablenortB  zweiter  Stufe  IV. 

Jede  einem  Falle  nachgesetEte  rdmisebe  Nummer  deutet  an,  dass 
ihm  der  in  §  9.  mit  derselben  Nummer  beseiebnete  Fall  als  specieller 
Fall  untergeordnet  ist  Für  Oerter  nullter  Stufe  Grades  kann  die 
Uebertragung  der  Formeln  des  §  9.  in  folgender  Weise  bewerkstelligt 
werden.  Jede  dem  Orte  auferlegte  Grundbedingung  Z  verlangt  nichts 
weiter,  als  dass  eins  seiner  Elemente  die  gleichnamige  Grundbedingung 
erfUlî  Daher  ist  durch  Spaltung 

Z-=  r,  -f      +      H  0a, 

wo  die  z^^  z^^  •  •  ■  Za  die  F3edingungen  bedeuten,  welche  dem  Orte  da- 
durch erwachsen,  dass  sein  erstes,  zweites,  •  •  ö'''"  Element  die  mit 
Z  gleiciinamiyi  Grundbedingung  erfüllt.  Jedes  dieser  Elemente  liegt 
aber  in  dem  Hauptclemente,  welches  den  Ürt  tragen  soll;  für  jedes  gilt 
also  auch  die  nämliche  Formel  des  §  9.  Addirt  man  daher  die  «  Glei- 
chungen, welche  sich  ergeben,  wenn  man  jene  Formel  auf  jedes  der 
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a  Elemente  des  Ortes  anwendet,  so  erhält  nian  zwischen  den  Grund- 
bediDgangen  dra  Ortes  und  seines  Trägers  eine  Beziehung,  welche  mit 
jener  Formel  genau  nbereinstimmt  bis  auf  das  gar  keine  Grundbedin- 
gung des  Ortes  enthaltende  Glied,  das  jetzt  mit  a  multiplicirt  erscheint 
(verirl.  iVw  folgenden  Formel -Tabellen). 

Wollte  man  nun  dieses  V(3rfahren  auch  zur  Ableitung  der  auf 
Oerter  von  höherer  als  der  nullten  Stufe  bezüglichen  Formeln  anwenden, 
so  würde  man  co*  Gleichungen  zu  addirei^  haben,  wenn  h  die  Stufe 
des  Ortes  ist.  Dabei  würde  n;ich  einer  Bemerkung  in  §  5.  die  Diiuen- 
rion  der  Formel  um  h  erniedrigt  werden,  also  würden  auch  alle  Glieder 
verschwinden  müssen,  welche  in  der  ursprünglichen  Formel  auf  den 
.  Ort  bezügliche  Factoren  von  nieder  als  der  b^'"  Dimension  enthielten. 
Wir  bemerken,  dass  diese  Schlussweise  auf  dirseli»  )f  Formeln,  welche  ' 
wir  später  streng  hewnsrn  wollen,  führen  würde,  können  sie  jedoch 
ohne  Weiteres  nicht  als  richtig  anerkennen,  weil  sie  die  Addition  von 
unendiich  rielefi  Gleichungen  voraussetzt. 

Zunächst  benutzen  wir  die  Oonformität  der  den  obigen  13  Fällen 
zagehörigen  Formeln  mit  den  Formeln  des  §  9.  zu  der  folgenden  um* 
fassradcn,  übersichtlichen  Darstellung  aller  dieser  Formeln. 

„Man  bezeichne  die  14  Grundbedingungen  mit  den  ihnen  in  §  5. 
gegebenen  Symbolen: 

Poi  Pi>  PifPii        «II  ^2f        9Qf  Çif  9i»  9nt  9nt  9if 
füge  zu  den  folgenden  4  Hauptformeln: 

(I)        P992  —  Pi9i  +  Pzyo  = 

(W)        ^9n—  ^%9t  +  h9o  —  0, 

(lU)       l\»«s  -  J»i «t  +  l»2«i  —  l»8«o  0, 

(IV)       ^0*4  —  ^t*8  +  (9ihi'\-9n^)  -  ^8*1  +  ^4*0  «  0 

noch  alle  diejenigen  liiuzu,  welche  su  L  aus  jeder  dieser  Funneln  durch 
sbl.  Mult.  mit  jedem  Symbole  ergeben,  dessen  Buchstabe  schon  iu  der 
Formel  enthalten  ist,  und  berücksichtige  bei  dieser  sbl.  Mult.  folgende 
aus  §  8.  sich  ergebende  Regeln: 

sonst  aber  immer 

wenn  ô  eins  der  Symbole  p,  e,  g  bedeutet,  und  endlich: 
J9,a0  und  e«— 0,  wenn  «>3  ist,  g,^0,  wenn  «  > 4  ist'' 

Dann  erhält  man  alle  auf  die  oben  aofgesShlten  13  Fälle  besQg- 
liehen  Formeln,  wenn  man  erstens  7on  den  beiden  in  jeder  Formel  vor- 
kommenden Buchstaben  sowohl  den  ersten  auf  das  Hauptelement  und 
den  zweiten  auf  den  in  ihm  liegenden  Ort,  wie  auch  umgekehrt  be- 


^  .d  by  Google 


BeitrSge  sor  absUitendeii  Geometrie. 


33 


zieht,  wenn  man  zweitens  jedes  Glied  gleich  Null  setzt,  dessen  dem 
Ort  ?>'^'"  Stufe  angehöriger  Factor  einen  Index  hat,  der  kleiner  ist  als 
hj  wenn  man  drittens  jedes  dem  Orte  angehörige  mit  dem  Index  h  be- 
haftete, :ilso  für  ihn  nullfache  Symbol  gleich  der  Gradzahl  des  Ortes 
setzt,  wenn  man  viertens  jedes  dem  Träger  angehörige,  mit  dem  Index 
Null  behaftete,  Symbol  gleich  dessen  Gradzahl,  d.  h.  gleich  1  setzt,  und 
wenn  man  endlich  bei  dem  Strahlenort  zweiter  Stufe  gleich  dein 
Büudelgrad,      gleich  dem  Feldgrad  setzt." 

Hieraus  ergeben  sich ,  bei  Benutzung  der  in  der  Tabelle  des  §  5. 
den  Grundbedingungen  nachgesdzten ,  nach  der  Stufmzahl  der  Oerter 
unterschiedenen  Symbole,  eine  Keihe  von  Formeln,  denen  wir  hier  die 
fur  die  Anwendungen  brauchbarste  (iestalt  geben.  Jede  Formel  erhält 
diejenige  arabische  Nummer,  welche  der  von  ihr  behandelte  Fall  in  der 
Tabelle  der  13  Fälle  erhalten  hat.  a  bezeichnet  immer  den  Grad  des 
Gries,  beim  Strahlenort  bezeichnet  h  den  Feldgrad,  h'  den  Büudelgrad. 

Aus  (I)  folgt: 

eg  —  a  •  c', 
egp  —  «.c», 

c^g-^ 


zo  1): 


»)  9* 

b)  9. 


zu  2): 


c) 

b) 
c) 

a) 

b) 


zu  9): 

Aus  (II)  folgt: 
CQ  ö): 


zu  6): 


za  10): 

Aus  folgt: 
zu  3): 
zu  4); 
zu  7); 
zu  8)i 

HtUMBWtiMli*  AnMimi. 


Ç  =  a 
t  =  cp', 

Cf^eg  — a 'Ott 
C^cffp  —ag,. 


•) 

9r 

—  f*^  — 

b) 

9' 

—  ffc^i  — 

c) 

G 

a) 

0 

9 

==  a  •  /t, 

b) 

t 

c) 

T 

•) 

^fig  — 

a*9p9 

b) 

M 

"1^9^  ^ 

a  '  g,. 

M  =  c^Lg  —  c^fL  +  a  •  c'j 
P'  amcv*  —  a  •  ; 
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V 


Ans  (IV)  fohlt  (die  Axe  heisse  g,  der  iii  ihr  liegende  Stralilenort 
nullter  Stufe  habe  zu  Grundbedingungen:      hp,  he,  h,,  H)i 

zu  11):         H^gK  —  9pK  —  g«hp  -\-  gji  —  a-  G, 

sa  12):         T  m»gt  —  —9*9 

SU  13):        B  ^gß  —  h-gp-^h'-gt. 

Die  geometriaeJim  BeweiBe  dieser  Fomeln  beruhen  sSUnmtUcli  nur 
auf  Anwendungen  des  Pk*.  d.  sp.  Lage,  und  sind  so  bescbafifon,  dass 
aus  dem  Beweise  einer  Formel  für  einen  in  einem  Träger  liegenden 
Ori  Mtffiler  Stufe  der  Beweis  der  entsprechenden  Formel  für  einen  in 
demselben  Träger  liegenden  Ort  höherer  Stufe  unmittelbar  abgelesen 
werden  kann. 

I.  Beweis  der  aus  (/)  joiyendcn  Formeln, 

Man  lege  die  Axe  der  Grundbedingung  g  in  das  "FtM-àet  Grund- 
bedingung c.  Dann  wird  die  zusammengesetzte  Bedingung  c(j  erstens 
für  einen  in  dem  Bflndel  p  liegenden  Slrablenort  nullter  Stufe  a^"'  Grades 
sowohl  dadurch  erfüllt,  dass  dieser  die  Feldbedingung  erfüllt^  als  auch 
amai  daduieh,  dass  der  Träger  p  die  Âxenbedingung  erfüllt,  und  sweitens 
für  einen  in  dem  Strshle  g  liegenden  Punktort  nullter  Stufe  a**"  Grades 
sowohl  dadurch,  dass  dieser  . die  Axenbedingung  erfüllt,  wie  auch  amai 
dadurch,  dass  der  Träger  g  die  Feldbedingung  erfüllt.  Daraus  ergiebt 
sich  nach  dem  Gesets  der  Spaltung  Formel  la)  und  9a).  Formel  Ib) 
und  9b)  ergiebt  sich  in  ähnlicher  Weise,  wenn  man  den  FuM  der 
Bttndelbedinguug  in  die  Ebene  der  Feldbedingung  c  legt.  Legt 
man  en<Uich  den  Sûiàtd  des  Büschels  von  g,  in  die  Ebene  von  c,  so 
ergiebt  sich: 

eg,^G  +  ^g\ 

und  aus  dieser  Formel  und  der  mit  e  symbolisch  multiplidrten  Formel  1  b) 
folgt  durch  Elimination  von  cg^  die  Formel  Ic).  Hat  man  in  dem 
Bündel  p  statt  des  Strahlenorts  nullter  Stufe  einen  Strahlenort  erster 
Stufe  Grades,  so  ergeben  die  ebenso  specialisirten  Lsgen  die 
Formeln  2a),  2&)  nnd  2c).  Für  2e)  ergiebt  sieh  «mächst  wieder: 

und  daraus  erst  durch  Beuutzung  der  mit  c  symbolisch  multij[jlicirten 
Formel  2b)  die  gesuchte  Formel: 

II.  Beweis  der  attô  {II)  fol§end.eii  Formein: 

durch  dualistische  Uebertragnng  der  Betrachtungen  von  1. 

III.  Beweis  der  aus  (III)  fönenden  Formdn. 

Für  die  Ableitung  von  7)  1^  man  erstens  die  Äxe  von  e,  durch 
den  Bündd  von  fi,  zweitens  die  Äxe  von  f»*  in  das  Fdd  von  e.  Da- 
durch ergeben  sich  nach  dem  Pr.  d.  sp.  L.  und  durch  Spaltung,  wenn 
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man  unter  x  die  Bedingung  versteht,  datis  die  Ebene  des  Punktorts 
a**"  Grades  durch  eine  Âxe  geht,  welche  zugleich  einen  seiner  Punkte 
enthält,  zwei  Formeln,  nämlich 

fir,       +  C 

nncl 

^''c  =  X      n  •  , 
also  durch  Elimination  von  x  die  gesuclitf  Formel  7).    Dif^  Abloituiig 
von  8)  für  einen  Punktort  erster  Stute  ist  treuau  dieselbe,  wcnii  man 
statt  Cg  V  setzt,  und  statt  des  Feldes  von  r  eine  beliebige  Ebene  nimmt. 
Die  den  obigen  beiden  Formeln  entsprechenden  Formeln  sind  dann: 

und 

woraus  durch  Elimination  von  x  Formel  8)  folgt.    Formel  ?>)  resp.  4) 
folgen  durch  dualistische  Uebertragung  aus  Formel  7)  resp.  8). 

IV.  Jicucis  der  aus  IV  folffnidrn  Fontnin. 
Man  verstehe  unter  x  die  Bedingung,  dass  der  in  der  Axe  g  liegende 
Strahlenort  einen  seiner  Strahlen  einem  Stralilbüschel  zuschickt,  tv'ührend 
die  Axe  in  der  Ebene  dieses  Struhlbüschels  liegt,  unter  y  die  Bedin- 
gung, dass  die  Axe  einem  Strahlbüschel  angehört,  während  der  Ort 
einen  seiner  Strahlen  durch  den  Scheitel  dieses  Strahlbüschels  schickt, 
und  unter  ^  nnd  y  die  dureh  dualistische  Uebertragung  ans  x  resp.  y 
resnltîrenden  Bedingungen.  Legt  man  dann  erstens  die  Axt  der 
Azenbedingung  //  in  den  StraWriiachA  tou  h,f  so  ergiebt  sich  durch 
das  Pr.  d.  sp.  L. 

legt  mau  zweitens,  den  Bündd  Ton  hp  in  das  Feld  von  y^f  so  folgt: 

legt  mau  drittens  das  Feld  von  //,.  durch  den  ßümlel  von        so  folgt: 

hei/p  =  x  -\- 1J] 

legt  man  endlich  viertens  die  Axe  der  Âxenbediugung  h  in  den  Ütrahl' 
hüsehd  von  g,,  so  kommt: 

h9,^y-{-y'  -{-a-G 

Die  Elimination  von  X,  oS^  y,  ^  aus  diesen  4  Gleichungen  ergiebt  die 
Formel  11). 

Ffir  die  Formel  12),  d.  b.  einen  Strahlenort  erster  Stufe  ergiebt 
das  analoge  Verfahren  folgende  Gleichungen: 

i_  lyu,:.  jci  by  Google 
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Für  die  letzte  Formel  sei]  noch  bemerkt,  dass  y  =  a  ■  //,  und 
y  =  a  •  7,,  wenn  man  unter  a  die  Zahl  derjenigen  Strahlen  des  Ötralilen- 
orts  erster  Stufe  versteht,  welche  durch  einen  auf  der  Axe  gelegenen 
Punkt  gehen,  und  unter  a  die  Zahl  derjenigen  Strahlen  versteht,  welche 
in  einer  durch  die  Axe  geli  nden  Kbene  liegen,  so  dass,  da  a  die  Zahl 
der  die  Axe  und  noch  einen  zweiten  Strahl  schneidenden  Strahlen  ist, 
nach  dem  Pr.  d.  sp.  L.  a  -f-  a  ==  a  ist.  Für  die  Formel  13  ^,  d.  Ii. 
einen  Stralilenort  zweiter  Stufe  fällt  die  letzte  jener  4  Gleichungen  ganz 
fort,  da  jetzt  die  Axe  eine  dreifache  Grundbedingung  nicht  mehr  erfüllen 
kann.  Also: 

ß(f  =B-\-x-\-x\ 
hg,     X  , 

wo,  wie  schon  erwShni^  h  den  Feldgrad,  V  den  BQndelgrad  des  Strahlen- 
orte  bezeichnet 

Unter  den  vielen  Anwendaugen,  welche  die  eben  bewiesenen  13 
Relationen  zwischen  den  Grundbedingungen  eines  Hauptelementes  und 
eines  von  demselben  getragenen  Ortes  gestatten,  heben  wir  hier  nur 
die  f&r  Pianeurven  wichtigste  heryor. 

Bezeichnen  fût  eine  beliebige  Plancurre: 
fi,  /it'-',  fi''  die  Grundbedingungen  ihrer  Ebene, 

Vf  P  die  Grundbedingungen  ihres  elementaren  l'unktorts,  a  dessen 
Grad,  d.  h.  ihre  Ordnung, 

^,  p',  t,  T  die  Grundbedingungen  ihres  elementaren  Strahlenorts,  5  dessen 
Grad,  d.  h.  ihren  liang, 

C,  Cgy  C  die  Grundbedingungen  eines  beliebigen  Huer  PI ück er  sehen 
Punktörter  nollter  Stufe,  %  dessen  Grad,  d.  h.  die  Anzahl  ge- 
wisser singulärer  Punkte,  z.  B.  der  dreifachen  PunktCi 

9t  9*9  9p>  9»*  G  Grandbedingungen  eines  beliebigen  ihrer  Plflckcr'- 
schcn  Strahlenorter  nullter  Stufe,  y  dessen  Grad,  d.  h.  die  An- 
zahl gewisser  singullrer  Strahlen,  z.  B.  der  Verbindungastrahlen 
je  zweier  Spitzen,  so  ist: 


nach  8): 

P  s  fftv  —  «  •  f**; 

nach  6a): 

nach  6  b): 

nach  6  c): 

r  — fi^  — />.fi^; 

nach  7): 

C  «  HLCg  —  ^t*c  4-  «  •  ft*; 

nach  5  a): 

9p^^9  — y<«S 

nach  5b): 

äT,  —  ft^,  —  y  •  ft», 

nach  5c): 
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Diese  8  Resultate  lassen  sich  zu  folgendem  Satze  vereinigen: 
^liei  einer  Flancurve  können  immer  aUe  (Jirjmifjen  auf  cinm  ihrer 
PI ü  eh  e sehen  Oerter  heziiffliehm  Gru)i(lh(  (ìiìi  t/uììf/f  n ,  tvelehe  hei  fester 
Khene  der  Flmmuve  nieht  hefrie<li<ft  leerden  hönnrn,  U.  /<.,  welche  mit 
I**  Sifmbolisch  muUiplicirf,  ihrer  Natur  naeh,  jedem  Systeme  die  Anzahl 
NiiU  verschaffen ,  durch  die  iihriijen  auf  daiseihen  Pi  ii el  (  r'srjien  Ort 
he:'>ifjìicìim  G rundhedingunycn  und  durch  die  Grundbcdmyunyen  der 
Ebene  ausr/edrüclt  iccrdni." 

Aualoge  Sätze  gelten  für  alle  Gebildei  welche  in  Trägern  liegende 
Uerter  besitzen. 

Jede  in  einer  der  oldgen  Formeln  Ifnlis  vom  Gleichheitszeiclien 
stt'heude  Gruudbedinguug  bezeichnen  wir  daher  als  HìUCfSeìitliehe,  jede 
rechte  stehende  als  wcsentliciie ,  wenn  der  zugehörige  Ort  die  specielle 
Lage  baty  bei  der  diese  Formel  gilt. 

§  11. 

Beziehungen  zwischen  den  zusammengesetzten  Grundbedingungen  eines 
in  einem  Träger  liegenden  Ortes  nullter  Stufe       Grades  lind 
den  ârondbedingongen  seines  Trägers. 

Wir  haben  eben  in  §  10.  gesehen,  dass  bei  einem  Ton  einem 
Hanptelemenie  getragenen  Orte  nullter  Stofe  die  unwesentlichen  Grund- 
bedingungen sich  durch  die  wesentlichen  und  die  Grundbedingungen  des 
Mgers  ausdrucken  lassen.  Aber  auch  diese  wmititìxàim  Grundbedin- 
gungen sind  bei  Zulassung  zusammengesetzter  Grundbedingungen  nieb 
von  einander  unahhän^.  Es  lassen  steh  nämlich  bei  einem  Orte  nullter 
Stufe  a*^  Grades  diejenigen  zusaniniengesetzten  Grundbedingungen,  wel- 
che m^r  als  a  symbelische  Ëiuzel  -  Factoren  enthalten,  durch  diejenigen, 
welche  a  oder  u/eniffer  als  a  Einzel -Factoren  enthalten,  und  durch  die 
Grundbedingungen  des  Trftgers  ausdrücken.  Dies  soll  an  einem  Beispiele 
erläutert  werden,  welches  so  gewühlt  ist,  dass  die  dabei  entwickelten  Resul- 
tate später,  nämlich  für  die  drei  Wendetangenten  der  Plancurve  dritter 
Ordnung  vierten  Ranges,  unmittelbare  Anwendung  finden  können.  Dieses 
Beispiel  ist  der  Strahlenort  nullter  Stufe  dritten  Grades,  welcher  eine 
Ebmo  aut  den  Grundbedingungen  f»,  |»',  ft^  zum  Träger  liat,  d.  h.  also 
ein  ebenes  Dreiseit.  Die  Grundbedingungen  des  Ortes  seien    fp,  ft,  ft,  F, 

Dann  ist  nach  den  Formeln  des  §  10.: 

A-|»/;-3,i»;  F^v^f.^^^f', 

Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  Formeln  su  entwickeln,  welche 
die  Symbole  f^fl,  wo  m  »  >  3  ist,  durch  die  Symbole  f^,  wo 
»  1»  ^  3  ist,  und  durch  die  Potenzen  Ton  fk  ausdrficken.  Zunächst 
ftthren  wir  Symbole  /^**'*ein.  Jedes  f^»^*^  bedeute  die  Bedingung, 
dass  ein  beliebiges  der  drei  Elemente  des  Ortes  die  Âzenbedingung 
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amai,  ein  zweites  dieselbe  6 mal,  das  dritte  dieselbe  cmal  erfülle.  Daun 
ist  iiatürlicli  jedes  gleich  Null  zu  setzen,  in  welchem  eine  der 

Zahlen  a,  b,  c  grösser  als  4  ist,  oder  in  welchem  die  Sunifne  zweier 
grösser  als  7  ist,  oder  in  welchem  die  Summe  aller  drei  grösser  als  9  ist. 
Es  giebt  demnach  für  unsern  Ort  28  Bedingungen  von  der  Form 
^ö.ft.c  Aus  dieser  Bezeichnungsweise  fliessen  folgende  Regeln  für  die 
sbl.  Mult.  zweier  Symbole 

1)  VVenu  sowohl  a  >  ü  ist,  als  auch     >  0  ist,  so  ist: 

2)  Wenn  mehr  als  eine,  der  Zahlen  a,  b,  c  grosser  als  Null  ist» 
und 'Zugleich  (2  >  0  ist,  so  ist: 

3)  Wenn  sowohl  mehr  ak  eine  der  Zahlen  a,  h,  e  gitaer  als 
Noll  ist,  wie  auch  mehr  als  eine  der  Zahlen  e,  f  grösser  als  Noll 
ist,  so  ist: 

»,  «  fd,      „  fa-^d,  *4-^  «+/       fa+d,  »+/,  c+« 
_j_  ^«+#,         0+/  _|_  ^a+t,  »+/,  «+4 

fa+f,  b  +  d,  c+*  _^  ^a+/,  b  +  e,  c  +  d^ 

Z.  B. 

3)       •  p'  0  =  4/"*'  2. 1  _[-  2/"*'  *•  «  . 
*    Berücksichtigt  man  nun  noch,  dass  nach  dem  Früheren 

^  •  -  fi + Ä  -  /; + -  a ,1», 

f*,o,o  «  2  F—  2  M'/:  -  2  /nY  • 

ist,  so  ergeben  die  eben  aufgestellten  Regeln  für  die  28  von  Null  ver- 
schiedenen Bedingungen  /'"•  *•    folgende  Moduln ,  welche  nur  von  den 
Potenzen  von  ^  und  denjenigen  /"*/#",  wo  m     n<  'ó  ist,  abhängen: 
Erster  Dimension: 

Zweiter  Dimenaioni 

2)  fXo.<^^f,  +  ^f^Sii^, 

3)  f  1,1,0  mm  fi>9,9  ft,9,0  ^t,CI,0 

Drifter  Dimension  : 

5)  f*,i,0        f  1,0,0  f  9,0,9  ^  fS,  9,0 

=  ff.  +  P^ff-  2iif.  -  3fi»/'+  6fiS 
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6)  /"i.i.»  «./'i.o.o /'»  '  0  —  2/  2.'  » 

«  fff^  3ff,  -  3  (*/ìr  +  4  fi/.  +  9  /ìY  -  12  . 

Fterfer  Dimennon: 

10)  —  •  —  ^'^ 

Fünfler  Dimcìision: 
j  l)  /"*.  1.0 -a/"*. 0,0 ^1,0,0 

12)  f^ho  ^  p,o,o  p,o.o 

^  p.  f'.o  ^1,1,0  2f**^*^ 

=  2  ^i/^/^A  -  2 ,»/;/; -  6ftY/;  -  2 ^ìY/"  +  12 f^Y. . 

^^8,  1,0  ^2,0,0  _  ^4,  l.  0    ^3.8,0 

-  ff./;  +  Zfi/-/-/;  -  4  fi/;/;  +  j^y/"/"  - 12  fiY/i 

-4|»Yr  +24fiY.. 
£SMMer  i)tiiieiutò»: 

=  2  ft'/"./;, 

16)  /'*'  »'  ^  =  /'*•  —  /**'  ° 

^  ^4,0, 0  ^1, 1, 0 

-  2  ,*Y/^/i  -  2  f»Y*/;  -  2  f^Y//* , 

17)  f*t*»9  mmp>^^P*^^ 

-  4  fiY.A , 

18^  ^3.8.1  _  ^3.8.0     0,0  «/•».  1,0 /%o,e  _  /^».» 

  l'i,  1,  0  ^3.  0.  0          l'i,  8.  0 

-  2  fi/-/;/-.  +  2  ftY/'/;  -  6       -  12  fiY/; , 

19)  ^j.««,/'«,i,i/i.o.o_2p'*'* 
a^,t.o^t.o^o  _  2f**^^ 

-  /;/;/;  +  3**/-/;/; + 3,*y/"/;  -  i5«iy.a+  ;*Y/ir-  is^y/;. 
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Siebenter  Dimcnaioii  : 

21)  ^«.«.i  ■■/•*•  «.0^1,  Ok  p  _  ^4.«,  0 

 ^8, 1,  0  ^3.  0, 0  _  ^4,  3.  0 

23)  0,0  _  ^4,8.0  OB  ^3, 0,0^1,  s,o 

-=  2  ft/;/;/; + 4  ,iy/;/;  +  2  f«  v//.  -  22  f*»/.« , 

Adder  Dimcixsion: 

24)  ^»  »  as=         0,  0  ^3,  1.  Ü         ^3,  Ü,  0         I,  0 

^  ^4,  3,0  ^1.0,0 

25)  f*ih*m^  f*.  0,0  ft,  9,0^  ft,  1. 0  ^t,  0. 0 

.  -2,ìY,/;/;+2mV/;/;, 

26)  fh9,*wmmf^^0ft,0,0^fS  t,0f 9,9,9 

«4fiY./;/;4-4;iY/./.. 

Neunter  Dimension: 

27)  f ^  f  ^0,9  f 9,9,9  ^  f  1,9,9  f 9,9,9  ^  f  9,9,0  f 4,9,9 

-4it«/;/;/;, 

28)  f^h9  ^  f9^9,9  f  9,9,9  f%9,9  ^  p,9,0  p,0,9 

Stellt  man  nan  durch  Spaltung  die  Potenzen  TOn  /*  als  Summen 
▼on  Snmniandeu  her,  welche  die  Form  f«*^-'  haben,  und  setzt  für  diese 
die  eben  berechneten  Moduln  ein,  so  erhält  man  die  Potenzen  von  f 
als  Functionen  von 

und 

ff  y    rte,  f,f^, 
///,  ff  f.,    ff. f..  f.f.f*' 

Z.  ii. 

/•T  —  35  106  /'<••'»  +  70     M  -I-  105  p-  «. 

Dies  giebt  nach  Substitution  der  Motluln: 

p  =  210     H-  910  f*Y/;'  +  210       -  3100  f*7.^ 

Dieser  Modul  fSr     ist  schon  in  §  4.  als  Beispiel  erwfthnt. 
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In  aiialo^'or  Weise  konnte  man  nun  auch  Moduln  für  die  Symbole 
entwickeln,  ux'lclie  nicht  /"allein,  sondern  f  und  /'  ;ds  Ei'nzolfactoren 
enthalten  und  so  zu  Moduln  für  diejenigeu  20  Bedingungen  /'"/«"  ge- 
langen, in  welchen  m  -f-  w  >  3  ist. 

Wir  wollen  jedoch  dieses  Verfahren  durch  ein  bequemeres  ersetzen. 
Multiplicirt  man  riunilich  jene  28  Symbole  Z'«- *■  <^  auf  alle  mögliche  Weise 
mit  einander,  so  erliillt  man  theils  freilich  Identitäten,  theils  aber  auch 
Gleichungen,  welche  nur  ein  einziges  Symbol  /'"'/  ")  ^^'o  in-\-n  grösser 
als  .3  ist,  enthalten,  und  welche  also  zur  Ableitung  der  gesuchten  Mo- 
duln und  zur  Erlangung  von  Bestätigungen  geeignet  sind.  Am  schnell- 
sten gelangt  man  zu  den  2<>  gesuchten  Formeln,  wenn  man  nach  dem 
eben  angegebenen  Verfahren  nur  die  Moduln  der  5  Symbole  f  ^,  / 
f'f^^i  ffe^f  f**  berechnet  und  hieraus  die  Moduln  der  15  übrigen  Sym- 
bole dadurch  ableitet,  dass  man  fortwährend  mit  /'  und  ff  sbl.  multi- 
jjlicirt  und  unmittelbar  daraut  für  rechts  etwa  auftretende  Symbole 
/  "'ft'*,  wo  m -f- w  >  3  ist,  die  nun  schon  berecliueteu  Moduln  einsetzt. 
Die  meisten  dieser  15  Moduln  erhält  mau  dann  auf  zweierlei  Weise, 
nämlich  durch  sbl.  J\lult.  mit  f  sowohl  wie  mit  /«. 

•     Ì)       wird  abgeleitet  entweder  aus: 

^1,0,0^1,1,1  «  3^«,  1,1^ 

oder  aus: 

Mau  erhält  übereinstimmend  nach  Substitution  der  oben  berech- 
neten Moduln: 

f*  -»  QPf.^Zf.^  -  22fLff,  -f- 6|»/^3 ^.  30fiY.-  21  fiY'  +  Ö4;*Y. 
^  Pf*  ergiebt  sich  entweder  aus: 

oder  aus: 

^1,0,0  fi,  1.1  „  3^8»1.1^ 

nachdem  fSr  das  dabei  auftretende  f*  der  eben  berechnete  Modul  ein- 
gesetzt ist 

3)  /^Y«^  ergiebt  sich  entweder  aus: 
oder  ans: 

nachdem  für  /**  und  f^f,  die  Moduln  eingesetei  sind. 

•4)  ///  ergiebt  sich  entweder  aus: 

oder  aus: 

nachdem  für  Z'^,  f^f,,  f^f^  die  Moduln  eingesetzt  sind. 
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5)  ft^  erhält  mou  eutweder  aus: 

nachdem  fOr  f*,  Pft,  f^ff,  {{^  die  Moduln  eingesetet  sind^  oder  noch 
kflrzer  direct  geometrisch.« 

Ala  Beispiel  {Qr  die  Ableitung  der  Moduln  derjenigen  /'"*/«"^  bei 
denen  m-|-fi>4  ist,  ane  den  Moduln  deijenigen,  bei  denen  m -|- «"»4 
vit|  diene  die  Ableitung  Ton  f^ft  (vergL  die  unten  folgei^le  Tabelle). 

Der  mit  f  sbl.  multiplioirte  Modul  von  f^f^  ist: 

die  Substitution  der  dann  ab  berechnet  voraussusetzenden  Moduln  fur 
und  PU  ergiebt: 

Dieselbe  Form  d  erliiilt  man  auch  dadurch,  dass  man  den  Modul  von 
mit  ft  sbl.  multiplicirt  und  für  die  dadurch  rechts  auftretenden 
Pf^  und  f^ft  wieder  die  als  berechnet  vorausgesetzten  Moduln  eiusetzL 

Wir  steUen  jetzt  die  so  vom  Verfasser  auf  vwschiedenen  Wegen 
gewonneuen  und  verificirten  Moduln  aller  30  von  Null  verschiedenen 
Bedingungen  ('"f,"^  zusammen  und  nehmen  also  der  Vollständigkeit 
wegen  auch  die  Bedingungen  f^'f.',  wo  2^  4"  (7  <  3  ist,  mit  in  ilie  Ta- 
belle auf.  Rechts  vom  Gleichheitszeichen  stehen  also  nnr  Bedingungen 
von  der  Form  ^"'f''f\'' ,  wo  4~  Î  <  3  ist,  und  zwar  geordnet  nach 
steigenden  Potenzen  voa  fc.  Die  Formeln  selbst  sind  wieder  nach  ihren 
Dimensionen  geordnet. 

Nuüier  Dimension: 

1)  /-•/;•- 1. 

Erster  Dimenaim: 

2)  Pfe'-=f. 

Zweiter  Dimension: 

3)  /-Y.'-/;. 

4)  Pff^p. 

Dritter  Dimension: 

Vierter  Dimension: 
%)pfx^pf^^ 
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Fünfter  Dintension: 

10)  ftff^  ff 

11)  /•»/;'  -  3  w  +  6  iipf,  -  7^/;«  - 18  f^Y/;  -  3ft»p  +  30,iY,  , 

12)  /•  V;«»  -  Ìòff7  +  50,i/-Y.  -  GOfif.^  4-  15/* _  210/iV7;  -  ^^t^T 

+  360/tV. . 

Secììster  DiniensUm: 

13) 

14)  /"Y^  =    +  ö/i/-/;^  -  lo^iY.^  +  f^YV;  -  ."Y^  -  8  i^vr- , 

16)  /"Y.*«  10/;»  +  165f*//.»H-  195f*YY.--ö4ö<»Y.'-  15|»Y' 

-990f»Y/*.. 

SUòenier  Dimeneion: 

17)  /•  Y,*  -  3  i^fj^  +  3  ^ Y/;'  -  3  fiY Y.  -  12  fi Y», 

18)  /'Y.'  -  8      +  21  ,iY/;^     0  /X  V  Y,  -  66  |iY'>  # 

19)  pfV  =  35  .u/;=  '  +  130  ^y-fp  +  5  /tV"Y.  -  425 

20)  rt?  =  210  (il, '  4-  910  fiV/.'  4-  210;*V  V.—  315ü/iY'. 

21)  /"Y/-  6|iY.»-  •6fiY/;*, 
mPf.^^    12f*Y.»H-  3,.Y/;», 

23)  /-Y'—    46|^Y='+  45ftY/*.S 

24)  ^/".'=  235/iY'+  345,iY/;S 

25)  /"V,»  =  1540  ,iV,3  _^  26Ü0 

26)  rY/- 

27)  39,*Y.», 

28)  P/?—  180 /*Y*',  .  • 

29)  r/'.' -  1050 /iV;% 

30)  /"Ye"«  7280/1 Y.'. 

  ♦ 

Alle  diese  Formeln  sind  durch  die  widitige  Anwendung,  welche 

sie  später  finden  werden,  mehrfach  auch  mmeriscl^  verificirt. 

üeber  diese  Anwendung  sei  hier  vorläufig  Folgendes  mitgeiheilt. 
Wie  schon  in  §  6.  erwähnt  ist,  war  eins  der  äussern  Ziele  bei  des 
Verfassers  Untersuchunf^en  die  in  dem  Preisthema  der  diiiiibchen 
Akademie  verlangte  Jivstintmun;/  aller  dcmentaren  Anzaidcn  der  nihi- 
sdœti  liauìHcurrc.  Diese  Anzahlen  hänfnen  aber,  wie  in  der  dritten 
Abhandlung  gezeigt  werden  wird,  namentlich  von  gewissen  bisher 
noch  nicht  bestimmten  Anzahlen  gewisser  Plancurven  und  gewisser 
diesen  dualistisch  entsprechender  Kegel  ab.    Unter  den  letzteren  Afk- 
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zalilf'u  ])t'fiij(lt'ii  sich  aber  auch  alle  diejenigen  auf  eine  Plancurve  drit- 
ter Onlmuirç  vierten  Hanges  bezüglichen  Anzahlen,  welche  als  symbo- 
lische Einzolfattoren  ausser  den  elementaren  Bedingungen  der  C,*  auch 
noch  die  (jrundbedingunu'en  f), ,  f^,  f,,  l*' des  Orts  ihrer  3  Wende- 
tangenten enthalten.  Vun  diesen  Anzahlen  lässt  sich  nun  vermittelst 
der  Formeln  des  vorigen  §  und  der  eben  mitgetheilten  Formeln  der  • 
grössere  Theil  durch  den  Idcineren  Thcil  ausdriicken,  so  dass  eine  directe 
Berechnung  nur  noch  weniger  Anzahlen  übrig  lässt,  nämlich  nur  aller 
derjenigen,  welche  in  folgender  Form  enthalten  sind: 

yo  p  -\-  q^d  ist,  natürlich  m  ^  3  und 
gleich  der  Constantensahl  II  der  C^*  ist. 

*  %  13. 

ModalB  für  die  Potenzen  der  Axenbedingung  des  in  einem  StraUbüschel 
liegenden  Strahlenorts  noUter  Stufe  dritten  Grades. 

Bei  dem  Fall  eines  in  einem  SirahlbüscJid  liegenden  Ortes  war  in 
§  10.  nor  erwähnt,  dass  dann  die  Formeln  ffir  die  Lage  des  Ortes  in 
dem  Felde  fc  und  die  Formehi  iOr  seine  Lage  in  dem  Bttndel  e  des 
Strahlbüschels  gleichseitig  gelten  mflssen.  Wir  benntsen  diesen  Um- 
stand für  die  Lösung  des  folgenden  Problems:  „Eerädlung  von  M<h 
duln,  durch  welche  alle  ztLsammengesetßUu  Grundbedingungen  des  in 
einem  Strahlbüschel  liegenden  StrahlenorU  nuiUer  Skife  dritten  Grades 
nur  von  folgenden  Bedingungen  abhängen: 

1)  den  Produden  der  Grundbedingumgen  it,  fi*,  fi'  der  Ebene  des 

SträhXbOschds  mit  den  Grundbedingungen  e,  é*,  e^  des  Sdtdtds 
des  StrahUnisehels, 

2)  der  Bedingung  x'^,  iviJrhc  aussagt,  dass  keiner  der  drei  Strahlen 

dc6  Oris  die  AxenUedingung  v  rrfUììf , 
S)  der  lì' dingung  Vy,  weUkc  aussagt ^  dass  einer  der  drei  Strahlen 

V  erf  üllt  f 

4)  der  Bcdingunif  v^jUclehe  aussagt,  dass  jeder  von  zweien  der  drei 

Strahlen  v  erfüllt, 
Ô)  der  Bedingung  v^,  welche  aussagt,  dass  jeder  der  drei  Ütruhlen 

V  erf  iillf. 

Nach  §  10.  ist,  wenn  n  Strahlen    durch  einen  Punkte  gehen  und 
zugleich  in  einer  £bene  ft  liegen: 

gt  —  cg  —  a-  c*, 
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al«o. durch  Addition: 

Daher  ist: 

trstciis  die  Hedingung,  dass  ciurr  der  drei  StraJden  die  Axeu> 
bedinguug  zweimal  erfüllen  soll,  gleich 

Mtceitctts  die  Bedingung,  dass  einer  die  Axenbedingung  einmal, 
einer  der  beiden  andern  dieselbe  zweimal  erfüllen  soll,  gleich 

drüten$  die  Bedingung,- dass  jeder  von  ewei  Strahlen  die  Axen- 
bedigong  einmalf  der  dritte  sie  aber  Mwemal  erfQllen  soll,  gleidi 

Wir  erhalten  daher  durch  sbl.  Mult.  von  Vg,  v^,  v^,  mit  v 
folgende  Regeln.   Es  ist  immer: 

vir,  -  tr,  +  2  .  -  2  l'.dl'  +  C»)]  , 

vv,  -       3 .  K  G»-|-c)  -  3  V, O»»-!-«»)] . 

Bei  fortwährender  sbl.  Mult.  mit  v  und  gleich  darauf  folgender 
Benutzung  dieser  Kegeln  ergiebt  sich  nach  einander: 

3)  -  V,  +  If,  Oi+c)  -  3  Vo(f**+c') , 

4)  -o  If,  +  3     (fi  +  c)  -  6  V,         O  +  2  i/j  (ftc)  ~  3  I/o  c"») 

5)  ==  0  a/3  (/*  -I-  c)  —  3  v.,  (;t'  4.  c')  +  14  1/2  (ft  c)  —  21  r,  (.u»  4.  c^) 

-  19  r,  Oi'c  +  ftO  +  30  ro(/^*<-^), 

—  SOvjOi^c*)  4- 240  , 

7)  —  180tr,(|»»C+<K!»)      500l/,(f*V)  +  660tr,(f»V)  , 

8)  —  1120v,(ftV)  -  2580v,(n>c«)  , 

9)  ••  —  4200 1/3 (.u^c'O. 

Die  sehr  leichte  direct  geometrische  Herleitang  der  letzten  dieser 
9  Formeln  liefert  eine  Bestätigung,  denn 

84-(8-4),.2.2+84.(8-4),.i.2.(l+l)+8,.(8-3),.i.2.2.(l+l)=4200. 

wo  06  die  Zahl  bedeutet,  welche  angiebt,  auf  wieviel  Arten  aus  a 
Elementen  je  h  zusammengefasst  werden  können.    Alle  übrigen  zusani- 
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mengeseizteu  Grandbedingungen  des  Orts  lassen  sich  durch  die  ange- 
gebenen ausdrQcken,  sobald  man  hinreichend  benutzt  die  schon  erwähn- 
ten Fonneln  ans  §  10.: 

,90  ^cg  — 3c% 
und  die  aus  ihnen  folgenden: 

9i  «  f*c/7  —  3(;t''c4-c')  =  ^cg  —  3(/tc2  +  |ü3) , 

Auch  die  in  diesem  §  entwickelten  Formeln  haben  durch  ihre 
Anwendungen  bei  den  Ausartungen  der  cubischen  Plancurven  viele 
numerische  Bestätigungen  erfahren. 

§  13, 

Die  Prodaote  all«r  Potemsn  der  Axenbedlngmigsii  nraier  In  einem  CUnhl- 
bfieeliel  liegenden  Strahlen,  ausgedrflokt  dnroh  die  nnllten  nnd  ersten 
Potenzen  ihrer  Azenbedingongen  und  dnreb  die  Orondbedingongen 
des  Scheitels  nnd  der  Ebene  dee  Strahlbftsehels. 

Die  Ebene  des  Strahlbüschels  habe  wieder  die  GrundbeJingimgeu 
^<  ,  fi  ',  sein  Scheitel  c,  c' ,  c\  Die  beiden  in  ihm  liegenden  Strah- 
len a  und  b  mit  den  Axenbedinguugen  a  und  h  seien  so  beschatl'eu,  dass 
ihre  Gesammtheit  nicht  als  ein  einstiger  Strahlenort  Stedten  Grades  aufge-  • 
fasst  werden  darf.  Dann  ist  jedes  Symbol  a*i^  eine  Function  von 
a,  h,  a  'h  und  den  Prodacteu  der  Potensen  von  fi  und  c.  Aus  Formel 
(I)  und  (II)  iu  §  9.  und  der  Formel  y"^  =  g^  in  §  9.  ergiebt  sich 
nSmlich  sonilchst: 

1)  «^  =  a(,i  +  c)-(f*'  +  c'), 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgen  durch  sbl.  Malt,  mit  a  und  b, 
und  jedesmalige  Eisetsung  der  dabei  rechts  erscheinenden  Symbole  a* 
und  durch  die  rechten  Seiten  dieser  beiden  G-leichungen,  nach  und 
nach  die  Formeln: 

3)  a»       2a(fAc)  -  (a'  +  c"»)  -  (ft^c-f/ic^) , 

4)  «'  h  =^  üh{n  v)  —  h  [u -  -f  c^)  , 

ij)  üH  =  2«6(fic)  —  ?>(.«•' -fc'')  —  ò(/A'-^e+ftc2), 

7)  aH'  «  ab  (f*'+c«)  +  2  afc(f*c)  —  (a+  6)  (jt^+c^) 

-(a+6)(|»»c-|-*ic»)  +  2(f.V), 

8)  Q^b  —  -  a6(;i»+c»)  +  aft(f*»c+|»c»)  —  26(f*V) , 
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10)  a«5<  —  2a5(fiV)  —  U{jp*^^ , 

11)  a»6»—  4a60*V)  —  4(oH-ò)(fi8c») , 

12)  a*6«— 4a5(ft»<j»), 

und  ausserdem  die  durch  Vertauscbung  toh  a  und  b  aus  diesen  her- 
▼Oigehendeii  neuen  Formeln. 

Wir  machen  von  diesen  Forniclu  sogleich  eine  Anwendung,  welche 
uns  später  für  die  Berechnung  der  Anzahlen  gewisser  ausgearteter 
cubischer  Plancurven  (z.  H.  der  in  den  Gött.  Nachr.  Mai  1875  mit  ^, 
bexeichueten  Ausartung  der  (V'i  von  Nutzen  sein  wird.  Sind  nänilicii 
die  beiden  Strahlen  a  und  h  aus  einem  in  dem  Büschel  (ft,  c)  gelege- 
nen Strahlenorte  nullter  Stufe  dritten  Grades  dadurch  hervorgegangen, 
dass  zwei  seiner  drei  Strahlen  in  den  Strahl  a,  der  dritte  in  den  Strahl 
b  gefallen  ist,  so  lassen  sich  jetzt  die  Potenzen  der  Axenbedingung  v 
dieses  Strahlenorts  durch  die  Producte  der  Potenzen  von  (i  und  c, 
durch  die  Axenbedingung  a  des  Strahls  a,  durch  die  Axenhedingung  h 
des  Strahls  b,  und  dure  Ii  das  Product  beider  a  •  b  ausdrücken.  Denn 
es  ist  nach  dem  Gesetze  der  S])altung: 

V  =  {2a -{-ly. 

Daraus  folgt  durch  Ausführung  der  angedeuteten  Poienziruog  und  hin- 
reichende  Benatzang  der  eben  gefundenen.  12  Formeln  : 

Ì)  v*^2a  +  h, 

2)  —  4a5  H-  4ö  (,i  +  c)  +   (^t  +  e)  -  5  (/i'  +  c^) , 

3)  18 ai^t  +  c)  —  6a  (jt'-f  c')  -f  lOa(ftc)  —  126(fi2  +  c') 

4)  V*  <=2iab(jt'^-\-c')  -\-  Ì28ab{iic)  -  4Sa{n^-\-c^)  —  IGaCfi^c-f  ftc') 

-  Ö76(fi»-f  c')  -  Ö5i»(fi»<;+j*c')  +  UO*V), 

6)  v6 „ _ 90^,5 (^5^. cJ)  +  mab(pU  +  |ec«)  —  340a0»»c') 

-560ò(fiV)  +  480(ffcV), 

e)         1240o&(itt^'0— 880a(fi'c^)  -  16006  (/i^c^)  , 

7)  1/7  =  3360  a  0(^*3  c2)  . 

Die*  letzte  Formel  ist  sehr  leicht  geometrisch  zu  verificiren,  da 
das  aus  a  und  b  bestehende  Strahlenpaar  durch  7  Strahlen,  die  es 
schneiden  soll,  endlichdeutig  bestimmt  ist.  Werden  4  der  7  gegebenen 
Strahlen  sor  Bestimmmig  des  DoppMrahls  verwendet^  so  ergiebt  sich: 

7^  .  2« .  2  . 2  Î 

und  werden  4  Strahlen  sor  Bestimmiuig  des  emfachm,  also  3  zur  Be- 
ttimmong  des  doppelten  Strahls  verwendet,  so  ergiebt  sich: 

7,  .  2».  2  .  2. 
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Die  Summe  bf^ider  Zahlen  ist  aber  3360,  d.  i.  der  Coefficient  ?on 
a  '  6(ft^r')  in  der  letzten  der  7  Formeln. 

Alle  übrigen  Producte  von  Grundbedingungen  des  behandelten  Ge- 
bildes hantrr-n  durch  die  Formeln  der  früheren  §§  nur  von  den  Potenzen 
von  V,  u,  f.:  ab;  lassen  sich  aläo  dann  vermittelt  der  obigen  Formeln 
leicht  durch: 

o,  b,  a-b,  (/i-i-c),  in'^-^-c^'),  Uic;,  0*^  +  c^),  (f*'c-f /»c») 
ausdrücken. 

Am  Schlii->f'  dieses  Abschnitts  sei  noch  besonders  hervorgehoben, 
dass  68  in  dem  fundamenkdm  Charakter  der  in  ihm  entwickelten  Re- 
saltaic  begründet  liegt,  warum  die  Ableitung  derselben  von  algebrai" 
^  sehen  Frinäfien  nur  das  Prlnrip  der  specuilm  Lage  Torau?ziisetzen 
bfauchty  namentlich  also  frei  bleiben  konnte  von  dem  gewöhnlichen 
Oorrespondenzpriricip  und  den  Productensatzen,  das  ist  den  Sätzen, 
welche  den  Grad  des  Orts  der  zweien  Oertern  gemeinsamen  Elemente 
als  Function  der  Gradzahlen  dieser  Oerter  angeben.  Jedoch  wird  schon 
der  nächste  Abschnitt  dadurch,  dass  er  nicht  bloss  Oerter,  d.  h.  Sy« 
sterne  von  Ilauptelenienten ,  sondern  aus  Oertern  bestehende  Gebilde, 
nämlich  das  Funktepaar,  das  Ebenenpaar  und  das  Strahlenpaar,  be> 
handelt,  das  Correspondenzprinclp  yoraussetzen  und  dabei  auch  den 
Begriff  eines  ausgearteten  Gebildes  einführen  müssen.  Die  Untersuchung 
dieser  nächst  den  Hauptelementen  einfachsten  Gebilde  ergeben  dann 
alle  möglichen  im  Sinne  von  Zeuthen  fC.  R.  Juni  1874)  encciicrten 
Corrcspondf tizsäfze ,  bei  deren  Auffindung  auch  die  Resultate  unsres 
§  10.  zur  .\nwendiinf(  kommen.  In  dieseii  Correspondenzsätzen  stecken 
die  eben  erwähnten  Productensätze  als  einfachste  specielle  Fälle. 

III.  Abschnitt. 

Die  Paaru  von  TTauptf'loiiicntcii  und  ihre 

Coiiicidüiizeix. 

§  14. 

Definition  der  Paare  und  ihrer  Colncidenzen. 

Nachdem  wir  nns  im  Torigen  Abschnitt  nor  mit  Punkt,  Ebene, 
Strahl  und  den  von  ihnen  erzeugten  Systemen  beschäftigt  haben,  gehen 
wir  in  diesem  Abschnitt  zu  einer  Untersnchnng  der  nächst  einfischeii 
Gebilde  Aber,  nämlich  zn  deigenigen  6  Gebilden,  welche  Jon  je  eioei 
Hauptdementen  enengt  werden,  ah»  von 

1)  Punkt  and  FùM, 

2)  Ebene  und  Ebene, 
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3)  Sfrohl  uiifl  Strahl, 

4)  runkt  und  Ehnie, 

5)  Fuìììd  und  Strahl, 

6)  Ebene  uud  Strahl. 

Nanieiitlicli  werden  uns  die  drei  ersten  dieser  »H,JebiIde  beschäftigeii, 
das  PunLtejtaar,  das  Khrìtenpaar  und  das  Strahlenpaar.  Da  dus  l'unkte- 
paar  und  das  Eljenenpaar  sich  dualistisch  entspreclien .  so  brauchen 
wir  von  diesen  beiden  Paaren  nur  das  eine  zu  berücksicliLigen,  Wir 
wählen  das  Punktepaar.  Unter  den  Paaren  sind  besonders  ausgezeichnet 
die  Coineiileììzen ,  das  sind  solche  Paare,  wo  die  beiden  erzeugenden 
Elemente  unendlich  nahe  sind,  und  dadurch  die  Coustantenzahl  dea 
allgemeinen  Paares  um  1  erniedrigen.    Jede  Coincidenz  heisse  £. 

In  den  folgenden  Abhandlungen  werden  wir  immer  unter  einer 
Ausartung  eines  Gebildes  A  ein  .solches  Gebilde  verstehen,  welches  der 
Definition  von  A  vollkommeu  genügt,  aber  eine  um  1  kleinere  Oon- 
stauteuzahl  als  ^dadurch  gewinnt,  dass  die  auf  ihm  liegenden  PlQcker- 
sehen  Oerter  (§  6.)  eine  specielle  Lage  einnehmen.  Demgemäss  dQrfen 
wir  die  Coincideneen  als  ausgeartete  Paare  ansäen. 

Wir  laanen  jetzt  die  Beschreibung  der  Paare  und  ihrer  Ausarttmgen 
mit  Angabe  der  Symbole  folgen,  welche  im  Folgenden  fdr  die  Grand- 
bedinguugen  ihrer  Plfickez'eehea  Oerter  gebraucht  sind. 

1)  Das  Punktipaar.  Seine  Oonstantensahl  ist  6.  Seine  Flacker'- 
achen  Oerter  sind  nicht  bloss  seine  beiden  Punkte  e  und  d,  sondern 
auch  deren  Yerbindungsstrahl  g.  Die  beiden  Punkte  seiner  Coincidenz  e 
liegen  wie  zwei  consecutive  Punkte  einer  Gurre,  der  Verbindungsstrahl 
wie  die  zugehörige  Tangente.  Da  eine  e  angehörig(>  Grandbedingung 
für  s  identisch  ist  mit  der  gleichnamigen  d  augehörigen  Grandbediu- 
guug,  so  soll,  damit  keiner  der  Buchstaben  e  uud  d  bevorzugt  erscheine^ 
der  Coincidenzpunkt  von  s  b  heissen. 

2)  Das  Ehenenpaar  entspricht  dem  Punktepaar  dualistisch. 

3)  Das  StrakUnpaar.  Seine  Coustantenzahl  ist  8.  Seine  Plttcker'- 
sehen  Oerter  sind  nicht  bloss  seine  beiden  Strahlen  g  und  h,  sondern 
auch  der  Strahlenort  zweiter  Stufe  (Congruenz),  welcher  von  allen, 
g  und  h  zugleich  schneidenden  Strahlen  gebildet  wird.  Feldgrad  und 
Bfindelgrad  dieses  Ortes  sind  beide  gleich  1.  Die  Bflschelbedingung 
heisse  ß,  die  Strahlbedingung  B  (Bezeichnung  von  §  5.).  Die  beiden 
Strahlen  der  Coincidenz  «  liegen  wie  zwei  consecutive  Strahlen  einer 
Begelfliche.  Der  Coincidenzstrahl  von  s  heisse  h.  Das  Strahlenpaar 
hat  ausser  der  Coincidenz  noch  eine  zweite  Ausartung,  n&mlich  .das 
Schneidq^ar  0.  Bei  ihm  sehneiden  stcft  die  Strahlen  g  und  h,  ohm 
unendUd^  nahe  mu  sein,  wodurch  die  Coostantenzahl  8  des  nicht -aus- 
gearteten Paares  ebenfalls  um  1  erniedrigt  wird.  Bei  ö  zerfällt  der 
Strahlenort  zweiter  Stufe  in  das  Strahlenfeld  der 'den  beiden  Strahlen 
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g  und  h  gemeîiiBaiDeii  Ebene  fi,  und  den  Strahlenbfindél  dee  ihnen  ge- 
memeamen  Punktes  e. 

4)  Das  am  Funkt  und  Ebene  beMende  Paar,  Seine  Ckuutanten- 
zahl  ist  6.  .Seine  PlQcker'schen  Oerter  sind  nur  sein  Punkt  e  und 
seine  Ebene  |». 

Ô)  Das  aus  PunM  und  Strahl  bestehende  Paar.  Seine  Oonstanten- 
zahl  ist  7.  Seine  PI Qcker 'sehen Oerter  sind  nieht  bloss  sein  Punkte 
und  sein  Strahl  g,  sondern  auch  die  beide  enthaltende  Ebene  fi. 

6)  Das  aus  Ebene  und  Sirahl  bestehende  Paar  entspricht  dem  eben 
genannten  Paare  dualistisch. 

Bei  jeder  Goincideuz  fallen  zwar,  der  Definition  gemäss^  die  beiden 
das  Paar  erzeugenden  Hauptelemente  zusammen.  Trotsdem  aber  ist  der 
etwa  ausserdem  hinzukommende  PI  Ocker 'sehe  Ort  yollkommen  be- 
stimmt. Da  jede  Ausartung  eines  Gebildes  eine  um  1  kleinere  Con- 
stantenzahl  hal^  als  das  Gebilde  selbst^  so  enthält  ein  System  Stufe 
von  Paaren  ein  System  (a — 1)'^'  Stufe  von  Ausartungen.  Iti  eine  flQr 
ein  System  a^*'  Stufe  aufgestellte  Formel  zwischen  a -fachen  Bedingungs- 
symbolen  können  daher  auch  (a  —  1)- fache  einer  Ausarfuvg  angehörige 
Bedingungssyml)ole  eintreten,  da  ja  ein  ausgeartetes  Gebilde  der  De- 
finition des  Gebildes  voUkoranien  genügt.  Wir  bezeiclinen  nun  die 
Zahl  (1er  Ausartung(m  r  von  i)ekannter  Definition^  welche  die  definirende 
Bedingung  eines  zu  Grunde  gelegten  Systems  a'''  Stufe  und  ausserdem 
eine  (a  —  l)-fache  Bedingung  erfüllen,  wie  das  Produci,  dessen  einer 
Factor  das  Symbol  dieser  (a  —  1  i-fatlKMi  Bedingung,  und  dessen  anderer 
Factor  das  Symbol  t  der  Ausartung  ist.  Die  Operation,  welche  in 
§  unter  dem  Namen  der  si/))ibol(i>ci(t  n  MultipUcation  erläutert  und 
im  zweiten  Abschnitt  vielfach  angewendet  ist,  lässt  sich  natürlich  auch 
auf  Formeln  anwenden,  welche  Ausartungssymbole  enthalten,  d.  h.  es 
kann  auch  bei  solchen  Formeln  jede  Bedingung  dem  hinzuzudenkenden 
Systeme  genommen  und  den  a -fachen  Symbolen  resp.  den  (a —  1)- fachen 
Ausartung.ssynibülen  der  Formel  zugeschrieben  werden.  Namentlich 
kann  also  jede  aU(jcmnnyüUi(jc  Formel  mit  jedem  allgi  hu  iWjüUiym 
Modul  symbolisch  muUiplicirt  werden,  ohne  dass  die  Allgemeingültigkeit 
der  resultireuden  Formel  beeinträchtigt  wird. 

§  15. 

Die  Correspondenzprinoipien. 

Das  von  Chasles  1864  aufgestellte  üorre^ß(mdensprinc^  (Comptes 
rendus,  Februar)  hat  seitdem  nicht  bloss  viele  Anwendungen,  sondern 
auch  Erwnieruiigm  erfahren,  und  zwar  in  stoei  Richtungen: 

in  der  ersten  Richtung  durch  Gay  ley  und  Brill  (Gay ley  in  den 
C.  R.  Bd.  62,  p.  &86  und  in  den  Philos,  trans,  vol.  lôâ,  ld68) 
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(Brill  in  den  Math.  Ânn.  Bd.  VI,  p.  33,  1873  und  Bd.  VU, 
p.  607,  1874), 

in  der  zweiten  Richtung  durch  Sulmon  uud  Zeuthen  (Salmon 
in  d.  Geom.  of  3  dim.  1865,  p.  511,  und  in  der  zweiten  Auflage 
.    der  Fiedler'schen  Bearbeitung  dieses  Werkes,  2**'^  Theil,  p.  5Ö6) 
(Zeuthen  in  den  Comptes  rendus,  Juni  1874). 

Ausserdem  vergleiche  man  Lind  e  mann 's  Vorlesungen  von 
Clebsch,  p.  210  und  388. 

Im  Folgenden  sind  nun  die  sämmtlicheu  (  orns])utuimijirohJcwr, 
welche  in  der  von  S  nini  on -Zeuthen  einr(eschlageneu  liichfuntj  der 
Erweiterung  des  ursitrünglitheii  C'orrespondeuzpriucips  liegen,  durch 
eine  Untersuchung  der  Systeme  tirliisi,  welche  von  jedem  der  (j  in  §  14. 
beschriebenen  Paare  von  Haupteleuienten  erzeugt  werden.  Dabei  wird  die 
Richtigkeit  des  der  Algebra  zu  entlehnenden  ursprünglichen  Chasles'- 
schen  Correspondenzprincips  vorausgesetzt,  uud  vermittelst  desselben 
für  ein  ganz.  i)eliebiges  System  erster  Stufe  von  Paaren  eine  oder  zwei 
Formeln  erster  Dimension  aufgestellt,  welche  die  Grundbedingungen 
des  Paares  mit  der  Anzahl  der  im  Systeme  vorhandenen  Ausartungen 
rerbindet.  Geeignete  symbolisehe  IfoltiplIeBÜonen  dieser  Formel  mit 
Grandbedingungen  ergeben  dann  bei  ausreichender  BenutEung  der 
grundlegenden  Formeln  des  §  9.  die  aSmmtlichien  OorrespondensaStce 
der  Salmon-Zenthen'achen  Erweiterung. 

Wenn  also  zwischen  zwei  Hauptelementen  eine  gewisse  Camespon- 
âm»  stattfindet,  so  heisst  dies  in  unserer  BetraMmgsweise  nichts 
anderes,  als  dass  dorcfa  eine  gewisse  Bedingung,  die  Corretj^oudeiube- 
dkigung,  ein  System  a**  Stufe  definirt  wird,  dessen  Element  das  ?on 
diesen  beiden  Hauptelementen  erzeugte  Paar  ist.  Die  Oorrespondenz- 
fonneln  sind  nun  Formeln,  welche,  för  ein  solches  durch  eine  Ccrre- 
spondensbedingnng  definirt  gedachtes  System  Stufe  aufgestellt^ 
nichts  anderes  enthalten,  als  a- fische  dem  nicht- aasgearteten  Paare 
angehdrige  Grundbedingungen,  und  (a  —  1)- fache  den  Ausartungen  des 
Paares  angehorige  Grundbedingungen.  Kann  die  einer  Formel  a'"  Dimen- 
sion zu  Grunde  gelegte  Gorrespondcnzbedingung  in  zwei  Bedingungen 
zerlegt  werden,  und  zwar  in  die  Bedingung,  dass  die  beiden  Haupt- 
elemente auf  ein  und  demselben  Grundgebilde  liegen  sollen,  und  in  eine 
andere  Bedingung,  die  restirende  Correspondeuzbedingung,  so  heisst 
dieses  Grundgebilde  der  Träger  des  von  den  beiden  Hauptelementen 
gebildeten  Paares,  und  die  darauf  bezügliche  Bedingung  die  Trägerbe- 
dit^ng. 

Das  Puuktepaar  kann  zum  Träger  haben: 

1)  die  PmiltfUf  y 

2)  das  runidfdd, 

3)  den  Funktraum» 

4» 
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Im  ersten  Falle  ist  die  Träger- Bedingung  gleichbedeatend  damit, 
das8  der  Verbindungsstrahl  g  (§  14.)  die  Strahlenbediogung  G  erfüllt, 
also  nerfach. 

Im  zweiten  Falle  ist  sie  gleichbedeutend  damit,  dass  der  Ver* 
bindungsstrahl  g  die  Feldbedingimg      erfüllt,  also  zweifach. 
Im  dritten  Falle  ist  sie  selbstverständlich,  d.  h.  nullfach. 
Das  Strahlenpaar  kann  zum  Träger  haben: 

1)  den  Strahlbüschel , 

2a)  das  Strahìmfeìd,  2b)  den  8tr(üUenbmdd, 

3)  die  Strahlmaxe , 

4)  den  Struhlenrnnm. 

Im  ersten  Falle  bedeutet  die  Trägrrljedingung,  dass  das  Strahlen- 
paar in  ein  kS(  hneidepanr  (J  ausgeartet  ist,  und  dass  von  diesem  der  Schnitt- 
punkt c  und  die  .Scliiiitt<'l»eii('  u  gegeben  ist,  d.  h.  dass  es  die  sechs- 
fache  Bedingung  u'^c'-n  ertiillt. 

Im  zweiten  Falle  bedeutet  die  Trügerbedingung,  dass  das  Strahlen- 
paar in  ein  Schneide[)uar  ausgeartet  ist,  welches  die  Bedingung  f»^ 
resp.  f'^  erfüllt,  ist  also  vierfach. 

Im   dritlen    Falle   bedeutet  die  Trügcrbedingung,  dass  der  dem. 
Strahlenpaare  angehörige  Stralilenort  zweiter  Stufe   einen  gegebenen 
btrahl  besitzt,  d.  h.  die  Bedingung  B  erfüllt,  ist  also  zweifach. 

Im  vierten  Falle  ist  die  Trägerbedinguug  selbstverständlich,  d.  h. 
nullfach. 

Im  Allgemeinen  werden  wir  bei  den  Formeln  dieses  Abschnitts 
die  Trägerbedinguug  aus  dem  Systeme  in  die  Formel  überschreiben, 
so  dass  als  definirende  Bedingung  des  Systems  nur  eine  reine,  keine 
Trägerbedingung  mehr  enthaltende  Correspondenzbedingung  ül)rig  bleibt. 

Demgemäss  ist  der  Inhalt  des  Cha slrs'schfn  Corrcspoììtìnì'pnnrips 
(C.  K.  18G4)  für  ein  auf  einer  Punktaxe  iit-gendes  Punktej)aar  durch 
folgende  Formel  dargestellt  (vergi,  die  in  §  14.  erklärte  Bezeichnung): 

cG  +  (IG  =  eG. 

Ein  in  einem  Strablenbttschel  liegendes  Strahlenpaar  ist  immer  ein 
Schneidepaar  tf.  Dass  dessen  Schnittpunkt  und  Schnittebene  festliegt, 
wird  durch  unser  Symbol  fi'^c"^  ausgedrückt.  Daher  ist  das  Chasles'- 
sche  Correspouden/princip  für  ein  in  einem  StrahlbOscbel  liegendes 
»Strahlenpaar  in  folgender  Formel  enthalten: 

Der  Fall,  dass  der  Träger  des  Punktepaares,  Ëbenenpaares,  Strahlen- 
paares ein  Grunâgébïlde  von  höherer  als  der  ersten  Stufe  istf  d.  h.  dass 
die  Trägerbedingung  von  kleinerer  als  der  4*<*  resp.  G"""  Dimension 
ist,  ergiebt  àve  Salmon- Zeuihen'xhe  ErweUermg  des  Correspondene- 

princips» 
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Herr  Salmon  hat  den  Fall,  dass  der  Träger  des  Punktepaarea  ein 
J'uiiktf'ciä  ini,  unter  der  Heschriinkuiiar,  dass  die  Punkte  des  l'unkt-epaars 
sicli  durch  vollständige  Schnitte  hestimnien ,  zum  H'heü  erledigt  (vergi, 
die  oben  citirten  Al)h.).    Herr  Zeuthen  hat 

1)  den  Fall,  dass  der  Träger  des  Punktepaars  ein  FviiLffrld  ist,  und 

damit  nach  dem  im  Felde,  im  Räume  und  im  Bündel  gelten- 
den Dualitätsprincip  auch  die  Fälle,  dass  der  Träger  des  Straliien- 
paars  ein  Stralilnif'cld  ist,  dass  der  Träger  des  Fbenenjiaars  ein 
Ebencnhihuhi  ist,  und  dass  der  Träger  des  Strahlenpaars  ein 
Strahlciihnndd  iäfc, 
vollständig  erledigt , 

2)  den  Fall,  dass  das  Punktepaar  keinen  'J'räger  niederer  iStufe  als 

den  Kaum  hat,  und  damit  nach  dem  l)ualitätsj»rirtcip  auch  den 
Fall,  dass  das  Ebenenpaar  nur  den  Kuum  zum  Träger  hat, 

£Um  Thed  erledigt. 

In  der  folgetidcn  UtitersKelniug  würde  (d^n  nicht  bloss  durch  die 

Jjetrncidungsweisc ,  sondern  aneli  dar  eli  die  Resultate  neu  sein: 

1)  die  vollständige  Erledigung  der  eben  als  zum  Theil  erledigt  ange- 

gebenen Fälle, 

2)  die  vollständige  Erledigung  der  Fälle,  wo  der  Träger  eine 

Strahlenax«  ist,  und  wo  der  Trager  der  Strahienraum  ist. 

Die  Cayley-BrilTsche  (vergi,  die  oben  citirten  Âbh.)  Erweiterung 
des  Correspondeuzprincips  nimmt  als  TiSger  des  Paares  einen  Ort,  der 
im  Allgemeinen  Mi  Qrundgebäde  ist,  und  iat  bis  jettt  fflr  den  Fall 
des  Pnnkiorts  erster  Stufe  bebandelt.  Fflr  diese  Erweiterung  kann 
unsere  Untersucbungsweise  vor  der  Hand  noch  keine  Resultate  liefern. 

Unter  nnsem  Gorrespondensformeln  sind  fQr  Anwoidungen  beson- 
ders geeignet  diejenigen,  welche  wir  „eigenUiche"  nennen  wollen.  So  be- 
seiehnen  wir  zunächst  eine  Gorrespondenzformel,  wenn  sie  nur  solche  dem 
nicht  •ausgearteten  Paare  angehürige  Bedingungssyiobole  enth&It,  deren 
Factoren  sieh  simmtlich  auf  die  beiden  das  Paar  bildenden  HäupMe- 
mente  besiehen,  von  deren  Factoren  also  keiner  eine  Grundbedingung  fQr 
den  etwaigen  dnüen  PI flcker 'sehen  Ort  (§  14.)  ausspricht,  und  wenn 
die  in  der  Formel  enthaltenen  Ausartungssymbole  nur  CkmeidenssymboU 
sind.  „EigeMä^*'  nennen  wir  dann  auch  solche  Correspondensformeln, 
welche  aus  einer  Oorrespondenzformel  von  der  eben  angegebenen  Be- 
schaffenheit durch  symbolische  Multiplication  mit  einer  auf  jenen  dritten 
Plue  herrschen  Ort  besflglichen  Grundbedingung  her?orgehen  (vergi, 
die  Formel  in  §  16.  und  18.).  Demnach  sind  die  nrsprttngliohen 
Chasles'schen  und  die  Salmon-Zeutheu'schen  CorlrespondenzsStse 
als  eijfenäidte  su  bezeichnen. 

Bei  den  Anwendungen  des  Chasles'schen  CArrespondensprincips, 
abgekfirzt  pCon,''Pr,'',  wird  es  nur  uöthig  sein  anzugeben: 
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1)  das  Grundgebildo,  welches  dem  Faare  als  Träger  dient; 

2)  die  dem  Punktepaar,  Ebeneßpaar  oder  Ötrahieupaar  auferlegte 

CorrcsiiomUn::hcdhujung\ 

3)  die  Corrcspondcììzsumme,  das  ist,  die  Summe  der  beiden  von  der 

Trägerbedingung  freien  Symbole,  c      d  resp.  g  -\- 

4)  die  Coincidenesumme f  das  ist  die  Âuzabl  aller  Coincidenzen. 

§  16. 

Formeln  für  das  Punktepftftr. 

Der  eiste  Ponkt  dea  Paares  sollte  e,  der  sweite  d,  der  Verbmdtmgs- 
stralil  ff  heissen.  Deinnach  erhalten  wir^  nacb  den  allgemeinen  Regeln 
(§  5.)  für  die»  Bezeichnung  der  Grundbedingongen  der  Hauptelemente, 
ab  einMdne  Grandbedingungen  des  Paares  nur  folgende: 

9,  f/p,  üe,  ffn        9"  =  i/p  +  OA   0^  —  2^.î  (§  8.); 

f  bedeutet  nicht  bloss  das  Gebilde,  welches  aus  zwei  im  Punkte  h  unend- 
lich nahen  Punkten  c  und  d,  und  ihrem  Verbindungsstrahle  7  besteht, 
sondern  auch  die  Anzahl  solcher  Coincidenzen  in  einem  Systeme  erster 
Stufe;  (Z  bedeutet,  wenn  z  eine  a-fache  Bedingung  ist,  die  AnzaM 
der  Coincidenzen,  welche  diese  erfüllen,  und  zugleich  einem  Systeme 
(a-\-i)^''  Stufe  von  Punktepaaren  angehören.  Die  e  angehOrigen  ein- 
zelnen Grundbedingungen  sind  also: 

eh,  tiP,  f  6'  ; 

^ü>  ^9pt  ^y*>  ^U*^ 
Wir  setzen  jetzt  ein  System  erster  Stufe  voraus,  welches  durch  eine 
ganz  beliebige  ô  fache  einzelne  oder  zusammengesetzte  Bedingung  defi- 
nirt  sei.  Dann  besteht  zwischen  den  Zahlen  c,  d,  g,  e  immer  eine 
Relation,  welche  wir  durch  Auwendung  des  gewÖhnUdien  Corr,'Fr,  in 
folgender  Weise  erhalten  : 
Triujer:  Ebenenaxe. 

Corrvspoììdeiìzlndingmuj :  die  eine  Ebene  soll  den  einen,  die 
andere  Ebene  den  andern  Punkt  eines  der  oo'  Punktepaare 
enthalten. 

Corresiiondcn:: summe:  c  -|-  rf> 

Coincidem^umme:  ^  +  c. 
Daher: 

(1)  C  +  rf-.9==f.  (I) 

Durch  sbl.  Mult.  mit  der  Trägerbedinguug  (§  15.)  G  erhalten  wir, 
da  gG  =  0  ist , 

(2)  •  G{c-\-d)^BG,  (I) 
das  ist  das  CkaaUs'tdie  Frindp  fwr  Funkie, 
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Da  die  Formel  (1)  allgemeingültig  ist,  so  liefert  die  symbolische 
Multiplication  (§  3.,  §  14.)  derselben  mit  jeder  Bedingung  wieder  eine 
allgemeingültige  Formel.  Um  daher  alle  möglichen  sur  Grundbedin* 
gungen  enthaltenden  Formeln  zweiter  Dimension  zu  erhalten,  müssen 
wir  Formel  (1)  mit  c,  dt  g  multipliciren^  um  die  7  Formeln  dritter 
Dimension  zwiiehen  Grundbedingungen  zu  erhalten,  müssen  wir  mit 
c*,  edf  d^,g«,gp,  cg^dg  sbL  multipliciren  etc.  Die  Formeln  gleièher 
Dimension  dürfen  dann  noch  mit  Coefficienten  multi plicirt  und  zu  ein- 
ander  addirt  werden  (§  3.).  Von  den  so  entstehenden  Formeln  heben 
wir  nur  diejenigen  hervor,  welche  zur  Ablesung  von  brauchbaren  Corre- 
spondenzprincipien  besonders  geeignet  sind.  Wir  benutzen  bei  ihrer 
Ableitung  die  in  §  9.  entwickelten  Formeln,  welche  zwischen  den 
Grundbediuguugeu  eines  Punktes  c  oder  d  und  eines  durch  ihn  gehen- 
den Ötrahles  g  bestehen ,  also: 

eg^g*+i?\    dg^^g^  +  d^] 
99p^99*^9'^^f'^e9p-^'^dgp  -  d»; 

99*^9pUp  =9*ge'=g'^g^=g'^gp  —  G  '^\g^=c^gp  —  (^g-=-d^gp  —  d^g. 

Durch  sbl.  Mult.  von  Formel  (1)  und  Benutzung  der  eben  erwähnten 


Formel  ;  cg     g^  -j-     =  g"^  —  9p  ~\'  o"^  erhält  man  : 

(3)  ^  +  ed+d^^g,^ê(g+b).  (II) 

Diese  Formel^  mit  der  TrSgerbedingung  g^  (§  15.)  sbL  mulÜplicirt)  er- 
giebt,  da  gtgp     0  ist, 

(4)  g^(c'^cd-\-(P)  =  ^g.(g  +  h) ,  (II) 


das  heisst,  den  Inhalt  des  Correspondeuzprinoips  im  FunlUJelde  (Zeu- 
then,  C.  R.  Juni  1874). 

Formel  (1)  ergiebt  ferner  durch  sbl.  Mult.  mit  c  und  Benutzung 
von  cg'^gt-^  c^i 

(5)  cd  —  g,^  Bhy 

eine  Formell  welche  auch  durch  das  Pr.  d.  sp.  Lage  (§  7.)  zu  erhalten 
ist,  wenn  man  die  Ebene  von  e  mit  der  Ton  d  Bosammenfallen  läset. 

Yen  den  Formeln  dritter  Dimension  heben  wir  hier  drei  hervor. 
Formel  (3)  giebt,  mit  e  sbl.  multiplicirt,  und  Benutsung  von 

(6)  c«<f  -f-  c<P  -  ^.  -=  ih{g-{-h)t 

Formel  (1)  giebt,  mit  gp  sbl.  multiphcirt,  bei  Benutzung  von  cgp=gt-\-o^ 
und  dgp'^g,  4-  d^i 

(Î)  +  = 

Die  Addition  von  Formel  (6)  mid  (7)  giebt:  • 

(8)  c>  +  c»<l  +  c<i»  +  d»  — £G7p  +  65f+6^).  (III) 


« 

H.  Sonrorav* 

Diese  Formel  stellt  den  Inhalt  des  Cilorrespondetizprincips  im  Funki- 
raunw  dar. 

Für  ein  System  erster  und  zweiter  Stufe  kann  es  keine  Formel 
geben,  welche  von  Grundbedingunoren,  die  sich  auf  den  Yerbindongs- 
strahl  des  nicht- ausgearteten  Punktepaares  beziehen,  ganz  frei  w'âre. 

Für  ein  Sy-tom  dritter  Stufe  giebt  es  eine  solche  Formel,  nämlich 
Formel  (8).  Für  Systeme  höherer  Stufe  erhalten  wir  solche  Formeln 
durch  sbl.  Mult.  von  Formel  mit  r  oder  d,  mit  rj  oder  ff,  und 
endlich  mit  r',  c'^d,  r(P  (nier  d'K  Der  Versuch,  derarti;^'e  Formeln 
durch  ein  zweites  Verfahren  abzuleiten ,  nämlich  durch  aufeinander- 
folgende Multiplicationen  der  linken  Seite  mit  r  d  —  e  und  der 
rechteu  Seite  mit  dem  nach  Formel  (1)  dem  c  -\-  d  —  e  gleichen  g, 
er<^iebt  links  die  nämlichen  Resultate,  als  wenn  wir  bloss  mit  c,  d  etc. 
niulti[>licirten.  Die  rechten,  die  Ausartuii^'ssymboh'  enthaltenden  Seiten 
der  Formel  werden  bei  dem  zweiten  \  erfahren  zwar  anders,  erßrei)en 
jedoch  bei  Ersetzung  von  //"^  durch  -\- ge,  von  7^  durch  hg  —  6'^, 
Ton  g,  durch  hg^  —  b^,  vou  G  durch  b^gp  —  2»'^  dasselbe,  wie  bei  An- 
wendung des  ersten  Verfahrens.  Wir  schreiben  daher  die  Symbole  der 
Coineidens  immer  nur  so,  dass  in  ihnen  toii  Grundbedingungen  des 
Yerbindungsstrahls  nur  die  wesewtUeheii  (§  10.  am  Scbluss)  g  und 
vorkommen.   Wir  erhalten  so  nach  einander: 

(9)  cHl  +  i-iP  -f-  cd^  =  ih  {(j,,^hg-\-h^)  Î  •  (IV) 

(10)  c^'d'  -j-  fd^  =  sb^ig^-^bg)',  (V) 

.     (11)  i^tP'^ib^g,,  (VI) 

Die  eben  angegebenen  Formeln^  oder  anch  schon  die  Formel  (1)  allein 
ergeben  leicht  die  s&mmtlichen  Pundamenialsahlen  (§  6.)  des  Gebildes, 
welches  wir  Punktepaar  genannt  haben,  wenn  wir  die  Fundamental* 
zahlen  der  Ooincidenz  als  bekannt  Toraussetsen.  Letztere  sind  alle 
Null,  mit  Ausnahme  von  $b*gp^ì;  eh'^g,mml*  eÒG^Ì,  Nau 
können  aber  auch  die  Fundamentalzahlen  des  nicht  ausgearteten  Punkte« 
paars  als  bekannt  angesehen  werden,  nämlich: 

1;    c^cPff^l-  c'cPg^—}.  -=»  1  ;  crfG  =  1  etc. 

Daher  können  die  obigen  Formeln  durch  diese  Zahlen  verificirt  wer- 
den, z.  B. 

Für  das  durch  g,  definirte  System  ist: 

c»  — 0;   c^d^l]   c^^i;   (P  —  Oj 
sgp^{)\  ebg^l]  eft»«!. 

Wir  erwähnen  dies  hier  namentlich  "desshalb,  weil  bei  dem  nicht- aus- 
geartetefl  Strahlenpaare  die  analogen  Formeln  die  noch  nicht  hckannten 
Fundametitabsahlen  der  linearm  Congr^em  ergeben  werden,  d.  h.  des 
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Gebildes,  welches  durch  einen  Strahlenort  zweiter  Stufe  mit  dem  BUudel- 
grad  1  und  dem  Feldgrad  1  erzeugt  wird. 

§  17. 

Die  Ablemmg  der  in  Worten  sugMproelieiien  CorrespondeniB&tM  aus 

dsn  eigvfttUolieii  Oomepondrasfomeln. 

Die  durch  GliAsles  und  Salmon- Zeuthen  ausgesprochenen  Cor- 
i«8pondffiisfpnneln  sind  eSrnrntHcb  solche,  welche  wir  (§  15.)  eigentliche 
nennen  wollten,  d.  h.  ihre  Çornsiionâentsumme  enthält  nur  Orundbe> 
dingungen,  welch»  «ch  auf  die  beiden  durch  die  Correepondens  Ter- 
bundenen  Htwpkiemente  beziehen,  nicht  aber  solche,  welche  eich  auf 
den  dritten  Plttc herrschen  Ort  —  hier  den  Verbindungisetrahl  der 
beiden  Punkte  —  bezieben.  Daher  werden  wir  auch  hier  von  den  in 
§  16.  abgeleiteten  Correepondenzformeln  besondere  die  eigentlichen, 
dort  mit  den  römischen  Nummern  I  bis  VI  bezeichneten  hervorheben. 
Die  UdfeneUtmg  der  auf  den  Unken  Seiten  unserer  Formeln  stehenden 
SffmboU  in  Worte  ist  ohne  Weiteres  klar,  z.  B.  etP  kann  auf  dreierlei 
Weise  fibersetzt  werden: 

1)  céP  ist  die  Anzahl  der  Paare  sich  entsprechender  Punkte,  von 

denen  der  erste  in  eioer  beliebigen  £bene,  der  zweite  in  einer 
beliebigen  Geraden  liegt; 

2)  cd*  ist  die  Ordnung  der  Fläche  aller  derjenigen  Punkte  der 

zweiten  Sorte,  welche  den  simmtlichen,  als  Punkte  der  ersten 
Sorte  anfgefassten  Punkten  einer  beliebigen  Ebene  entsprechen  ; 

3)  etP  ist  die  Ordnung  der  Curve  aller  derjenigen  Punkte  der  er^n 

Sorte,  welche  den  sSmmtlichen,  als  Punkte  der  zweiten  Sorte 
anfgefassten  Punkten  einer  beliebigen  Geraden  entsprechen. 

Wir  gehen  nun  zur  Udferseknmg  der  Comeidenssjfmbole  über.  Diese 
waren,  da  von  den  Grundbedingungen  des  Strahls  g  alle  Übrigen  durch 
g  und  gp  ersetzt  werden  konnten: 

eg,  ebg,  fh^g,  (h^g\ 
sg,,  ëbgpf  fb-gp,  sb^g,. 

Jedes  dieser  Symbole  stellt  natürlich  eine  nicht  nothwendig  von  Null 
verschiedene  endliche  Anzahl  dar,  und  zwar  die  Anzahl  derjenigen 
Coincidenzgebilde,  welche  die  beigesetzte  a-fache  Bedingung  und  die 
hinzuzudenkende  (5  fache  Correspondeuzbedingung  erfüllen.  1st 
nun  «ine  Coinetdenz  im  Punkte  b  so  beschaffen,  dass  d  nicht  noth- 
wendig von  einander  verschiedene  durch  b  gelegte  Strahlen  als  Ver- 
bindungsstrahlen der  beiden  in  b  vereinigt  gedachten  Punkte  aufgefasst 
werden  müssen,  so  ist  eine  »Me  Comeidemi  â-faeh,  md  fär  die  Be- 
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Stimmung  von  e  auch  ô-fach  en  zählen.  Die  Bestimmung  dieser  Viel- 
fnchheit  einer  CoincidensstcUe  bleibt  in  jedem  eintdnen  Falle  der  An- 
Wendungen  einer  besonders  anzustellenden  Untersuchung  überlassen,  deren 
Charakter  dem  (Itarakter  der  gegenwärtigen  Untersuàiung  fremd  ist» 

Das  Symbol       würde  erfüllt  iccrden  lönnen: 

erstens  von  allen  denjenigen  unter  oo'  Coincidenzstelleii,  welche 
ihren  Verbindiingsstrahl  durch  die  Axe  der  Axenbedinguiifj 
g  schicken,  d.  h.  fg  ist  der  Grad  der  Regelfläche,  welche  von 
den  sämmtlichen  oo'  den  co'  Coincidenzstellen  angehorigen 
Verbindungsîstnihleu  erzeugt  wird, 
zwvi(()is  aber  auch  vou  jeder  einzelnen  Coincidehzstelle,  bei  welcher 
nicht  endlich  viele,  sondern  cc  '  Strnldrn  als  Vcrhinduiigssfrnhlm 
aufgefasst  werden  müssen,  und  zwar  von  jeder  s(*](  hen  Coinci- 
denzstelle  5 mal,  wenn  von  deren  oc'  Verbindungsstrahleu 
d  eine  beliebige  Axe  schneiden  können,  d.  h.  wenn  die  Ver- 
bindungsstrahlen einen  Kigd  d'^'"  Jianyçs  bilden,  der  die  Co- 
incidcììzstdlc  sum  SchUel  hat. 

Analog  kauu  das  Symbol  Bg^  von  drei  Arten  von  Coincidenzen  er- 
füllt werden. 

Dies  führt  zu  einer  Eintheilung  der  Coincidenzen  in  Gattungen, 
gemäss  der  folgenden  Definition  : 

„Fallen  die  beiden  Punite  e  und  d  eines  Punlirpnares  mit  dem 
Verbindungssfrahle  g  d(  rartig  in  einen  Putdd  6,  dass  als  Verhindungs- 
strahl  der  beiden  in  b  fallenden  Pirnlie  e  und  d  jeder  Strahl  eint  s  im 
Bündel  b  liegenden  Sfrahhnortes  (a— 1)"^  Sfnfr  und  Ô'"*  Grades  auf- 
gefasst werden  l'ami,  so  soll  die  in  b  befindliche  Coincident  à -fach  mid 
a**^  Gattung  oder  (et — 'i)-stuftg  hf'ii<sen." 

Mit  andern  Worten  und  spec i eil  : 

1)  Eine  <5- fache  Coincidenz  erster  Gattung  besitzt  Ô  Verbindungs- 
stralileu,  welche  übrigens  auch  zusammenfallen  können; 

2)  eine  fache  Coincidenz  ziveiter  Gattung  ist  im  Stande,  die 
Axenbedingung  g  des  Verbindungsstrahls  dmal  von  selbst  zu 
erfüllen; 

3)  eine  d- fache  Coincidenz  driUer  GaUwng  ist  im  Stande,  die 
Bedingung  gp  âmaX  von  selbst  eq  erfüllen. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gonstantrasahl  einer  Ooinddens 
erster  Gattung  gleich  ö  ist, 
zweiter  Gattung  gleich  4  ist, 
dritter  Gattong  gleich  3  ist. 
Eine  Coincidenz  Ton  hdherer  als  der  dritten  Gattung  ist  desshalb 
nicht  möglich,  weil  der  Punkt  schon  die  Gonstantenzahl  8  hat. 

üeberbanpt  ist,  wenn  wir  diese  Begriffe  auf  Paare  hdi^iger  Oe- 
hUde  YOU  gleicher  Definition  fibertragen,  die  Coincidenz  eines  Paares 
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höchstens  sovielter  Gattung,  als  die  Co  natali  tenzahl  jedes  der  beiden 
das  Paar  constituirenden  Gebilde  angiebt. 

Da  die  Coustantenzahl  einer  Coiiieidenz  «''"^  Gattung  um  «  kleiner 
ist,  als  die  des  nicht- ausgearteten  Paares,  so  bilden  die  Coincidenzen, 
welche  in  einem  Systeme  p'"  Stufe  von  Paaren  enthalten  sind,  d.  h. 
hier,  welche  einer  (6  —  ;)) -fachen  Correspondeuzbediugung  genügen, 
ein  System  (j>  —  «)^"^  Stufe. 

Z.  13.  das  durch  eine  Correspondenzbedingung  dritter  Stufe  im 
Ponktranme  defioirte  System  dritter  Stufe  von  Puukiepaaren  enthält: 

1)  eine  endUcIie  AnsEahl  von  Coincidenzen  dritter  Gattung  {points 

Ì8olét  bei  Zentheii,  G.  R.  Juni  1874), 

2)  oo*  Coinddemen  sweiter  Gattung,  deren  Punkte  aleo  eine  Gurre 

bilden,  und  deren  Verbindungieinhlen  eine  Gongraens,  oder 
genauer,  die  oo*  •  oo*  Erzeugenden  eines  Syetema  von  Kegeln 
bilden,  # 

3)  OD*  Goincidenzen  erster  Gattung,  deren  Punkte  also  eine  FISebe 

und  deren  Yerbindnugsetrablen  eine  Gongruenz  bilden. 

Im  spedellen  Falle  kann  der  Sêrahlmkegd  d^  Grades  einer  Go- 
incidenz  zweiter  Gattung  ein  d-faeher  SiraMbiisekd  sein. 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  die  Zerlegung  der  obigen  12  Go- 
ineidenzsymbole  in  Summanden,  deren  jeder  sich  auf  eine  Coincideuz 
erster,  zweiter  oder  dritter  Gattung  bezieht^  leicht  zu  bewerkstelligen. 

Nftrolicb: 

(1)  [»"««ftv,, 

wo  das  Symbol  Ò"  C|  angiebt,  wieviel  Coincidenzen  «rs^cr  Gattung  ihren 
Coincidenzpunkt  zugleich  auf  n  gegebenen  Ebenen  haben,  jede  Co- 
incideuz so  oft  gerechnet,  als  ihre  Vielfachheit  anzeigt. 

(2)  — 6»«, +  d»»si, 

wo  erstens  das  Symbol  angiebt,  wieviel  Goincidenzen  eweiter 
Gattung  ihren  Goincidenzpunkt  zugleich  auf  n  gegebenen  Ebenen 
haben,  jede  so  oft  gerechnet^  als  ihre  Vielfaehheit  anzeigt,  d.  h. 
hier,  als  der  Grad  ihres  Verbindungsstrahlen- Kegels  anzeigt, 

und  wo  MW^iens  das  Symbol  ("ti«,  angiebt,  von  wieviel  Coincidenzen 
erster  Gattung  jede  ifiren  Coincidenzpunkt  zugleich  auf  n 
gebenen  Ebenen  besitzt,  während  einer  ihrer  Verbinduugsstrahlen 
einen  gegebenen  Strahl  schneidet, 

(3)  Ä»**«  —  5"  «3  +  ft"  u;  «2  +  2»*  V  f  1  » 

wo  erstens  das  Symbol  h*B^  die  Zahl  der  Coincidenzen  dritter  Gattung 
ist,  welche  ihren  Coincidenzpunkt  auf  n  gegebenen  Ebenen  haben, 
jede  80  oft  gerechnet,  als  ihre  Vielfachheit  anzeigt,  d.  h.  hier, 
so  oft  als  jeder  beliebige  Strahl  durch  den  Coincidenzpunkt  als 
Verbiudungsstrahl  aufgefasst  werden  muss, 
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WO  gweitms  das  Symbol  h'ws^  angiebt^  von  wieviel  Goiaddenseii 
Mweiier  Gattiuig  jede  ihren  Coincidenspunki  Begleich  aof  n  ge- 
gebenen Ebenen  hat,  wahrend  einer  ihrer  VerbindongsstrahleiL 
durch  einen  gegebenen  Ponkt  geht,  d.  h.  hier  wahrend  die  Flfiche 
dea  ihr  aagehörigen  Verbindungaetrahlen- Kegels  dnreh  einen  ge- 
gebenen Ponkt  geht, 

und  wo  drittens  das  Symbol  angiebt»  von  wieviel  GoinGidensea 
erster  Gattung  jede  ihren  Coincidenspunkt  auf  ti  gegebenen  Ebenen 
hat,  während  augleich  einer  ihrer  Verbindongsstrahlen  durch 
einen  gegebenen  Punkt  geht. 

Analog  ist  die  Deutung  der  Symbole  g^b^s,  Ghs»  Dieselben 

können  wegen  der  Formeln,  welche  g,^  g,,G  durch  ^  und  ansdrfickeo, 
immer  auf  die  eben  eingeführten  SymboTe  «urfickgeflihrt  werden. 

Z.  B.  g,t  =  {btt  —  //'jfi  -j-  ht.y 

Wir  führen  jetzt  die  neu  eingeführten,  auf  die  (Joincidenzen  ver- 
schiedener  Gattungen  bezüglichen  Symbole: 

i**««!!  ("<9S2» 

in  unsere  (Jorrespondenzformeln  (1)  bis  (III)  ein, 

(1)  c  +  d-^  — 

(H)   ci+ crf -t- <i»  — ^f,««,H-ii*, +6«,; 

(III)    C»  -f  C»(î  -f  <5<P  4-  <P  —  «3  -f  +         +         +  + 

Wir  fü^^en  diesen  Formoli!  noch  diejenige  hinzu,  welche  aus  der  ele- 
ganten Formel  (7)  iu  §  16.  hervorgeht: 

-f-     +  </,  =  £3  4-  tt- £2  +  ve, . 

Die  mit  G  multiplicirte  Formel  (I)  ist  das  Chasles'sche  Correspondent- 
princip.  Die  mit  g^  multiplicirte  Formel  (Ii)  ist  zuerst  mit  Veroach« 
lässigung  des  zweiten  und  dritten  Gliedes  der  rechten  Seite  vouSalmon, 
dann  mit  Berücksichtigung  dieser  Gheder  von  Zeuthen  ausgesprochen. 
Die  Formel  (III)  ist,  jedoch  mit  Berücksicbiigung  nur  des  ersten  Gliedes 
der  rechten  Seite,  von  Zeuthen  ausgesprfx  lien  (siehe  die  Citate  in 
§  15.).  Alles  übrige,  namentlich  aber  die  Art  der  Entwickelung  aller 
Resultate,  ist  neu.  Diese  Entwickelung  zeigt  deutlich,  dass,  bei  Vor^ 
aussetzung  der  fundamentalen  Formeln  des  §  9.,  und  unter  Anwendung 
der  symbolischen  Multiplication,  alle  in  der  Richtung  der  Salmon- 
Zeuth  en 'sehen  Erweiterung  liegenden  CiHrrt^pondemsätee  nur  Um- 
formungen (ics  ur:^mlnglich€n  Ccrre^ßonäenssprincips  Chaslcs'  sind; 
was  vielleicht  auch  schon  aus  der  Natur  der  Beweise  Zeuthen 's  fCUr 
seine  Correspondenzsätze  vermutbet  werden  konnte. 
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î]s  wäre  sehr  weitsrliweiKg,  wenn  mau  bei  dem  Ausspruche  unserer 
Corresponden/formehi  in  Worten  immer  die  Eintheilung  der  Coincidenzen 
in  Gattungen  mit  berücksichtigen  wollte.  Nach  den  vorangehenden 
Bemerkungen  ist  vielmehr  hinreichend  verdeutlicht,  wie  die  Zahl  aller 
Coincidenzen,  welche  eine  Verl)indungsgerade  durch  eine  gegebene 
Axe  schicken,  «ich  im  Allgemeinen  aus  neri  Summanden  zusammen- 
setzt, und  wie  die  Zahl  aller  Coincidenzen,  welche  ihre  Verbindungs- 
gerade durch  einen  gegebenen  Punkt  schicken,  sich  im  Allgemeinen 
aus  drei  Summanden  zusammensetzt. 

Wir  kijnnen  daher  wohl  das  in  Formel  (III)  des  §  IG.  oder  §  17. 
steckende  Correspoudeuzpriacip  im  Puuktt  aume  kurz  in  folgender  Form 
aussprechen  : 

„  Wenn  rn  min/r  rinf  r  dreifachen  (^orresjtoiidcnzhcdinf/ung 

einem  Funkte  (.'  resp.  D  des  Baums  Funkte  D  resp,  d^ 
Funictc  C  entsprechen, 

und  den  sanimtlichni  Funi  ten  C  resp.  D  einer  Geraden  oo* 
FiDi/Jc  D  resp.  C  entsprechen^  welche  eine  Curve  von  der 
Ordnung  c'^d  resp.  cd^  bilden f 
wenn  ferner  die  Zahl 

sg,  angibt  f  tmeviel  JPunkk  im  Saume  Îiegm,  in  denen  mvei 
^mitìe  C  mä  D  àerartìg  jnaammenfaUm  hfnnen,  das»  ihre 
Verifmdungsgerade  durch  einen  gegebene»  Punkt  geht, 

thg  angicht,  wiemd  P^nkU in  ^ner  Mene  Uegeti,  in  denen  ewei 
Funkte  C  und  D  derartig  guaammenfaüen  kennen,  dass  ihre 
Verfnndungsgerade  eine  gegebene  Gerade  s^meidäy 

§h^  angiébtf  wieeid  Funkte  in  einer  Geraden  hegen,  in  denen 
Mwei  Funkte  C  und  D  eusammenfaUen,  jeder  der  CeùieidenM' 
jpunkte  jedoch  so  oft  gerechnet,  als  ihm  Verhindungsgeraden 
der  beiden  MusammengefaUenen  Funkte  angehören, 

80  bestdtt  ßwisdien  diesen  7  Zahlen  die  BàaHon,  dass  die  Summe 
der  vier  ersten  gUieh  der  Summe  der  drei  ietjtten  ist,  aiso: 

^  c^d  -\-  cd'        ^  sgp  +  sbg  + 

Wir  fügen  noch  die  Uebersetzung  der,  wenn  auch  nicht  „eigent- 
lichen," 80  (loch  durch  ihre  Einfachheit  brauchbaren  Formel  (7)  des  §  1(3. 
hinzu  : 

..Besteht  zwischen  den  ]*Hnlfen  des  Raum.^  eine  ( Korrespondenz  der- 
artig, dass  einem  Funkte  C  r'  l'unkte  D,  uiul  umgekehrt  einem  Funkte 
I)  d^  Funkte  ('  entspn ehen ,  und  ist  g,  der  Grad  des  Complexes  (Strahlen- 
<*rt.s  dritter  Stufe)  der  Verhindungsgeraden  entsprecheììder  Funkte,  so 
tsf  dir  Summe  dirser  drei  Zahlen  gleich  der  Anzahl  derjenigen  Funkte 
des  Faums,  in  denen  zuei  Funkte  C  und  D  derartig  zu.sammenfalien 
können f  dass  ihre  Vubindungsgcrade  durch  einen  gcgcOcmn  Funkt  gcht,^ 


Digitized  Joy  Google 


62 


H.  SOKDBIIT. 


Hinsichtlich  der  Uebersetzung  unserer  Formeln  in  Worte  mag  nur 
noch  Folgendes  bemerkt  werden.  Die  Formel  (\)  in  §  16.  bezieht  sich 
auf  den  Fall,  wo  nicht  jeder  Punkt  des  Raums,  sondern  nur  jeder 
Punkt  einer  Curve  von  der  Ordnung  c  einen  entsprechenden  Punkt 
besitzt;  die  Formel  Ql)  bezieht  sich  auf  ilen  Fall,  wo  die  l'unkte, 
welche  entsprechende  besitzen,  eine  Fläche  von  der  Ordnung  c'^  bilden. 
Die  Formel  (III)  bezieht  sich  auf  den  Fall,  wo  jedem  Punkte  des 
Raums  eine  endliche  Anzahl  von  Paukten  entspriehi.  Die  Formel 
(IV)  erledigt  den  Fall,  WO  jedem  Ponkte  oo^  Punkte  entipreehen,  die 
eine  Curve  von  der  Ordnung  €^d  bilden.  Die  Formel  (V)  erledigt  den 
Fall,  wo  jedem  Punkte  oo'  Punkte  entsprechen,  die  eine  Fliehe  Ton 
der  Orduung  t^tP  bilden.  Die  Formel  (VI)  beiieht  sich  auf  den  Fall, 
wo  jedem  Punkte  des  Raums  Jeder  Punkt  des  Raums  entspriehi,  also 
auch  in  jedem  eine  Goincidenz  stattfindet,  giebt  also  nur  S^bstver- 
sfändHches.  Die  mit  der  TrSgerbedingung  gt  sU.  mnltiplicirte  Formel 
(U)  hängt  mit  der  Formel  (IV)  dadurch  snsammen,  dass  nach  Formel 
(5)  in  . §16.: 

ist.  Die  Formel,  welche  entsteht,  wenn  man  diese  mit  ed'Btg^~^~  $h 
sbl.  multiplicirt  und  egt  durch  ihg  —  cd*  ersetst,  d,  h.  die  Formel 

vermittelt  ebenso  den  Zusammenhang  zwischen  der  mit  G  sbl.  multi- 
plicirten  Formel  (I)  einerseits  und  der  Formel  (V)  andererseits.  (Man 
vergleiche  Nr.  4  von  Zeuthen's  Abhandlung  in  den  Comptes  rendus, 

Juni  1874.) 

Wir  bemerken  an  dieser  Stelle  noch  einmal,  dass  die  vorliegende 
Untersuchung  ihrer  Natur  nach  der  von  Cajley  und  Brill  (siehe  die 
Citate  in  §  tô.)  gegebenen  Ausdehnung  des  Corr.-Pr.  auf  PUmcurven 
fem  steht  Zwar  können  wir  unsere  Formel  (I)  auf  das  System  erster 
Stufe  der  Punktepaare  anwenden,  welches  durch  eine  auf  einer  Plan- 
curve  Ordnung  gelegene  Correepondens  (a,  d)  definirt  wird.  Wir 
haben  dann  e^n-tt,  d^n'U  zu  setsen.  Wir  können  jedoch  da- 
durch nichts  anderes  erhalten,  als  das  auch  unmittelbar  ersichtliche 
Resultat,  dass  die  Anzahl  s  der  Coincidenzen  gleich 

«(«+«)  — ^ 

ist,  wo  g  angiebt,  wieviel  ?on  den  oo*  Verbindungsgeraden  entspre- 
chender Punkte  durch  einen  Punkt  der  Ebene  gehen. 

Beu^pide  zu  nnsern  Correspoudensformeln  folgen  erst  in  §  26., 
§  27.  und  §  28.,  nachdem  wir  auch  die  flbrigen  Paare  von  Haupt- 
elementen, analog  wie  das  Punktepaar,  behandelt  haben  werden. 

Die  dmdisUsehe  Udterlragung  aBer  umarer  Beêrtuàhmge»  umd  Be- 
9vUaie  ergiébê  die  anaioge  Bd^andhng  des  Ebeneiipaars, 
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§  18. 

FMmabi  iwtoeliMi  to  GnmdMinginigeiL  des  StraldeiipaaroB  und  denen 

seiner  beiden  Ansartongen*). 

Dîxs  Strahlenpaar  und  seine  beiden  Ausartungen,  die  Coincideiiz  e 
und  das  Schneidepaar  6  sind  schon  in  §  15.,  Nr.  3  deKuirt.  Dort  sind 
auch  die  Symbole  l'ür  die  Grundbedingungen  angegeben.  Wir  erhalten 
demgemäss  folgende  einzelne  Grundbedingungen: 

1)  beim  allgemeinen  Strahlenpaare: 

9,  9p,  9e,  17o  G',    h,  h,,  /*„  /*„  if}   ß,  B\ 

2)  bei  der  Coincidenz  t: 

3)  bei  dem  Schueidepaar  tf; 

9f  9p>  9ey  9»,  G\   Ä>  /<,,  II\   ß,  B\    /i,  itl^  ft";   c,  c\  c». 

Unter  diesen  bestehen  nach  den  Gruudformeln  des  §  9.  und  §  10. 
gewisse  Relationen,  welche  wir  hier  folgen  lassen. 

Nach  der  allgemeinen  Formel  (IV)  des  §  10.  l'âsst  sich  B,  die 
Strahlbedingung  des  Strahlenorts  zweiter  Stufe,  welcher  von  allen  g 
und  h  schneidenden  Strahlen  erzeugt^  wird ,  und  welcher,  da  er  den 
Bilndelgrad  1  und  den  Feldgrad  1  hat,  „lineare  Congruenz^  heissen  soll, 
durch  /3,  die  Büschelbedingung  dieses  Orts  und  die  GruudbedLngungeu 
einer  der  beiden  erzeugenden  Axen  ausdrücken,  nämlich: 

(Ij  B^ßg-  i-s/,-  i'if.^ßg  -^g\  (Fall  13  in  §  10.) 

Ebenso: 

(2)  B^ßh  —  hK 

Dieee  Fonneln  gelten  natürlicli  auch  fttr  jede  der  beiden  Âns- 
ariangen,  da  die  Definition  dieser  in  der  Definition  des  allgemeinen 
Strahlenpaares  mit  enthalten  ist.  Also; 

(3)  Be  =^ßl{  —k'e, 

(4)  Bö  =ßga  ~  g^öy 
(6)                           i^tf  — /ÎÂtf  — 

Da  bei  dem  Sehneidepaar  g  und  k  Strahlen  eines  Strahlbflsehels 
NDd,  dessen  Ebene  fi  und  dessen  Scheitel  e  ist,  so  lassen  sich  nach 
Formel  (I)  und  (II)  des  §  9.,  bei  dem  Schneidepaar  alle  Übrigen  auf 
0  und  h  bezüglichen  Grundbedingungen  durch  die  Âxenbedingungen . 
9  und  h  und  die  Grundbedingungen  von  e  and  f»  ansdrflcken.  Also: 


Die  hier  gegebenen  Bezeichnungen  gelten  ancb  in  1  19.,  90.,  Sl.  EbeoiO 
gdmi  die  Formelnommeni  in  diesen  ü  weiter. 
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(6)  g^o  =  fign  —  fi'^a  , 

(7)  hpO  =  ^h<s  —  f 

(8)  g,0  -=  cga  —  c^a  , 

(9)  A«tf->GÀ0  —  c^tf  , 

(10)  g,0     ftcgc  ^  f/fie  —  it4?^  e«  nc^tf  —  c^tf  —  ii'ctf , 

(11)  —  ficAtf  —  f»'0  —  j*c'tf  —  jicÄtf  — c^tf  — 

(12)  Gftf  —  (fi*c— fi*)^tf  —        «  (fftc»— c*)ptf  —  ft'c'tf , 

(13)  ITtf  —       — <x3)Ä<y  —  ftVff  —  (^*c*— c»)Ätf  —  ft'c'tf . 

Soil  das  Schnoidepaar  die  Bedingung  (i  erfüllen  ,  so  kann  dies  entweder 
dadurch  geschehen,  das.s  seine  P]bene  /i  durch  den  Scheitel  des  Bü- 
schels von  ß  gellt,  oder  dass  f^ein  Punkt  c  in  der  Ebene  des  Büschels 
von  ß  liegt,  da  ja  die  dem  Sclmeidepaar  aiigehörige  lineare  Congruenz 
von  dem  Strahlenfelde  der  Ebene  ft  und  von  dem  Strahlenbündel  des 
Punktes  c  gebildet  wird.    Aisu  nach  dem  Gesetz  der  Spaltung: 

(14)  /3<J  =  ftö  4- ctf  . 

Daraus  folgt  mit  Benutzung  von  Fonnel  (4)  und  (Ô)  die  aoch  direct 
geometrisch  leicht  abzuleiteade  Formel: 

(15)  Bö  —      +  . 

Die  bisher  miigetheilten  Formeln  waren  nnr  Anwendungeii  der 
allgemeinen  Qrundformeln,  welche  sich  auf  die  Lage  der  Hanptelemente 
und  Oerter  in  Grundgebtiden  beziehen.  Die  eigentliche  Untersuchung 
des  Strahlenpaars  beginnt  erst  mit  der  Ableitung  Ton  Formebi  fttr  ein 
System  erster  Stufe  vermittebt  des  Corr.-Pr. 

Wir  setzen  zu  diesem  Zwecke  ein  durch  eine  gan»  heKebige  7  fache 
Bedingung  definirtes  System  erster  Stufe  von  Strahlenpaaren  ?orau8^ 
und  wenden  nun  auf  dasselbe  das  Chasles'sche  Gorr.-Pr.  in  folgender 
'Weise  an: 

Träger:  StrahlbOschel, 

Correapondenebedingung :  der  eine  Strahl  soll  Âxe  für  den  einen, 
der  andere  Strahl  soll  Aze  fâr  den  andern  Sirahl  eines  der 
00^  Strahlenpaare  sein, 

Correspondengsimme  g  h, 

Coincideimumme:  ß-\- 1, 
Daher: 

(16)  g-^-h^ß^t.  il) 

Um  auch  die  Zahl  ö  mit  den  einfachen  Grundbedingungen  gth,ß 
in  Beziehung  zu  setzen,  wenden  wir  am  besten  die,  in  §  17.  auch  in 
Worten  ausgesprochene,  Formel  (7)  des  §  16.  auf  das  System  dritter 
Stufe  deijenigen  Punktepaare  au,  welche  durch  jeden  Punkt  eines 
Strahls  g  und  jeden  Punkt  des  zugehörigen  Strahls  h  gebildet  werden. 
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Für  dieses  ist  das  und  das  iP  des  §  16.  gleich  iS'uU,  das  gleich  ^, 
das  tQp  gleich  f  +  da  durch  einen  gegebenen  Punkt  zu  jeder  Co- 
incidenz  ein  Strahl  möglich  ist,  der  die  beiden  in  ihr  zusammenfallen- 
den Strahlen  schneidet,  und  auch  zu  jedem  Schueidepaar  ein  Strahl 
möglich  ist,  der  zwei  zusammenfallende  Punkte  des  Punktepaar-Systems 
efithllt,  nämlich  der  Strahl,  welcher  zu  dem  Schnittpunkt  der  beiden 
Strahlen  dea  Sdineidepaare  geht.  Alio: 

(17)  =  ö  + 

Ans  (16)  und  (17)  folgt  durch  Elimination  Ton  ß  resp.  c: 

(18)  ./  -f-Ä-=<j-f  2*, 

(19)  2/i--(x/-f/0  =  ^- 

Diese  Formeln ,  welche  ganz  allgem/^ngültig  sind,  werden  wir  nun, 
ebenso  wie  die  Formeln  bei  Punktepaaren ,  mit  allen  möglichen  Grund- 
bedingungen symbolisch  multipliciren  dürfen ,  ohne  doss  dadurch  die 
Allgemeiugültigkeit  der  resultirendeu  Formeln  beeintriichiigt  würde. 
Ehe  wir  dies  jedoch  behufs  Auffindung  von  Formeln  höherer  Dimen- 
sion  thoiii  leiten  wir  noch  durch  das  Pr.  d.  sp.  Lage  zwei  wichtige 
Formeln  zweiter  Dimension  ab.  Lässt  man  nslmlich  die  Ebene  des 
Büschels  einer  Bedingung  ß  mit  der  Ebene  des  Büschels  einer  andoron 
Be<lÌDgung  ß  znsammeu fallen,  so  erhält  man  sehr  leicht  durch  das  Pr. 
il.  sp.  L.: 

und  durch  das  dualistisch  entsprechende  Verfahren: 

(21)  ß^^BJf9p-^K-{-M*  . 

Durch  Elimination  von  ^  aus  jeder  dieser  Formeln  and  der  mit  /3 
sbl.  multiplicirten  Formel  (17)  erhält  man,  nachdem  man  nach 
Formel  (14)  durch  {k^  •\-      ersetzt  hat,  und      resp.  ffttf  gehoben  hat: 

(23)  e6^B-^g,-\-h, 

Ferner  folgt  durch  sbl.  Mull,  der  Formel  (IG)  mit  g  oder  und 
Einführung  des  Symbols  B  durch  Formel  (1)  oder  (2): 

(24)  B^gh^U, 

eine  Formel,  welche  auch  durch  das  Pr.  d.  sp.  Lage  sich  ergiebt,  wenn 
man  die  Axe  der  Bedingung  g  mit  der  von  h  zusammenfallen  lässt, 
Qnd  welehe  analog  der  Formel  (5)  in  §  16.  ist.  Setat  man  nun  den 
Werth  Ton  B  aus  (24)  in  (22)  und  (23)  ein ,  so  kommt: 

^)  g.-\-{fh-\-lh~-iia^kt-^ßB,  ^  (U; 

(26)  g,-\'gh'\'ii,  —  ciS^hB-\-ß6.  (11') 
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Ajê»  diesen  beiden  Forméhi  werden  sich  die  Correspondenzprinei- 
pien  im  StrakUnfiMe  und  im  SlrMeiiibiinäd  ergeben.  Um  andere 
brauchbare  Gorrespondensformeln  zu  erhalten,  streben  wir  nun  darnach, 
bei  weiteren  symbolischen  Multiplicationen  die  dem  nicht-anagearteten 
Paare  angehörige  Grundbedingung  ß  immer -aus  den  Formeln  su  ent- 
fernen, und  ebenso  alle  dem  Schueidepaar  angehörigen  Symbole  mog- 
U(M  fern  zu  halten,  jedenfalls  aber  Ton  solchen  Symbolen  nur  die- 
jenigen zuzulassen,  welche  von  der  Form 

sind.  Um  diesen  Zweck  zu  erreichen,  leiten  wir  eine  allgemeine  For> 
mei  ab,  welche  nur  die  Producte  der  Potenam  von  s  und  Jk,  die  Sym- 
bole fft^e^tf  und  die  Symbole  ti^fl^  enthSlt.  Man  multiplicire  die  Haupt* 
forme!  (16)  mit  dem  Resultate  der  DiTision  von 

{g  +  /*)•  -  /3«  durch  ((,  +  Ä)  — 

Dann  erbalt  man:  « 

{g^j^^ß^^t  f/î->  +  2'*/î-5  +  2«*»/?-»  H  2-«*—»] 

Dann  addire  man  zu  dieser  (ileichuug  die  mit  /S"'^  symbolisch  multi- 
plicirte  Gleichung  (17).    Dann  erhalt  man: 

{g-{-hY  ^/s«  »ö  +  ,5"    +  eC/J"-'  +2«*/3'-«-i — a—a—»].. 

Da  aber  nach  Formel  (14): 

ist,  so  erhält  man  durch  Einführung  ?oa  (ft -f- c)*"*  a  statt  ß''''^a  die 
gesuehtü  allgemeine  Formel  : 

Gelingt  es  nun,  einige  oder  alle  in  dieser  Formel  enthaltenen  Sym- 
bole von  der  Form  n'i^n  noch  auf  andere  Weise  durch  die  Producte 
der  Potenzen  Ton  g  und  h  und  durch  die  e  zugehörigen  Symbole  aus- 
zudrücken, so  würde  mau  durch  Einführung  der  so  erhaltenen  Aus- 
drücke Correspoüdenzformeln  von  der  wünschenswerthesten  Gestalt  er- 
halten. Wir  suchen  daher  jetst  die  Symbole  f^'c*  tf  so  wie  eben  gesagt 
ist,  auszudrücken. 

Zunächst  ist  nach  Formel  (18),  (25),  (26): 

if^g    +  Ä  -2«. 

CO  =  (jp-\r  (jh  -f     —  «  (/3  +  h) , 

Mttltipliciren  wir  nun  die  beiden  letzten  Formeln  mit  g  und  subtrahiren 
von  der»  erhaltenen  Gleichung  die  mit  gp  reap,  g,  multiplicirte  erste 
Formel  für  tf,  so  erhalten  wir,  da  nach  (6)  und  (8) 
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figa  —  gpô  fi^a 

und 

ego  —  g,is  c^a 

ist, 

(28)  ^l'tf  -=  gK  +  ih  h  -  i  [h  -  A„  +  ßk]  , 

(29)  c-'tf  =  ghp  -  g,h  ~  i[k^-  k,  +  ßk]  . 

Eine  Formel  fOr  fitce  aber  kann  auf  ähnlichem  Wege  nicht  erhal- 
ten  werden,  da  sich  fica  nicht  durch  figo^  cga,  gpO,  g^tt  ausdrücken 
lässt.  Daher  lasst  sich  aus  der  für  »  =  3  specialisirten  Formel  (27) 
fk^ö  und  r^tf  durch  (28)  und  (29)  euifernen,  nicht  aber  fictf.  Wir 
erhalten  so: 

to  +  *)»  -  (^Ä«  +  g^h)  +  2sßh  —  2fic«  —  £  p/J»  -f  4fik  +  4h*] , 
oder/ nach  Vereinfachung  dieser  Oleiehnng  und  DiTtnon  durch  2: 

(30)  iica  ^g,-i-  g^h  +  gh'  +  h,-a[ß'-i-  2k']. 

Subtrahirt  man  von  dieser  Gleichung  die  Summe  der  durch  2  di- 
▼idirten  Gleichungen  (28)  and  (29)^  so  kommt: 

fica  -  iii'^o -ic^ô^g.'j-  i//*  4-  igh'  +  A,  -  £  [ß^''ßk  +  2k:^\ , 
oder: 

(31)  ^.-f  ii/^/»+i7/''  +  /'.4-i(/*-c)'<J  =  *[/3'-/îAj+2Â:'].  (III) 

Diese  Formel  enthält  da»  Correspondehoprincip  in  der  Sfrahlenaxe, 
Da  die  Symbole  u^c*,  wo  a  h^S  iai,  eich  durch  die,  wo 
a  -f*  &  <  3  ist,  und  durch  die  Grundbedingungen  von  g  ausdrücken 
laaaen,  so  erhält  man  jetzt  auf  leichte  Weise  Formeln  für  diese  Sym- 
bole« indem  man  die  Formeln  (18),  (22),  (23),  (28),  (20),  (30)  mit 
09  9pi  9't  9*^  ^  symbolisch  multiplicirt  und  die  erhaltenen  Gleichungen 
passend  verbindet.  Z.  B.  folgt  eine  Formel  für  fi?a  durch  Subtraction 
der  mit  gp  multipiicirten  Formel  (22)  von  der  mit  g  multipUcirten 
Formel  (28),  da 

ist  Es  ergiebt  sich  so  oder  dorch  Benutzung  von 

ft^ö  ^  ftg^c g,6 

die  folgende  Formel  fBr 

(32)  •    ^i^o  =  g,K  —  «  (ßke  -ks). 

Ebenso  folgt  ans  i?9'^i?g0 — eg^^^egpC — pttf  auf  aweifache  Weise: 

(33)  —  ^pÄ,  —  «  {ßhp  -h). 

Ebenso  ergiebt  fi^ca  =  jucir/a  —  cgyö  und  fic^a  =  iicgc  —  ^<7«tf: 

(34)  f»,H0^g.h  +  g^h:'  +  gh,  -g^h^-^t  [fi^k  -ßk,-^  3Ä.) , 
(36)  iic'tf  «     +  g^K*  +gh.-g,K-^[pk'-ßK  +  U,). 

6* 


03  H.  dcauBMtt« 

Endlich  erhält  man  am  den  Wormeln: 

jede  der  folgenden  4  Formeln  auf  mehrfache  Weise: 

(36)  fi«<Jtf  «  g,K  -\-  9eh,  —  $  [ß'ke  —  ßk,  +  Ä"]  , 

(37)  iic'a  +  (j,h,  —  £  [ß'kp—ßk,  +  K]  , 

(38)  ;*'c*<r  =  //,//■  +  f/'hs  —  f  [ß^k^  —  ßk''-{-  k'}  , 

(39)  n^c^a  =n^c^a  =  g,h,  —  t  [ß'k,—ßk*]  j 

ft'e'tf  ist  natfirlich  gleich  NolL 

Sabetitoiri  man  nnn  die  eben  entwickelten  Werthe  von  fft««*tf  in 
die  ans  der  Oleichnng  (27)  durch  Specialiairung  von  m  folgenden  For- 
meln, 80  erhält  man  Identitäten,  wenn  n«l  nnd  fi«2  ist.  Es 
gelingt  also  nicht,  aus  den  Oorrespondensformeln  erster,  zweiter  nnd 
dritter  Dimension  nach  Entfernung  Ton  ß  auch  <t  gana  zu 'entfernen, 
sondern  es  bleibt  dann  mindestens  noch  ein  0  angehöriges  Symbol  stehen. 
FOr  n  »  4  ergiebt  sidi  jedoch  aus  Formel  (27)  nach  Einsetzung  der 
in  (32),  (33),  .j(34),  (35)  entwickelten  Werthe  von  ii*c,  ^^ea, 

die  folgende  wichtige  Formel: 

(40)  G-^fjJi+fa.+  !/;J';.-^!fli.-{-n^B[ß^-2ß'h-\-'0ßk''],  (lY) 

welche  das  Corresponds zprincijt  im  ^^trahUiirauvic  darstellt.  Man  findet 
diese  Formel  auch  auf  fulgeudem  Wege.  Man  multiplicire  vou  der 
aus  (30)  t'olgeDden  Gleichung: 

nnd  von  der  aus  (16)  folgenden  Gleichung: 

ß'^g~\-  h  —  £ 

die  linken  Seiten  und  die  rechten  Seiten  rait  einander,  setze  die  er- 
halten(^n  Ausdrücke  gleich  und  substituire  ^6  -j-  ca  für  ßa.  Dann 
kommt  zunächst: 

+  n€^)4f  +  £{ß^'^2k^ß)  —  ö  -f-  IT  +  3^,Ä  +  âgh,  +  2 g' h' 

-s[2Ä.+2*»]. 

Setzt  man  nun  f&r  fL^ec  und  fte^ö  die  Werthe  aus  (34)  und  (35) 
und  yereinfacht  die  erhaltene  Formel ,  so  erhält  man  die  Formel  (40) 
noch  einmal.  Dieselbe  ist  vom  Verfasser  ursprünglich  nicht  auf  dem 
hier  angegebenen  Wege  der  blossen  symbolischen  Rechnung  aus  den 
Hauptformeln  (16),  (17);  (20),  (21)  abgeleitet  worden,  sondern  direct 
geometrisch  durch  mehrmalige  Anwendung  des  Pr.  d.  sp.  Lage  gefunden 
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wor(]»»ii.  Die  Iiier  gegebene  Ableitung  sollte  beweiseu,  wie  unsere  Syra- 
l)ctlik  kralt  drr  < J ruridformeln  des  §  9.  liie  oft  scliwierigen  oder  wenig- 
stens uiübsameu  rein  yeotndrischen  Merleiluitgen  auf  ein  Minimum  be- 
schränk f. 

Analog,  wie  wir  beim  l'unktepaare  ll).i  die  Wormeln  von  höherer 
als  der  dritten  Dimension  durch  Multiplicatioueu  mit  den  Grund- 
bedingungen eines  der  beiden  Punkte  aus  der  Formel  dritter  Dimen- 
sion III  ableiten  konnten,  so  linden  wir  auch  beim  Strahlenpaare  die 
Formeln  von  höherer  als  der  vierten  Dimension  durch  Multiplication 
oiit  g ,  Op-,  y,j  y»t  (Jr  aus  der  Formel  (IV^)  vierter  Dimension. 

Also: 

(41)  Qh  4- g.h'  +  i?^A.4- gM^iiß^k  -  2ß'k^-\-  3/Jä»),  (V) 

(42)  Ghp'i'g,h.^gpH^i{ß^kp-2fi'k.-\-3ßK),  (VI) 

(43)  OK  +  g.h,-\-g.H^  b  {ßH-.  -  2ß^k.  +  SßK),  (VI  ) 

(44)  GK^y.H^f  {ßH,  -  2/J»jr) ,  (VII) 

(45;  GH  =  e  (ß'K)  .  (VlU; 

Die  letzte  Formel  ist  selbstverständlich. 

§  19. 

BelatlonMi,  welolie  nnr  Onmdbedin^gen  des  Strahleiipaarw  od«r  nur 
ChnuidbodiiiipuigaB  Miner  Goiiieideiis  onthAlten. 

Beim  Punktepaare  konnten  die  linken  Seiten  der  eigentlichen 
Correspoudeuztormelu  vun  höherer  als  der  dritten  Dimension  aul  mehr- 
fache Weise  aus  der  linken  Seite  der  Formel  dritter  Dimension  erhal- 
ten werden.  Hätte  man  diesen  Umstand  zur  Aufstellung  von  Relatio- 
nen zwischen  den  Coinddenzsymbolen  benutzt,  so  wäre  man  auf  keine 
andern  Besiehungen  gefllhrt,  als  auf  diejenigen ,  welche  schon  ans  §  9. 
bekannt  sind.  Wendet  mau  jedoch  beim  Strahlehpaare  das  analoge 
Verfahren  an,  so  kommt  mau  auf  Fonneln  zwischen  den  Grond- 
bedingu Ilgen  einer  Strahleu'Coincidenz,  welche  neu  und  desshalb  intei^ 
essaut  sein  dfliften»  weil  in  den  letzten  Jahren  analoge  Formeln  swi- 
Bchen  den  Grundbedingungen  eines  Kegelschnitts  aufgefunden  sind. 
(Veigl.  Lindemann' s  Vorl.  Ton  Clebsch,  p.  406.) 

Die  linke  Seite  der  Formel  (41)  kann  aus  der  Formel  (40)  nicht 
bloss  wie  oben  durch  Multiplication  mit  g  oder  sondern  anch  da- 
durch erhalten  werden ,  dass  man  ihre  linke  Seite  mit  der  Unken  Seite, 
ihre  rechte  mit  der  rechten  Seite  der  aus  (16)  folgenden  Formel: 

g+h^g^ß 

multiplicirt  und  alle  Coiucidenzsymbole  nach  rechts  bringt.  Dadurch 
erhält  man  nämlich  zunächst: 
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and  M»  dieser  Formel  doreh  VereiiiCMhaiig: 

Oie  lioke  Seite  dieeer  Fomid  ôi  iiiiii  das  Ooppdle  der  linken 
Sette  TOD  Formd  (41>  Moltiplieirt  nan  also  die  Formel  (41)  mit  2 
und  Tergleieht  die  nebten  Seiten,  so  erlilH  man: 

€  iß'  —  2ß^k  4-  4-  6K)  =  *  (2/ÏU  -  4pk^  4-  6ßk^) , 

oder: 

(46)  £  iß*  -  4ß^k  4-  I/Ti»  —        4-  3/rO  =  0  , 
oder: 

c  (^2  _      ^  iiij      —  Zßk  4.  3it^)  =  0  . 

Da 

ist,  so  kaon  die  Formel  (46)  darch  Einführung  des  Symbols  B  eine 
einfachere  Form  annehmen,  ans  welcher  non  k  gans  Terschwunden  ist^ 

nämlich: 

(47)  s  iß*-  4ß^B  4-  3^>  —  0 , 
oder: 

B  iß^  —  B){ß'  —  ÓB  )  ^0 , 

Ffir  eine  lineare  Congruenz,  deren  beide  erxeogende  Axen  unend- 
lich nahe  sind,  gilt  also  der  Satz,  dass  gwiadten  der  emftuhm  Grund- 
htiingung  thnr  Cainctdenß-Axe  h  und  ihrer  Büsdidbedingung  ß,  oder 
»wi$dim  ihrer  BSeMbedingung  ß  und  ihrer  Strahlbedingung  B  immer 
ein  und  dieeelbe  Bdatim  vierter  Dimenainm  hesidd,  wddte  dur^  Fcrmd 
(46)  oder  (47)  dargesteUi  wird.  Ans  der  Formel  (46)  kann  man  dann 
andi  Terachiedene  auf  das  allgemeine  Strahlenpqpr,  oder,  was  dasselbe 
ist,  anf  die  allgemeine  Uneare  Congruenti  beailgUche  Relationen  fünfter 
IHmentiion  finden.  Dies  geschieht  dadurch,  dass  man  die  Gleichung 

Äf  4-  A  -  ^  -  « 

derartig  mit  g  und  h  zugehörigen  Symbolen  multiplicirt ,  dass  durch 
Addition  der  so  erhaltenen  Gleichungen  eine  Formel  entsteht,  deren 
rechte  Seite  nach  Formel  (46)  gleich  ^  ull  zu  setzen  ist.  Wir  erwih- 
nen  von  diesen  Relationen  diejenige,  welche  zwischen  (jF4~^)  cinenmts 
und  ß  andererseits  besteht   Zu  dem  £nde  moltiplidren  wir 

g^h—ß^e 

erstem  mit  ß* , 

eweUene  mit  ^ifi^ig-^-h), 

drUtena  vdt -j- i  ß' {(/ +  hy , 

0 
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viertens  mit  —  ^  ß  iu  -\-  h)^} 
fünftens  mit  +  t\ 

und  addirei!  die  erhaltenen  Gleichungen.  Dann  kommt  bei  Benntsnng 
▼on  (46): 

(48)  16/J5-48/3ni7  +  /04-6O/3'(i7  +  ^0'-4O^U^  +  /'/^+l^'^/5(^  +  Ä)' 

-3((/  +  Ä)^=0. 

In  tliese  Gleichung  liisst  sich  leicht  die  Bedingung  v  einführen, 
welche  aussagt,  class  eine  der  beiden  erzeuL^eiiden  Axen  der  linearen 
Congruenz  einen  gegebenen  Strahl  schneiden  sollen.  Dieselbe  ist  näm- 
lich nach  dem  Gesetz  der  Spaltung  gleich 

Ereetat  man  demgem&sa  das  Symbol  g  -{-h  in  (48)  dorch  v,  ao  . 

erhalt  man  eine  Beziehung  fünfter  Dimension  zwischen  der  Bedingung, 
dass  ein  Strahl  der  linearen  Qmgruem  einem  Strnhlhüschel  nnqrh'òren 
soU,  und  der  Jiedingung,  dass  eine  Axe  einen  StraM  schneiden  seU. 

Es  gelingt  anehy  eine  Formel  fünfter  Dimension  aofzufinden, 
welche  nur  ß  und  B  enthält  Wir  maltipliciren  zu  diesem  Ende  die 
Formel  (17) 

ß^a  +  6 

mit 

und  benutzen  erstens,  dass  nach  Formel  (47) 

siß^  —  4ß'£-^3JP)^0 
ist,  und  aweitens,  dass  auch 

<r  (/Î*  —  4/ï«JB -I- 3JB»)  —  0 

ist.    Letzteres  folgt  daraus,  dass  bei  Benutzung  von  (14)  und  (15) 
und  Ton 

fi^e  4-         fi'c*  (Ghrundformeln  des  §  9.) 

der  Ausdruck 

<y(/3*-4/3^5-f  35')  =  <r  [(f*+c)<  — 4(;i-f  c)^y-[-cî)  +  3  (^'-|- c^j'^] 

verschwindet.    Daher  wird  die  mit  (ß*  —  ^ß'^B-^'öB^)  symbolisch  mul- 
tipUcirte  Formel  (17)  zu: 

(49)  ß^  —  4/ï»J?  +  SßB*  —  0 
oder: 

ß{ß^-B)iß^'-'0B)'^0. 

Dieses  Besnltat  kdnnte  in  Worten  etwa  so  ausgesprochen  werden: 

„Für  Jede  heUehige  einer  Unearen  Cangruens  auferUgte  dreifache 
Bedingung  Z  sind  die  drei  Amakien,  wm  denen 

die  erste  angfi^f  wiewi  lineare  Qon^nmsen  die  Bedingung  Z 
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jzu  erfüllen,  und  zmjlridi  5  f/egebenen  tiUrcJUbiischdn  je  einen 

Stralli  zuzKSfliirkfìi  vcrmöf/eti , 
die  zweite  niiifirht,  wievif  l  Z  erfiUh  u,  .'I  (/e;/<  hem  }i  Straldbiimcheln  je 
einen  Strahl  ziisejiieken  und  Î  t/ef/t  ht  iuit  SIrald  etdlidlten  küinien, 
die  dritte  aiu/i'ht,  wieviel  Z  erfiHleii,  1  f/efff  ht  iieii  Sfrahlhii^schel  t  inen 
Straid  zuavhieken  ,  und  ^  ffe(/ehe)ie  Sfruhlen  eiithulten  können  , 
derartig  von  einander  ahiUing  itj ,  datis  die  S}(nime  der  ersten  An- 
zahl und  des  Dreifachen  der  dritten  Anzahl  yleieh  dem  Vierfachen  der 
zweiten  Anzdid  ist.^  '  _ 

Die  eben  fi;ef"im<leijen  Kehultate  siud,  wie  schon  oben  erwähnt  ist, 
Anulu^ti  von  Kesultateu,  die  Herr  Halphen  t^Iîull.  de  la  soc.  math. 
Bd.  1)  (Lindemann's  Vorl.  von  Clebsch,  p.  106,  Formel  (11))  für 
Kegelschnitte  aufgefunden  hat.  bezeichnet  näuilieh  v  die  einfache 
Grundbedingung  des  i'unktort.s,  q  die  des  Stralilenort.s  eines  in  fester 
Ebene  beÜudlichen  Kegelschnitts,  so  besteht,  wie  die  eigentliche  Cha- 
rakteristikeotheorie  ergiebt^  zwischen  p  und  ç  immer  eine  Relation 
dritter  Dimension,  welche  lantet: 

2i/'  —  Sv'^Q  +  3vç'  —  2q'^  =  0*). 

Wie  nun  bei  Kegelschnitten  der  Relationen  jeder  noch  höheren 
Dimension  mehrere  vorhanden  sind,  so  bestehen  auch  bei  der  linearen 
Congruenz  zwischen  ß  und  (if  +  A),  und  zwischen  ß  und  B  mehrere 
Relationen  jeder  höheren  Dimension,  die  auf  demselben  Wege  gefunden 
werden  können  wie  die  Formeln  (46),  (47),  (48),  (49). 

Selbstrerstandlieh  besteht  für  jedes  Gebilde  mit  der  Constanten- 
zahl  e  eine  Relation  zwischen  je  zwei  fachen  Bedingongssymbolen. 
Festzustellen  wSre  jedoch,  ob  nicht  zwischen  zwei  oder  mehr  Be-  * 
dingungssymbolen  von  kleinerer  als  der  Dimension  audi  Relationen 
bestehen.  Beziehen  sich  die  Bedingungssymbole  auf  verschiedene 
Plficker'sche  Oerter,  welche  in  der  Lage  ganz  unabhängig  von  einan- 
der sind,  so  können  natürlich  solche  ßclatioueu  nicht  bestehen.  Wohl 
aber  sind  dieselben  möglich,  wenn  die  üerter  eine  specielle  Lage  zu 
einander  einnehmen,  wie  der  Ort  der  Punkte  einer  Curve,  der  Ort  ihrer 
Tangenten  und  der  Ort  ihrer  Schmi^pingsebenen.  Der  eben  ausge- 
sprochene Gedanke  fUhrt  zu  folgendem  möglichst  allgemein  ausgespro- 
chenen Probleme: 

„Gegeben  ist  die  Definition  eines  Gebikles  und  a  Dedingungm  für 
dasselbe.  Gesucht  werden  allgemein  gültige  Form^  möglichst  niedriger^ 
vicileicJU  pf^  Dmemiont  deren  p-fache  Bedingungssymbole  jene  a- fachen 
Bedingungen  oder  einen  Theil  derselben  mu  symbolischen  Faetoren  haben,** 


*)  Die  aoalogeu  Helatioueu  für  Fludten  /.weiter  Ordnung  sind  währeud  de« 
Drncln  vom  Vetfaner  gefimdsn. 


Beitrlge  tar  absfthlenden  Geometrie. 


T3 


Die  einfachsten  Fälle  dieses  Probleins  Itaben  wir  schon  durch  die 
Formeln  des  §  8.,  §  0.  und  §  10.  erledigt  Formel  (HI)  iu  §  U.  löst 
2.  B.  folgendes  Problem: 

„(iti/thm  ein  Oei)ildo,  welches  aus  einer  Ëbene  uiid  einein  darauf 
liegenden  Funkte  beateht,  und  erstens  die  Bedingung  ft,  dass  die  £bene 
durch  einen  gegebenen  Punkt  geben  soll,  zweitens  die  Bedingung  e, 
dass  der  Punkt  auf  einer  gegebenen  Ebene  liegen  soll.  Gesurht  eine 
Formel  möglichst  niedriger  Dimension  zwischen  den  i*roducten  der 
Potenzen  von  ^  und  c.  Die  niedrigste  Dimension  einer  solchen  Formel 
ist  die  dritte.    Die  If'ormel  selbst  lautet: 

,»8  _        -f- —      —  0.** 

Zwiftclien  den  (Jrundbediiiiciiii^aii  zweier  in  allgemeiner  Lage  zu 
einander  befindlichen  Strahleji  kann  natürlich  keine  Relation  bestehen. 
Wohl  aber  besteht  eine  solche  zwischen  den  Grundbedingungen  zweier 
sich  schneidender  Strahlen.  Diese  Relation  ist  durch  die  Formel  (IV) 
'  '  des  §  9.  ausgesprochen. 

Die  obigen  aucii  das  Schneidepaar  berücksichtigenden  Formeln  lie- 
fern uns  die  Mittel,  die  eben  erwähnte  Funnel  noch  einunil  zu  erhalten. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  Formel  (18)  symbolisch  mit 

G  —  g,h+  g^h,  4-  yji,  —  gh»  -f  ü  , 

so  wird  die  linke  Seite  der  entstehenden  Formel  identisch  Null.  Da- 
her kommt: 

0  =  tf  [ö  —      +  gpK  +  g.hp  ~  ^Ä,  +  IT] 

-1-2«  [Jf  —      +  K^.  +  ^vA>  —  hh,  -Î-  K'\  . 

Da  nun  kj.  =  A',  /./,/.",  aber  gleich  Null  ist,  so  verschwindet  auch 
das  £  angehörige  Symbol,  so  daäs  wir  eriialten: 

i>  IG  —  g.h  +  gph,-\-  g,h,  —  gh,-^      ^0  i 

das  ist  der  Inhalt  der  Formel  (IV)  in  §  9. 

Da  swar  &  und  g,  durch  g  allein ,  nicht  aber  jedes  der  Symbole 
gp  und  g^  durch  g  allein  ausdrQckbar  ist,  so  würde  diese  Formel  noch 
keine  Lösung  des  Problems  ergeben  können,  eine  Formel  möglichst 
niedriger  Dimension  aufzosteHen,  welche  Mur  die  Potenzen  der  Axen- 
bedingungen  der  beiden  Strahlen  eines  Schneidepaars  enthielte.  Die 
gesuchte  Formel  entstände  aber,  wenn  omn  die  eben  aufgestellte  For- 
mel mit  ^  oder  A  symbolisch  multiplicirte,  und  benutzte,  dtM  ff,^\g^, 
Qma^g*  ist.   Dann  kommt  nämlich  die  Formel  fUufter  Dimension: 

welche,  ebenso  wie  die  Formeln  (46)  bis  (41*  i  ,  ein  Analogon  zu  der 
iuteresbantcn  Formel  dritter  Dimension  liefert,  welche  die  einfachen  , 

« 
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# 

GrundbedÏDguugen  eines  in  ißstet  £beoe  befìndlicben  Kegelschnitts 
verbi  od  et. 

§  20. 

Formeln  zwisehen  den  GrundbedÌDgungen  der  Coincidenz  des  Selmdde- 

paarä  und  denen  des  Schneidepaars  oder  des  allgemeinen 

Strahlenpaars. 

Das  Schneidepaar,  welches  wir  in  §  18.  mir  als  Ausartung  des 
allgemeinen  Strahleupaars  aufgefasst  haben,  betrachten  wir  hier  um 
seiner  seibst  tviUe»,  Dabei  behalten  wir  noch  immer  die  Bezeichnangen 
des  §  18.  bei. 

Die  Coincidenz  des  Schneidepaars  <r,  die  am  passendsten  mit  ftf 
zu  bezeichnen  ist,  entsteht  dadurch^  dass  die  Strahlen  g  und  h  in  den 
Strahl  k  unendlich  nahe  rücken,  wobei  der  Schnittpunkt  c  und  die 
Schnittebene  ft  vollkommen  bestimmt  bleibt.  Eine  e  ff  zugesetzte  a-fache 
Bedingung  bezeichnet  die  Anzahl  derjenigen  Coincidenzen  ê6 ,  welche 
diese  a-fache  Bedingung  erfüllen  und  einem  vorliegenden  Systeme 
(a — 1)'"'  Stufe  angehören.  Alle  Formeln  zwischen  Grundbedingungen 
des  Schneidepaars  gelten  natürlich  auch  zwischen  den  gleichnamigen 
Grundbedingimgen  dieses  specielleren  Schneidepaars.  Z.  B. 


(öO) 

(51) 

(521 

k,, ta  =  ^k t(5  —  u'£(3  , 

(53) 

kt  iO  =  cksa  —  f^étf  , 

(54) 

^  C4f  »  HCkê0  —  fl^€6  —  fftC'ctf  , 

(65) 

Dieselbe  Art  der  Benutzung  des  Corr.-Pr.,  welche  iu  §  18.  zu  der 
Formel  (16)  führte,  führt  hier  bei  dem  Schneidepaare  zu  folgender 
Formel  ; 

(56)  gtf  +  ha—ßo-^to.  (I) 

* 

Durch  sbl.  Muli  dieser  Gleichung  mit  f»,  e  und  g  oder  h  erhält 
man  nach  Benutsung  ^on  (6)  und  (8)  oder  (7)  und*  (9)  und  Ton  (öO): 

(57)  f/pö -\- h,,<s ft^ü  ^  ficft  ^  (iê<f  j 

(58)  .    g,o  -\-  h,a  -\-  c^e  —  ^ca  =  cea  , 

(59)  gha  —  fira  —  c^a  =  kea  . 

Statt  (59)  kann  wegen  (51)  auch  geschrieben  werden: 

(60)  Ba  ^  ghö  —  kso  (vergi.  (24;). 

Durch  Addition  Ton  (59)  su  (57)  und  su  (58)  erhalt  man; 
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(61)  gp9  -f  gho  +       —  V'CO  —  c'cy  =•»  eff(fi4-A;)  ,  (II') 

(62)  g^û  -f  ghü  H-  A«tf  —  fictf  —      «  «  <tf  •  (U) 

Durch  MoltiplieatîoB  der  Gleichung  (57)  mit  c  oder  der  Gleichuig 
(58)  mit     und  dnreh  Benntsnng  der  Relatiim: 

erhält  man  endlich: 

(63)  (h<s  +       -j-  f*^^  +  c'tf  =  f  . 

Diese  Formel  enthält  das  beste  Correspoiiclenzprincip  für  zwei  sich 
schneidende  Strahlen  bei  dreifacher  Correspondenzbediugung.  Sie  kijnnte 
hinsichtlich  ihrer  Einfachheit  der  Formel  (7j  des  §  16.  an  die  Seite 
gestellt  werden. 

Führen  wir  jetzt  die  dem  allgemeinen  Strahlenpaare  angchörigen 
Symbole  dadurch  ein,  dass  wir  durch  Multiplication  von  (18)  mit  g, 
und  h,,  (j,6  und  li^ö  ausdrücken,  und  die  erhaltenen  Aus<Irücke,  ebenso 
wie  die  in  und  (3;i)  gegebenen  Ausdrücke  für  /i'a  und  c^ö  in 
Formel  fßS)  einsetzen,  so  erhalten  wir: 

(64)  G  -f  r/Ji  -h       +  UpK  4-  Z//'.  +  11=  tai^c)  +  Bißk'+P). 

Die  linke  Seite  dieser  Formel  stimmt  mit  der  linken  Seite  der 
Formel  (40)  überein;  die  rechte  Seite  aber  enthält  ausser  der  Coinci- 
denz  des  allgemeinen  Strahlenpaars  auch  die  Coincidenz  des  Schneide- 
paars. Wir  verändern  nun,  weil  dies  fur  die  Ablesung  von  Corre- 
spondenzsätzen  zweckmässig  ist,  die  rechte  Seite  der  Formel  (64)  so, 
dass  alle  Symbole,  die  £  angehören  und  ß  enthalten,  verschwinden 
und  dafür  £0  angehörige  Symbole  eintreten.  Dies  gelingt  durch  ge- 
wisse Formeln,  welche  nur  e  und  ea  enthalten  und  auf  folgendem 
Wege  gefunden  werden. 

Man  addire  die  mit  +  multiplicirte  Cîleiehung  (17),  die  mit 
—  ß  multiplicirte  Uleichung  (18)  und  die  Gleichung  (56).  Dann  erhält 
man  nach  Aufhebung  der  gleichen  Glieder: 

0-=«<y-j-2«ifc  — 2«/î, 

oder: 

(iiò)  ^eiSu^e(ß^k) . 

Hieraus  erhält  mau  durch  sbl.  Mult.  mit  ß-{-Jc  und  mit  ß^-\-ßk-\-k'^: 

(66)  ^iö(ßi-k)^e{ß^--k'^), 

(67)  ^sifiß^-^ßk-^k^)  «  eifi^~  Ä») . 

Berechnet  man  aus  (65)  eß,  mnltiplicirt  mit  k^,  und  eetrt  den 
erhaltenen  Aiudmck  atatt  sßk^  in  (64)  ein,  so  kommt: 

(68)  G-\-gsh-\-  g,h,  -f  g,K  -f  f/h.  +  H=>  * (,( c-f-^Zr^)  -\-4êh  , 

eine  Fornici,  welche  in  vidcn  Fällen  drr  AnwrmlHii'i  des  Carrcspondeng- 
^nnci^s  im  Strahlenraume  be^timer  ist,  als  Jtormel  (40).  . 
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Es  lit'^t  nahe,  dio  Formeln  (40)  un»!  (OH)  oder  ((>4)  dadurch  2U 
verìticireu,  dass  inati  ibre  rechk'u  ìSeiteii  gleiclisetzt.    Dies  giebt: 

(69)  «<r(^»c)     €(ß^-ß^k+ßk^^k^) . 

'Fahrt  man  bier  statt  sß^,  sß^k,  sßk"^  die  aas  (65),  (66)  und  (67) 
folgenden  $4t  enthaltenden  Ausdrücke  ein,  so  kommt: 

Beachtet  mau  jetzt,  dass  k"^  ==  Ij,  -f  Av,  und  benutzt  (50),  (52) 
und  {Öd),  so  erhält  man  die  bestätigende  Identität: 

«tf(^iC)  —  4  «tf  [(fl  +  C)»  —  (Jt+C)*  -I-  (^jfc-^«+cjS;-c«)]  . 

§  21. 

Ablesung  von  Correspondenzsätzen  aus  den  für  das  Stjrahlenpaar  und 
das  Sohneldepaar  erhaltenen  Formeln. 

Naeh  den  in  §  15.  gemachten  allgemeii^en  Bemerknngen  tlber  die 
Salmon-Zeuthen'sehe  Erweiterung  des  Correspondenzprincips  und 
nach  der  in  §  17.  besprochenen  Uebersetzung  der  Formeln  für  Punkte* 
paare  in  Sätze  über  Correspondenzen  zwischen  Pnnkteu  ist  hier  nur 
wenig  hinzuzufìlgen ,  da  die  meisten  Bemerkungen  des  §  17.  ohne 
Weiteres  vom  Punktepaar  auf  das  Strahlenpaar  flbertragen  werden 
können. 

Die  Eintheilung  der  Ccittcidenzen  in  Gattungen  gestaltet  sich  hier  wie 
folgt.  Eine  Coincidenz  im  Strahle  h  ist  von  der  («+  0'*"  Gattung  oder 
«-stufig,  wenn  dieselbe  die  Bedingung  ß"  von  selbst  zu  erfüllen  im 
Stande  ist,  oder,  wasdaraelbe  ist,  wenn  als  verbindende  lineare  Congfruena 
der  beiden  in  k  /iisaniniengefallenen  Strahlen  jede  CJongriK'nz  aus  einem 
System  n«"  Stufe  solcher  Congruenzen  angesehen  werden  kann.  Eine 
Coinciilenz  f  «  + 1)*"  Gattung  wird  forner  d-fach  zu  nennen  sein,  wenn 
durch  jede  Bedingung  (i"  Ò  solcher  verbindenden  linearen  Congruenzen 
bestimmt  sind.  Unter  oo"  einem  Strahle  /•  unendlich  nahen  Strahlen 
giebt  es  immer  oc"  ' /.  schneidende  Strahleu.  Daher  ist  bei  einer  Co- 
incidenz («-f-l)'*'  Ciattung  im  Strahle  immer  ein  System  (« — 
Stufe  von  Coincideuz-Schneidepaareu  bestimmt,  welche  k  als  Coinci- 
denzstrabl  besitzen.  Nun  drücken  aber  die  Foriuehi  (65),  und 
i^u  \  des  §  -Jo.  die  fß,  fß\  fß^  durch  die  tk,  ek^  ek',  ta,  (oß, 
£(j/r,  foß-,  tüßk,  tak-  aus,  und  die  foß,  fOß^,  é ff/?/." -lassen  sich 
wieder  durch  die  to^i  und  füc  ausdrücken.  Daher  kitimen  bei  den 
Corresjiondenzsätzen  die  Coinddenzzoliln) ,  jr  nach  Bi  darf,  entweder 
durch  die  Producte  der  Potenzen  von  ß  und  A"  für  f  ,  oder  durch  die 
Producte  der  Potenzen  von  ^  und  c  für  t  a  und  eine  einzige  Potenz 
von  k  für     ausgedrückt  werden,  wie  Formel  ^40;  uud  (68)  zeigen. 
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Die  Formelu,  welche  in  §  18.  und  §  20.  mit  rdmiechen  l^nmmern 
beseichnet  sind,  eignen  sich  namentlicli  zur  Âblesung  von  CorroBpoii- 
denzprincipien  in  Iierkömmlicher  Ausdrucksweise. 

Das  Chasles'ache  Correspon3enzprincip  im  Strulilbüschel  erliiilt 
man  dadurch,  dass  man  sich  Formel  (üG)  mit  ^^c"^  symbolisch  multi- 
pheirt  denkt.  Die  schon  durch  Zt  iifhai's  J^iifcrsurhumi  ìirlaìiìitcn 
Correspondenzprincipien  Im  Sfrfihicnfcldc  umi  im  Strahlenbündvl  mt- 
ädten  aiis  (02)  und  (61)  iktrch  «6/.  MuU.  mit  ^i^*resp.  c\  If  eu  ist  dns 
aus  (31)  folgende  Correspondcnzprivnp  in  dir  Sfrnhloinxr.  Man  erliält 
dasselbe,  wenn  man  sidi  diese  Formel  mit  .^.dbl.  multiplicirt  denkt 
und  beachtet  I  dass 

identisch  verschwindet,  da  ii'c'ü  =  ^i  cü  -\-  fic'a  ist. 

Die  Formel  (31)  lautet  dann: 
(TO)  B(ff.+ig^h'[-igh^i-h.)^s{ß*-ßk-\-2k^)B 

»Sie  ist  so  zu  einer  eigentlichen  (§  15.)  Correspoudenzlormel  geworden. 
Die  Formeln  vierter  und  höherer  Dimension  sind  von  selbst  eigent- 
liche. < 

Es  wird  OberflUssig  erscheinen,  die  rechten  Seiten  dieser  Corre- 
spondenzformeln  durch  Einführung  der  Coincidcnzen  verschiedener  Uat- 
*  tmgm  noch  besonders  za  erläutern,  da  ja  ersicns  die  Art  und  Weise 
einer  solchen  Deutung  durch  das  Beispiel  des  Puuktepaares  hinreichend 
gekennieiehnet  ist^  und  swoitens  fttr  die  Anwendungen  die  oben  ge- 
gebene einfachere  (Gestalt  der  Gorrespondenzformeln  viel  (jceigneter  ist. 

Das  vollständige  Correspondenzprincip  in  der  Struhlenaxe  lautet 
also  nach  Formel  CTO)^  da  //^/p= />'r/,,,  also  \  JJ(rh=  Ii =B(fJi  ist: 

1)  „iVtini  cu'ts(/tni  dm  oo''  Sfrdidrrt ,  irclrhr  eine  A.vc  srloiridcìi, 
tine  durch  cine  drcifucìie  Conespondi  nzbediuyuny  defìnirtc  Concspondcnz 
àirartig  besteht,  dass  einem  Strahle  X  resjh  X'  a  Strahlen  X'  resp. 
tt  Strahlen  X  entsprechen,  und  dass  diejenigen  Strahlen  X'  resp.  X, 
<wfcfc«  den  sämmtliciwti  Strahlen  X  resp.  X'  eines  in  der  Axc  liegenden 
SMßmckeiU  entdecken ,  eine  Begel fläche  vom  Grade  ß'  resp.  ß  bilden, 
90  itt  die  Summe  dieser  4  Zahlen 

wo  II  die  AnJsM  derjenigen  Strählen  der  Äxe  ist,  in  wMien  0wei 
McA  entsprechende  Strahlen  so  MusammefrfaUen,  dass  swei  gegebene 
^rahUmsehel  je  einen  Strähl  enOudten,  der  diese  leiden  susammen' 
foUenden  Strahlen  eu  schneiden  vermag, 
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wü  9  dur  Orad  der  von  denjemgm  Strahlen  der  Axe  erzeugten  Regel- 
fläche  id,  m  wichen  ewei  sich  eniepredtende  SêraMen  eo  etteanmen- 
faUm,  dose  mm  gegéltener  Skäkfbüiadid  emen  Strahl  enätäU,  der 
diese  beide»  BHsawmtenfäüendetl  SiraMen  eu  mihneiden  vermag, 
und  wo  »  die  Summe  vom  Bünddgrad  und  Fddgrad  des  von  denn 
jemigen  Strahlen  der  Axe  eraeugten  Sirahlenortee  gweUer  Stufe  ist, 
in  ufdehem  »wei  sidi  entspre^ende  Prahlen  eusammenfaiBen.*' 
Oie  eben  genannte  Zahl  a  entspraoh  uuerm  Bg,,  a  xmterm  Bh,,. 
ß  anserm  ^Bg^hf  ß'  unsenu  ^Bgh"^,  u  OBBerm  sBß*,  v  unwrm 
sBßhf  M  unserm  eBh}, 

Das  Conrespondensprindp  im  Strahlenramne  wollen  wir  ans  der 
Formel  (68)  ableteD,  dabei  also  die  Coincidens  dee  Soluieidepaan  be- 
rOcksicbtigen: 

2)  ^  Wenn  emedien  den  od*  Straiden  dee  Baums  eine  durch  eine 
vierfaihe  Cmrreepemdembedingung  defvMrte  Correspondene  derart^  èettûit, 
dass  einem  Strahle  X  resp.  X'  a  Strahlen  X*  resp,  A  Strahien  X  ent- 
sprechen, dass  ferner  diejenigen  StraJiien  X'  resp.  X,  wdche  den  sämmt- 
lichen  Strahlen  X  resp.  X'  eines  Strahlbüschels  entsprccl^en ,  eine  Tlqirl- 
fläehe  vom  Grade  ß'  resj).  ß  bilden,  dass  femer  dù^enigen  Strahìeti  X' 
resp,  Xf  welche  den  sämmtlichen  Strahlen  X  resp.  X'  eines  Strahlen' 
hUndds  entsprechen,  einen  SfraJUenort  zweiter  Stufe  vom  Bündelgrade  y 
bilden,  und  dass  endlich  alle  diejenigen  Strahlen  X'  resp.  X,  welche  den 
sämmtlichen  Strahlen  X^  resp.  X'  eines  Strahletifeldes  entsprechen,  einen 
Strahl cfiort  zweiter  Stufe  vom  Feldgrade  à  bilden,  dann  ist  die  Summe  ' 

dieser  6  Zahlen: 

•  a-i-a-{-ß  +  ß'-{-Y+ä 

Sßeieh 

«  -|-  »  +  4g, 

wo  u  die  Ansahl  derjenigen  Strahlen  ist,  in  wdeken  ewei  sieh  ent- 
sprechende  Strahlen  eusammenfaüen  und  zugleich  sich  so  sdmeiden, 
dass  der  Schnittpunkt  auf  einer  gegebenen  Ebene  liegen  kann  und 
die  SdmUtebene  tkurch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  kemn, 

wo  V  die  halbe  Summe  von  BOndelgrad  und  Fddgrad  des  von  den- 
jenigen Strahlen  ereeugten  Strahtenarts  eweiter  Stufe  ist,  in  wd- 
chen  ewei  sieh  entsprechende  Strahlen  eusammenfaUen  und  eugieidi 
siih  sdmeiden, 

und  wo  e  der  Grad  des  von  denjenigen  Strahlen  erzeugten  Strahlen' 
ortes  dritter  Stufe  (Complexes)  ist,  in  wdchen  ewei  sich  entsprc' 
chende  Strahlen  eusammet^aUen.*'  • 
Wir  fflgen  dieeen  beideu  Correspondenzpriiicipieii  noeh  die  Ueber- 
aetBong  einiger  der  für  das  Scbneidepaar  gefundenen  Formeln  hinau: 
Multiplieirt  man  Formel  (57)  und  (58)  mit  der  Trigerbedingung  By. 
80  Tenohwiiideii  die  Symbole       —  $iea  resp.  c^a  —  fkca  idenüach. 


r 


yiu^jciby  Google 


Beiträge  zur  abzählenden  Geometrie. 


79 


und  wir  erhalten  so  folgende  Correspoudenzsutze  aus  diesen  beiden 
Formeln  : 

3)  „Wnm  zwisciim  den  Sfrahlm,  weiche  eine  Axc  schneiden, 
eifie  ('orrcspondetiz  dcrarH(j  besteht ,  dass  je  ztcci  entsprechende  Strahlen 
5i>7i  S(h)ìrì(lr)i,  itml  dass  durch  einen  nicht  auf  der  Axc  liegenden 
l^uni.t  a  Strahlen  X  rtsp.  a  Strahlt n  X'  gehen ,  dio  entsprechende  be- 
sitzen y  so  ist  die  Summe  dieser  beulen  Zahlen 

«  -(-  a 

gleich  der  Anzahl  derjenigen  Strahlen  der  Axe,  in  denen  zwei  sich  ent- 
sprechrnde  so  zusammen  fallen,  dass  ihre  SchniUebene  durch  einen  ge- 
gebcfien  Funkt  gehen  Icann."^ 

4)  Der  andere  Satz  entsprictU  diesem  dualistisdi. 
Aus  der  Formel  (63)  kann  man  Folgendes  ablesen: 

5)  „  Wenn  zwischen  den  oo'  Strahlen  des  Baums  eine  Oorrespondene 
{X,  X')  bestelUf  so  ist  die  Anzahl  derjenigen  Strahlen,  in  denen  zwei  Mi 
entsprechende  so  zusammengefallen  sind,  dass  sie  siA  sdmeiden,  und 
dass  ihr  Schnit^nkt  auf  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  ihre  SehniU' 
ebene  durch  einen  gegebenen  Funkt  geheìi  kann,  gleich  der  Summe  von 
4  Zahlen,  von  denen  zwei  den  Grad  des  Complexes  der  von  entsprechenden 
Strahlen  geschnittnmi  Strahlen  X  resp.  X'  angeben,  und  von  detien  die 
beiden  andern  angeben,  wieviel  Strahleti  mit  ihren  entsprechenden  in  ein 
und  derselben  Ebene  liegen  resp»  durch  ein  und  denselben  Funkt  gehen 
können." 

Es  bedarf  wohl  kaum  noch  der  Erwähnung^  daaa  die  FUle,  in  denen 
einem  Strahle  unendlich  viele  entsprechen,  von  unsern  Formeln  (41) 
bis  (45)  erledigt  werden,  und  dass  die  Formel  (41)  mit  dem  Corre- 
spondenzprincip  in  der  Strahlenaxe,  die  Formel  (42)  mit  dem  in  dem 
Strahlenbündel,  die  Formel  (43)  mit  dem  in  dem  Strahlenfelde,  die 
Formel  (44)  mit  dem  in  dem  Stralileubiischel  einen  gewissen  Zusammen- 
hang hat,  dessen  Aualogon  beim  Punktepaare  in  §  17.  besprochen  ist. 

Uebrigens  erledigen  unsere  Correspondenzformeln  in  §  16.  und 
§  18.  Huch  diejenigen  Fälle,  wo  durch  die  Correspondenz  (X,  X  )  das 
von  den  Haupteleraenten  X  gebildete  Hystem  von  ariderer  Stufe  ist, 
als  das  von  den  Hauptelementeu  X'  gebildete  System,  wo  also  z.  B. 
jedem  Punkte  X  eine  endliche  Anzalü  von  Punkten  X'  entspricht,  wo 
aber  nun  nicht  jeder  beliebige  Punkt  ein  Punkt  X'  sein  kann,  sondern 
etwa  nur  jeder  Punkt  einer  gewissen  Curve,  jedoch  so,  dass  jedem 
i'unkte  X'  dieser  Curve  oc^  Punkte  X  entsprechen«  Ein  Beispiel  hierzu 
bietet  die  Ableitung  der  Formel  (I)  in  §  22. 

Anwendungen  unserer  Correspondenzformeln  für  Strahlen  folgen 
erst  in  §  24.,  §  25.,  §  20.,  nachdem  auch  die  Uhrigen  Paare  von 
Hauptelementeu  behandelt  sind. 


80 


U.  SCBUHBBT. 


§  22. 

Das  aus  Punkt  und  Ebene  gebildete  Paar. 

Nachdem  durch  die  ausführliche  Behandlung  des  Strahleopaares 

in  §  18,,  19.,  20.,  21.  der  VVe<jf  angedeutet  ist,  wie  man  weiterzugehen 
iiat,  um  nueh  andere  Piiare  iiinsichtlieh  der  Heziehungen  zwisclicn  ihreo 
(.irundbedingongen  und  denen  iiirer  Ausartungen  7u  behandeln,  so 
künnen  wir  uns  beiden  noch  nicht  behandelten  durch  zwei  verschiedene 
Haupleletnenh'  defmirten  Paaren  mit  kurzen  Andeutungen  begnügen. 

Das  aus  Punkt  und  Ebene  bestehende  Paar  hat  zn  Plück  er 'sehen 
Oertern  nur  seinen  Punkt  r  und  seine  El)ene  (i  (§  14.).  Seine  Coinci- 
deny.  f  ist  ein  Gebilde,  welches  aus  einer  Ebene  und  einem  darauf 
liegfiidcii  Punkte  besteht.  Da  die  ( 'oiistantenzahl  dieser  Coincident 
immer  glcicii  5,  die  «les  alltit  nicinen  Paares  aber  gleich  (5  ist,  so  kann 
die  Coinciden/,  von  keiner  hidierm  (ìatlung  (§  17.)  als  der  er.^Li'n  sein. 
Andere  Ausartungen  als  t  sind  nicht  m<')glich.  Die  für  ein  »System 
erster  Stufe  geltende  (iruiultorniel  /wischen  r,  u  und  ê  ergiebt  sich 
am  leichtesten,  wenn  man  jeden  der  oo'  Punkte  der  (x'  Paare  dieses 
Systems  njit  jedem  Punkte,  welcher  auf  «1er  diesem  Punkte  zugehiirigen 
Ebene  liegt,  als  Punktepaar  auffasst,  und  auf  das  dadurch  bestimmte 
System  dritter  Stufe  von  Puuktepaaren  die  Formel  (III)  aus  §  16.  an- 
wendet. Die  Symbole  und  aus  dieser  Formel  sind  dann  gleich 
Nnll  an  setzen.  Das  ed^  Ton  dort  ergiebt  sich  hier  gleich  e  *  Ì,  das 
d^  ?ou  dort  gleich  ^,  das  ig^  von  dort  gleich  die  flbrigen  Coine^etis- 
symbole  toh  dort  sind  hier  gleich  Null.   Daher  kommt: 

(I)  c  +     =  f . 

Hieraus  folgt  durch  sbl.  Mult.  mit  r  —  fi: 

(II)  c^      ^•^«^(r  /l), 
und  durch  sbl.  Mult.  mit  c"^     c  ft     ^i  - : 

(III)  +  1*3  —  « 

Endlieh  ergiebt  sich  durch  sbl.  Mult  mit  c*  —  e^ft  -|-  «f»*  —  i»' 

0  «->  «       —  0*fl  +  efft'  —  fl*), 

das  ist  der  Inhalt  der  Formel  (III)  aus  §  il,  welche  die  Gmndbe- 
diogungen  einer  Ebene  mit  denen  eines  darauf  liegenden  Punktes  ver- 
bindet. 

Ab  Beispiel  far  die  Uebersetzungen  dieser  Formeln  in  Worte  wihlen 
wir  die  von  Formel  (TU). 

„Besieht  gutischen  den  Punkten  ,und  den  Ebenen  des  Baums  eine 
Correspondent  derartig,  dass  etnetn  Punkk  a  Ebenen,  und  einer  Ebene 
tt  Funkte  enisprethen,  bilden  femer  die  Punkte,  wdeke  auf  enlsjprechenàm 
Ebenen  liegen,  eine  Fläche  von  der  Ordnung  n,  die  Ebenen,  welehe  durch 
entspredtende  Punkte  gehen^  eine  Fläche  von  der  Classe  m,  und  già4 
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CS  endlich  in  jalvr  Kbtiir  r  Punita,  n  rU  ìtc  auf  vìitspn  vi«  iuU  it,  Ebeiien 
80  liegen,  dass  diese  Ebeiieii  durch  ttncn  (jcgeheneii  Funkt  gelten,  $0  ist 

Eine  Anumdung  folgt  in  §  29. 

§  23. 

Das  au  Punkt  und  Stanili  gsbttdete  Paar*). 

Dieses  Paar  hat  drei  Plückor'sclie  Oerter,  nämlich  >:eineii  Punkt  c, 
seinen  Strahl  g  und  die  durch  beide  gelegte  Ebene  \i.  Daher  ist  uach 
Formel  (II)  und  (III)  in  §  9.: 

(2)  —  - 

(3)  ft»  — f»»<?  — (»«»H-c». 

Das  Paar  hat  keine  andern  Ansartungen  als  die  Coincidenz  c. 
c  besteht  aas  einem  Strahle  g  und  einem  darauf  liegenden  Punkte  c\ 
e  hat  alsOy  wenn  die  Verbinduugsebene  ^  awisch^  e  nnd  g  jede  tod 
den  OD*  durch  g  möglichen  Ebenen  sdn  kann,  die  Conatantenzahl  5,  und 
wenn  diese  Verbindungaebene  ^  endlichdeotig  béatìmmt  isti  die  Gon- 
stantensahl  6,  d.  h.  entwcider  eine  um  2  oder  eine  um  l  kleinere  Con- 
atantenaahli  als  das  allgemeine  Paar.  Mit  andern  Worten,  die  Coincidenx 
von  Punkt  und  Strahl  kann  erster  und  tweiter  aber  nicht  höherer 
Gattung  sein.  Bei  einer  a-&ehen  Goineidens  erster  Gattong  würde 
die  Verbindnngsebene  a -deutig  bestimmt  sein,  bei  einer  a -fachen  Co- 
incidenz sweiter  Gattung  wOrde  jede  durch  den  Strahl  gelegte  Ebene 
amai  als  seine  Verbindongschene  mit  dem  in  ihn  fallenden  Punkte 
gerechnet  werden  niüsson.  Wollte  man  also  die  beiden  Gattungen  der 
Goineidens  unterscheiden,  so  würde  man  das  Symbol 

BIß, 

in  Bwei  Summanden  zerlegen  müssen ,  von  denen  der  erste  angiebt, 
wieviel  Coincidenzen  erster  Gattung  ihre  resp.  eine  ihrer  Yerbindnngs- 
ebenen  durch  einen  gegebenen  Punkt  schicken,  und  der  zweite  angiebt^ 
wieviel  Coincidenzen  zweiter  Gattung  vorhanden  sind,  jede  so  oft  ge- 
rechnet als  ihre  Yielfachheit  beträgt. 

Um  eine  allgemeingültige  Formel  erster  Dimension  zwischen  e,  g,  n 
und  c  zu  erhalten,  fassen  wir  jeden  der  oo*  Punkte  der  oo*  Paare  mit 
jedem  Punkte  des  ihm  zugeliörigcn  Strahls  als  Puuktepaar  zusammen, 
und  wenden  auf  das  dadurch  erhaltene  System  zweiter  Stufe  von  Punkte- 


*)  Dreistufige  in  l'ester  Ebeiu'  iie^^emle  Systemo  golcher  Paare  belrarht^^t 
Clebach  in  diesen  Ânualeu  (Bd.  VI,  j>.  20a}  von  einem  anderen  Oesicbtapunkte 
an  unter  dem  Namen  (knnexe, 
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paaien  die  Fomiel  (II)  des  §  16.  an.  Das  toh  dort  ili  Ider  NnU, 
das  ed  TOH  dort  ist  hier  gleich  e  -  Ì,  das  éP  Ton  dort  ist  hier  gleich  g, 
das  ffp  TOO  dort  ist  hier  gleich  fi ,  das  f  ^  von  dort  ist  hier  gleich  e, 
das  eb  ist  hier  gleich  Noll.  Daher  kommt: 

(4)  c  +  g-ii=^e.      '  (I) 

Durch  sbl.  Mult.  dieser  Formel  mit  p  4"  Öenutzuug  von  (1)  kommt 

die  eigentliche  Correspondenziormel: 

(5)  c'-^cg-^g^^eic-j-ii),  (II) 

Durch  shl.  Mult.  von  (4)  mit  c'  —  cg-^  erhalt  man  links  bei  Be> 
nntsnng  Ton  (1),  (ß),  (3)  Null.   Daher  kommt: 

das  ist  der  Inhalt  der  Formel  (I)  aus  §  9.,  welche  die  Beziehung  zwischen 
den  Chrundbedingungen  eines  Strahls  und  denen  eines  darauf  liogenden 
Punktes  ausspricht.  • 

Durch  sbl.  Mult.  der  Formel  (4)  mit  g,  ^ig  —  (ic  erhElt  man 
bei  Benutzung  Ton  (1),  (2)  und  (3)  die  eigenüiche  Gorrespondensformel  : 

(6)  g,-\-cg,  —  cf^  =  £  (y,      ^^g  —  fic),  (III) 
Diese  Formel  sagt  Folgeudes  aus: 

„  Wenn  zwiadten  den  oo'  Funkten  des  Éaums  und  den  oo^  Strahlen 
eines  Complexes  eine  durch  eine  dreifadte  Coircspondenzhcdingung  definirti 
Correspondmz  derartig  besteht,  dass  jedetn  Punite  n  Strahlen  entsprechen, 

dasfi  die  co-  Strahìm,  treìrhc  drn  sätnmtiiehni  Fimhtvn  river  Eìkiw  ent- 
sprechen, einen  Strahlenort  zweiter  Stufe  mit  dem  FrUlfjrad  ß  bilden, 
und  dnsfi  die  oo''  Strahlen,  leclehr  den  sämmHieiien  J^unkten  des  liautns 
entsprecltent  einen  Complex  vom  Grade  y  bilden,  so  ist 

y     ß  —  «"»tt  +  v  —  £, 

u»  u  der  Fddgrad  des  von  denjenigen  ShroKlm  gébUddm  StraMm- 
ort$  zweiter  Stufe  ist,  in  welche  entsprechende  Punkte  fallen, 

uto  V  der  Grad  der  von  denjenigen  Strahlm  gebildeten  Pu  nrljiiirhe  ist, 
in  welche  entsprecJiende  Punkte  so  faUen,  dass  die  durch  Punkt 
und  Strahl  tjelegte  Ebene  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  Aattn, 

und  wo  z  der  Grad  der  von  denjenigen  Punkten  gebildeten  Curve  ist, 
dureil  leeJrhr  entsprechende  Strahlen  so  geìicìi,  dass  die  Verbindungs- 
ebene  zu  isehen  Punkt  und  Straid  durch  einen  gegebenen  Punkt 
geiwn  kann. 

Die  analogen  Betrachtungen  und  Resultate  für  das  aus  Ebene  und 
Strahl  bestehende  Paar  entsprechen  den  eben  gegebenen  dualistisch, 
iiezeichuet  man  bei  diesem  Paare  die  Ebene  mit  |tt,  den  Strahl  mit  ff, 
den  Schnittpunkt  mit  e,  die  Coincidenz  mit  £,  80  ergiebt  sich  durch 
dualistische  üebertragung  aus  Formel  (4): 
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(7)  n  +  g^c^ê, 
and  «18  Fonnel  (5): 

(8)  f*'  +  i«i?  + fi'.  = 

Beispiele  für  die  Formel  (6)  und  (8)  folgen  in  §  29. 

§  24. 

Aaimdiuiff  'd«r  auf  das  SMdenpaar  besSglioliaiL  f  ormeln  IBr  die 
Bestinimiiiig  der  ftindamentaleii  Anzahlen  der  linearen 

Congnienz*). 

lu  §  G.  wurde  unter  FundamniUdsaid  eines  GcbiUes  mit  der  Con- 
Skmtcnzahl  c  jede  ZaM  veistandenj  welche  amjieht  j  wieviel  solcher  Ge- 
hOde  einer  c -fachen  nur  aus  Grundbedingungen  zusammengesettUn  Be- 
imgimg  genügen.  Die  sammtlicben  Fondamentalzahlen  eines  Gebildes 
nnd  abo,  kurz  aasgesprochen,  die  nnmerâehen  Werlhe  aller  möglichen 
e-ftudien  Grondbedingongen.  Die  Bestimmung  dieser  Wertbe  kann 
durch  hinreichend  viele  .Formeln  immer  sarfickgefohrt  werden  auf  die 
Bestimmung  der  numerischen  Werthe  von  Bediugungeu,  die  andern 
einfacheren  Gebilden  angehören.  Die  Methode,  durch  welche  diese 
Zorackf&hroDg  geschieht,  ist  von  Chasles  durch  seine  Bestimmung 
▼Oll  Kegelschnitt- Anzahlen  (C.  R.  1864,  1867)  begrflndet,  und  von 
Zeuthen  durch  seine  Abhandlung  Almind.  Egensk.  v.  Syst  af  pl. 
Korr.  weiter  ausgebildet.  Den  allgemeinen  Charakter  dieser  Methode 
wird  der  Verfasser  in  der  zwdten  Abhandlung  erllutem. 

Nach  dieser  Methode  redncirt  sich  die  Bestimmung  aller  fundamen-' 
talea  Anaahlen  des  8trahleni»aares,  oder,  was  dasselbe  ist,  der  dorch 
die  beiden  Strahlen  des  Paares  erzeugten  linearen  Congruenz  auf  die 
Bestimmung  aller  Fundamentalzahlen  des  Schneidepaars  und  weniger 
Fundamentalzahlen  der  Goincidenz  e,  wie  aus  dem  Folgenden  hervor- 
gehen wird.  Die  BrQcke  für  diese  ZurOckf&hrung  bilden  wenige  Formeln 
^  I  18.,  namentlich  die  Formeln  (17),  (18),  (Ui).  Die  wenigen 
Fnndameutaliahlen  von  e,  deren  Kenntniss  zur  Bestimmung  der  Fonda- 
nentslzahlen  der  linearen  Congruenz  ndthig  ist,  enthalten  sSmmtlich 
eine  Grundbedingung  von  höherer,  als  der  vierten  Dimension  fOr  den 
Coinddenzstrahl  r,  haben  also  den  Werth  0.  Die  sSmmtUchen  Funda- 
anntalzahlen  des  Schneidepaars  aber  werden  durch  die  Formeln  (6)  bis 
(15)  in  §  18.  auf  die  Zahlen  zurfickgefShrt,  deren  Symbole  ausser  fi 
und  e  höchstens  die  erste  Potenz  von  g  und  h  enthalten.  Diese  sind 
»bsr  sänmitlich  Null,  ausser 

0fi^e'gh  TZ  ^it^c^yh  =  1 . 


*)  Far  diesen  |  gelten  die  Beceichnongen  von  f  18. 
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Durch  diese  eine  als  apriorisch  anzuaehende  Aiizalil  köiiiien  also 
schliesslich  alle  Fuudameiitalzahieii  der  linearen  Congrueuz  ausgedrückt 
werden. 

Die  dctaüiirtc  Durchführung  der  Reduction  auf  die  Zahlen  <T  und 
diejenigen  Zahlen  f,  die  ffleich  Null  sind,  würde  im  Vergleich  zu  der 
Einfachheit  des  Gegenstandes  hier  zuviel  Raum  kosten.  Wir  kdimen 
uns  damit  begnügen,  auf  Folgeudes  aufmerksam  zu  machen: 

1)  Ist  in  einem  durch  eine  7 -fache  Grundbedinguug  Z  definirten 
Systeme  <s  und  s  bekannt,  d.  h.  weiss  man,  wieviel  Schneidepaare  und 
wieviel  Coincidenzen  Z  erfüllen,  so  bestimmt  sich  die  der  8 -fachen 
Bedingung  ßZ  zugehörige  Zahl  durch  Formel  (17)  in  §  18.,  und  die 
Summe  der  beiden  den  8 -fachen  Bedingungen und  Ai^ angehöngen 
Zahlen  durch  Formel  (18)  in  §  18. 

2)  Die  Zahl^  welche  einer  achtfachen  sowohl  ß  als  fj  -f-  ent- 
haltenden Bedingung  angehört,  kann  immer  aus  zwei  Systemen  erster 
8tufe  erhalten  werden,  aus  dem  einen  als  ß,  aus  dem  andern  als  g-\-h, 

3)  Die  Zahlen ,  weiche  zwei  achtfachen  tSymbolen  angehören ,  die 
durch  V^ertauschung  von  g  mit  h  in  einander  übergehen,  sind  gleich. 

4)  Die  Zahlen,  welche  zwei  achtfachen  sich  dualistisch  entsprechen- 
den Symbolen  angehören,  sind  gleich. 

5)  Alle  B  als  Factor  enthaltenden  Symbole  küinicn  durch  Formel  (1) 
oder  (2)  in  §  IS.  auf  die  übrigen  Symbole  zurückgeführt  werden. 

Beispiele: 

1)  In  dem  durch  die  Bedingung  Ghß'^  dehnirten  Systeme  erster 
Stufe  ist  ausser  o  auch  t  bekannt,  nämlich 

weil  sioh  (Qr  die  Beetimmung  eines  Strahls  eine  fiinffadte  Bedingung 
eigielit,  nnd: 

—  2  •  1  +  1  —  1=2, 

wo  die  Glieder,  deren  numerischer  Werth  Noll  ist,  fortgelassen  wurden. 
Daher  ergiebt  sich  das  ß  dieses  Systems  gleich  2  4-  0  2,  das 
^  +  4«2  +  2.0«2.  Also 

(g^h)  {Ghß')  =  gGhß-'  +  Oh^ß^  «  2, 

d.  b.  da  gOhß^  Null  sein  muss,  weil  dem  Strahle  g  eine  fünffache 
Bedingung  auferlegt  ist: 

Gh^ß^  —  2. 
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2)  Syskm:  (jg-\-hy. 
Bekamt:  £(g+hy  =  0. 

0{0'i'hy  =  35  6ff*h^  +  35  6fh*  —  140  G  A,  +  I^O^^IT 
—  140f»«eVA  +  140|i>c'^A  *  280; 
ChfHnâm:  {g'\'hy^260i  (g-\-hy  ß  mm2&0, 

3)  -Sys/ewj;  (fß-\-hyß. 

Bekannt:  &ub  2)  {g-]-hy  ß=280\  0;  tf  (jf+Ä)«/J— 280. 

Gefunden:  (j9-\-hyß^  »  280. 

B«towHrf:«u8  3)  (^+Â)«/Î«— 280;  «(^  +  ;t)^/3'  =  0;  <y(^4-Äj5|32— 280. 

Gefunden:  {g -\- hy ^  280 . 

5)  5ys^€m;  (if+*)*/3'. 

i^dmni«.-  m  4)  (jr+A)^/}>  —  280;  9(0+h)*ß^  —  216. 
G</iifNtoi:  —  248  imif  e(ff+kyßl^  —  82. 

6)  Sysfefw;  (g^hyß*. 

Bekannt:  aus  5)  (^/-f =  248;    <s{g-\-hyß^  «  12(). 
Gefunden:  ig+hyß^  «  184;   «(^r+Ä)»/!*  —  64. 
1)  Sygiemiig+hyßK 

BdtamU:  aus  6)  (9-\-hyß^  »  184;  »  40. 

Gefunden:  (g-\-hyß«^ii2;   £(^  +  Ä)2/3^  —  72. 

Bekannt:  aus  7)  =  112;  -,  ü. 

6^iiiM20ti:  (^H-^)/)'  —  Ô6;  «(^H-^)/}*^  —  56. 
9)  System:  (P . 

Bekannt:  aas  8)  (g-\-h)ß^  =  56;    <iß'  «  0. 

Gefunden:  ß^  =  28;    f  =  28. 

/n  den  folgenden  ZoMentabetlen  sind  alle  fundamentalen  Angahlen 
der  linearen  Congrueneen  angegeben,  und  ausserdem  audi  aile  vofi  Null 
verschiedeneil  Zahlen  £.  Von  zwei  Zahlen,  welche  Bedingungssymbolen 
angehören,  die  sich  dualistisch  entsprechen,  oder  durcE  Vertauschung 
▼on  g  und  h  in  einander  übergehen,  ist  immer  nur  die  eine  angegeben, 
weil  ja  die  andere  ihr  gleich  ist 

A.  Tabelle  der  Fmidamentalsahlen  der  linearen  Cougruenzen. 

1)  /r>-28; 

2)  /Pto+A)  -  66;    ^'«f  -  28  5 

8) m;  /l»jr,-»;  ^^»-38.; 
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4)  ß^ig  +  hY  =  ì^-i':  ß'fh  =4;    ß'ffji  =14; 

b)  ß'{0^hy  =  2AS;  ß'a  =  i\  ß'<fJi=r,   /^\7.Ä.=5i  /JV**^  — 6; 

6)  /33(5^ +     — 280-,  /3^f7/f  =  2;   ßhfji,^  '0- 

1)  /Î»(^+Â)«  -o  280;  ß^Gh,  -  1  ;  /î^^f.A,  «  2; 

8)  /Ïto+W  —280;  ßGh,^  1; 

9)  (//H-Ä)»  —280;  air->i. 

10)  10; 

11)  Bß'ig-^-h)  «20;  ^/3*^  «10; 

12)  J»/J<to+Ä)«-40;  Bß*gp^3]  Bß*gh  ^U-, 

13)  B/f»(^r-hÄ)»  —  64;  Sß^g.,  —  1;   J3/J»sf.Ä  —  5; 

U)  i?i3'((/4-/i)«-80;  Bß^a^O-,    Bß^g.h^2',  Jiß^g,h,^2', 

15)  Bßin-^hY  —  80;  —  0;   7^/3^/,/*.  =  1  ; 

16)  7? (,74-/0'  =«80;   BGh,  =0;    i^r/.A,  =1. 

17)  B^ß*  —  4; 

18)  JB»/I»to+A)  -8;    B^ß^g  -4; 

19)  B^Pig-^-Kf  -  16;  JB»/Î»i7p  «  1;   B'/J^flfÄ  -  6; 

20)  ^/î (.7 -1-/0»  —24;  =0;    B-^ßg^h  ^2-, 

21)  i?%-f /0*  =  24;  B'G^O-,  B'yJi=^Oi  B'gji,=  \\  B'tjji^^l. 

22)  —  2: 

23)  B»/J(5rH-Ä)-4;  B^ßg^2] 

24)  BHi/+hy  =^S;   B'gp  B^gh^A. 

25)  «  2. 

B«    Tabrlh*  der  von  Null  Ter!«ehi(>d(>nen  Fiinduiiiontal/uliloii  der  linearen 
Congrneaz  mit  unendlich  nnJie  liegenden  erzeugenden  Axeu. 

/r'-»28;     /S«ft  — 28;  ß^h^^-,  /I««;«  — 4;  /S'JT-»!; 

Jl7/S>— 10;  B/}«Ä;»10;  J7/}»i^«  — 3;  S/S'A^— 1; 

5»/J»—  4;  J5»/P*—  4;  B»/îAe  =  1  ; 
Jy3^  =  2  ;  U'k    =  2 . 

Viele  der  Fnndamentalzahlen  dieaer  beiden  Tabellen  A.  und  B. 
können  auch  direct  geometriBch  hergeleitet  werden. 

Beispiele: 

1)  B^gh  ==  4.  Deun  die  drei  Strahlen  von  B^  und  die  Axe  von  g 
werden  s^mmtlich  durch  2  iStralileu  geBclinitten ,  ebenso  besitzen  die 
drei  Strahlen  von  B^  und  die  Aze  ron  h  2  Strahlen,  die  sie  alle 
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schneiden,  und  jeder  der  beiden  ersten  Strahlen  bestimmt  mit  jedem  der 
beiden  letzten  Strahlen  eine  lineare  Congrueuz,  welche  JB^gh  erfüllt. 

2)  sJPß  =  2.  Denn  die  drei  Strahlen  von  eneugen  eine  Regel- 
•chaar  toh  Strahlen,  die  sie  aUe  drei  lehneiden,  und  dem  Strahlbüschel 
▼on  ß  gehören  zwei  Strahlen  tui,  TOn  denen  jede  Tangente  dieser  Kegel« 
sdiaar  iit»  nnd  auf  derselben  zwei  unendlich  nahe  Azen  einer  linearen 
Gongmenz  s  bestimmt,  die  £^ß  erfallt. 

3)  sß^K^  1.  Denn  der  Strahl  von  K  bestimmt  auf  jedem  der 
drei  gegebenen  Strahlbüschel  einen  Strahl,  welcher  den  Strahl  von  K 
sehneidet;  durch  die  so  bestimmten  drei  Strahlen  ist  eine  den  Strahl 
von  K  enthaltende  Regelschaar  bestimmt;  diejenigen  beiden  Strahlen, 
welche  auf  dieser  Regelschaar  in  dem  Strahle  von  K  unendlich  nahe 
liegen,  sind  erzengende  Azen  einer  linearen  Gongmenz  «,  welche  ß^K 
erf&Ui  —  • 

Durch  Einsetzung  der  oben  angegebenen  Fundamentalsahlen  und 
der  zugehörigen  Zahlen  <t  in  die  sammtlichen  zur  Berechnung  nicht 
benutzten  Formeln  der  §  18.,  19.,  20.  erhält  man  VerifieaiUmen  ent- 
weder jener  Zahlen  oder  dieser  Formeln. 

Z.  B.  Für  das  durch  die  Bedingung  ß*  definirte  System  ist  nach 
unsem  Tabellen: 

G  =  iT  =  1  ;    g,h  =  ght  =  1      (jji,  =  Qphp  =  5  j 

Diese  Werthe  stimmen  mit  Formel  (40)  flberein,  da: 
l-|-7  +  5-|-5-f7  +  l  —  28  —  2  .  28  +  3.18. 

Die  Formel  (40)  stimmt  ferner  für  das  durch  die  Bedingung  (^-\-h)^ 
definirte  Sjstem  iibereia  mit  den  Wertben: 

A)»  -  184  Î  /î»J»to+ A)»  —  64  5  ßB*(g^h)^  -  24, 

da 

184 -4.  64 +  3  - 24  =  0 

ist. 

Wir  haben  bisher  bei  allen  auf  das  Strahlenpaar  bezüglichen 
Formeln  und  Anzahlen  die  allgemeinere  Voraussetzung  gemacht,  dass  die 
beiden  Strahlen  des  Paars  zwei  StrahlenÖrter  nullter  Stufe  ersten  Grades, 
nicht  aber  einen  eiiizigeti  Strahlenort  nullter  Stufe  zweiten  Grades  dar- 
stellen. Setzen  wir  nun  den  specielleren  Fall,  dass  beide  Strahlen 
gleichberechtigt  sind,  und.  emm  ekutigen  StraMmort  reprSsetiHrm,  und 
bezeichnett  wir  mit  ff  die  diesem  Orte  angehörige  Azenbedingung,  d.  h. 
die  Bedingung,  welche  yerlangt,  dass  irgend  eine  der  beiden  Azen  der 
linearen  Congruenz  einen  gegebenen  Strahl  schneide,  so  ist  nach  dem 
Oeselae  der  Spaltnng: 

/■-*+». 
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£uisprecheüd  ist,  wenu  fp,  f»,  F  die  Bediugaogen  bedeaten,  dass  irgend 
eine  der  beiden  erzeugenden  Axen  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe, 
resp.  in  einem  gegebenen  Strahlbfisehel  liege,  resp.  gegeben  sei: 

t'p  =  ih  +  K  » 

Die  Zahlen  (ier  obigen  Tabelle  ergeben  daher  diesen  Formeln  ge- 
mäss die  Knndamental/ahlen  einer  linearen  Congrueuz,  dereu  beide  Axeu 
nur  einen  einzigen  Ort  reprüsentiren. 

Z.  B.  aus  U^y-^-hy^'JA  folgt: 

B'f*  —  24, 

d.  h.  in  Worten: 

„Es  (ficht  21  limare  Vi»ì<jrì(rììzm,  welche  zwei  (fcifcbcnc  Strahlm 
cnthalfm  und  ihre  beiden  A.ien  4  f/cf/chcnc  Straldrn  §o  schneiden 
lassen,  dass  jeder  iSirahl  von  nur  1  Axc  t/cschniUcn  wird." 

oder: 

„Die  oo*  Sirakilm  der  oo'  linearen  Congrueneen,  wdehe  &nen  ge- 
gebenen Strahl  enÜhaUen,  und  ihre  Axen  dmrdi  4  gegebene  Strahlen 
^eftidben»  ßUen  den  Strahlenratm  24 mal  aus," 

oder: 

„JDie  op*  Jaen  der  oo'  Unearen  C&ngruenten,  wdehe  nm  ge- 
gébem  Strahlen  enUuUlen,  umd  ihre  Axen  durch  3  gegebene  SiraMen 
'  sdnehen,  Mden  eine  Regdfläehe  vom  24^  Grade." 

Uebrigene  mflsseu  diejenigen  der  obigen  Fimdameotalsablen,  welche 
ein  g  oder  h  angehdriges  Symbol  gar  nicht  enthalten,  durch  2  dividirt 
werden,  damit  eine  Fundamentalzahl  fUr  eine  lineare  Congrues  er- 
scheine, deren  erzengende  Âxen  nur  einen  einzigen  Strahlenort  reprä- 
sentiien. 

Z.  B.  aus     »  28  fegt: 
„Es  gieht  14  lineare  Congrumzent  wdeke  in  8  gegebenen  Strahl- 
büsthdn  je  einen  Strahl  besiteen  können,'^ 

oder: 

^Dic  oo^  Strahlen  der  Unearen  Congruengenf  welche  7  gegebenen 
Strahlhüschcln  Strahlen  tumschicken  vermögen,  bilden  einen  Com- 
plex 14^  Grades." 

§  25. 

Abhängigkeit  der  auf  das  S  türm 'sehe  Problem  der  räumlichen  Pro- 
jeoÜTität  bezüglichen  Anzahlen  von  einander  dnroh  die  auf  das 
Strahlenpaar  besügUohen  Formeln. 

Die  AboShlungsresnltate,  welche  Herr  Sturm  in  seiner  Abhand- 
lung j,  Das  Problem  der  ränmlichen  Projectivitit"  (Math.  Ann.  Bd.  VI, 
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p.  513— ôôO)  Hiulft,  sind  zum  grossen  Tlieil  durch  die  Formeln  des 
§  18.  von  einaütlLT  ahltängii^.  Wir  eo  ii  stati  it.*  n  hier  die  Anwendliar- 
keit  unserer  h\»rnielii  auf  ihis  tJfenannte  Problem,  ohjie  uns  ilal)ei  ir^feud- 
wie  dem  Charakter  dieses  I^robleraa  nähern  /u  wollen.  Dasselbe  lautet 
io  einer  uiiserm  Zwecke  entsprechenden  Formveränderunp: 

„G/y  firn  siiul  int  Rannic  zwei  Gruppen  von  jr.  n  Panktm,  wekitc 
einnitdrr  i  iìfsprrchcnd  zi((/coì  (/urf  das  ro)i  i  iurììi  solchen  Sfrahlcn- 

paar  n  znuitr  Si/sfcm  (11 — n  Slnfe  zu  untrrsiK  hrn .  drssrn  beide 
SfroJdiu  iirznlilnh  tu  il  den  Fuiddcn  der  eiiien  und  der  andnn  (i  ruppe 
icrbìiiid'  II ,  })ntjt  efinsehc  Ehenenuiirfe  liefern,  in  denen  die  nach  iiomo- 
logen  l'unUai  gehenden  Ebenen  ents^rcchaul  aittU.*^ 

Für  ein  solches  Strableopaar  gieM*  es,  der  Natur  des  Problems 

gemäss,  nur  solche  Coincidenzen,  welche  wir  früher  als  von  der  vierten 
Gattung  bezeichneten,  d.  h.  jeder  Punkt  eines  Coincidenz^trahles  kann 
als  Schnittpunkt  der  Jjeiden  zusammenfallenden  Strahlen ,  und  jede 
IChene  durch  den  Coincidenzstrahl  kann  als  Schnittebeue  derselben 
aufgefaast  werden,  mit  andern  Worten,  die  Coincidenz  e  eines  solchen 
Paares  erfiillt  immer  jede  Bedingung  /3'  von  selbst  (vergi.  §  21.  und 
§  17.),  Daher  sind  für  die  Systeme  von  Strahlenpaaren,  die  durch  die 
räumliche  Projectivität  bestimmt  werden,  alle  f,  welche  die  Hedinj^ung 
nicht  enthalten,  gleich  Null.  \N'ir  bezeichnen  nun  im  Folgenden 
immer,  wie  Sturuj,  die  beiden  zusummengeiiîuigen  (Jrupjien  von  je  n 
Punkten  mit  A'*]}",  ferner  geben  wir  an:  erstens  die  Stute  des  dadurch 
bestimmten  Systems  von  Htrahlenpaaren  i  1 1  -  ?n' "  Stufe,  zweitens  die 
Nummern  der  anzuwendenden  Formeln  aus  §  18.,  und  drittens  die  von 
»Sturm  gefundenen  oder  von  uns  danach  bestimmten  numerischeu 
VVerthe  der  auf  das  System  bezüglichen  Bediugungssymbole  in  der 
Schreibweise  des  §  18.,  indem  wir  diejenigen  Coincidenzsymbole  fort- 
lassen, deren  Werth  Null  ist. 

1}  Punktgruppeu  A^B\  iiystain  7"-'  Stufe,  Formel  (44), 

2)  Puiiktgruppen  A^B^,  System  6»«^  Stufe,  Formel  (43), 

Cr/*«  ■=  g,  II  ^    ;    gjit  =  .ö  ;    eß  kr  =  11. 

3)  i'unktgruppen  A^'B'*,  System  Q'"  btufe,  Formel  (42), 

ÖPA^— 5f,i/— l;  i/A  — 5;  — 7. 

4)  Punktgruppen  A^*JV',  System  S»"  Stufe.  Formel  (41), 

Ô)  Punk^ruppen  A^B\  System  4>«  Stufe,  Formel  (40), 
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6)  Punktgruppeii  A\l}^,  System  3'-^  Stufe,  Formelu  (28),  (29),  (30). 

Aus  Sturm's  Resultaten: 

!h  =     =  4  J   gjh  =  (/ht  16  i  g^h  »=  g  h,  =  8 
folgt; 

7)  Punktgruppen  Ä*B^,  System  2*«  Stufe,  Fonneln  (25),  (26). 

Ans  Sturm's  Besnliaten: 

^«-.^.10;  16;  ^,«.Ap«6 

folgt: 

^a-.36; 

8)  Ponktgruppen  A*^S^^,  System  1^'  Stufe»  Fomel  (18).  Ans 

Sturm's  Resultaten: 

folgt: 

Die  von  Sturm  angegebenen  Zahlen  reichen  übrigens  auch  ans, 
um  fOr  jedes  System  die  numerischen  Werthe  aller  übrigen  auf  das 
Strahlenpaar  und  das  Schneidepaar  bezüglichen  Bedingungen  zu  be- 
rechnen. 

Z.  B.  Für  das  durch  die  Punktgmppen  Ä*B*  bestimmte  System 
zweiter  Stufe  ergiebt  sich  aus 

+  -  2Är«  - /If- 6  + 10 4-6  + 10  +  2 . 16, 

•  d.  h.  e9  gUift  64  sich  etUsprethmde  8k€ihlm^  äk  $o  liegeHf  dosa  von 
Êwei  gegebenen  SirahMiMn  jeder  einen  SMil  en^Uät,  der  die 
beiden  sieh  entsjt reckenden  Strahlen  edmeidei. 

Für  das  durch  die  Punktgruppeji  A''B^  bestimmte  System  Ö*"*  Stufe 
ergiebt  sich  aus: 

nHö  =  i,J,,-\-fj,h,  -  t{ßH.-ßk,-{-K)  (Formel  (36)), 

dasB  fi 'r<y  =  0 -f  9  =  18  ist, 

d.  h.  (/if  S(  JniitfpnuJdr  drrjoiit/ni  sicJi  (  vtsjn  i dmuìrn  Siraldm, 
Ui'biir  ::>it/lrich  in  finir  //f(/ebeiicn  Ebene  liegtfi,  bilätn  auf  dieser 
eiiif  ('une  IS'""  Ordnityuf. 

Fiir  das  durch  die  Puaktgruppeu  A?  B'  bestimmte  System  4*'''  Stufe 
ergiebt  sich  aus: 

(i^ctf  =  gji  +  (flr  +  iih,  ^  n,h^  -  e{ß'k-ßkj,-\-U.)  (Formel  34), 
dass  |»»c<y  =  7  +  (3+  19  +  6  +  6)  +  7  -  3  45, 

d.  h.  die  Schuittcbenfn  dfrjfnifjcn  sich  cntapreclicnden  wid  zugleich 
sich  schneidenden  Strahlen,  deren  bchnittfmikte  auf  einer  ge- 
gebenen  Mene  li^genf  umhüUen  eine  Fläche  van  der  Clasae, 
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§  26. 

Die  Abiesimg  von  ProductenBätzen  aus  den  ei^fentUolien 

Correspondenzformeln. 

Im  Allgemeinen  vdllon  wir  iintor  Produdensatz  jeden  Satz  ver- 
■leheoy  weleber  eine  Fumlamentahahl  des  Sjfstems  dcrjetnym  EìemeiUe, 
die  MWcirn  von  ein  mid  demsrlhcii  Ehmentr  erzeugten  Systeme»  geinein- 
sam siiul,  durch  FundamentalsalUen  dicsei-  leiden  Systeme  ausdrückt. 
Ans  (leu  allgemeinen  Bemerkungen  des  §  1.  folgt,  dass  das  äysiem  der 
gemeiiisamen  £iameute  die  Stufe 

keif  wenn  a  und  ß  die  Stufen  der  beiden  Systeme  sind,  und  c  die 
Constauieuzahl  des  dieselben  erzeugenden  Gebildes  ist.  Unter  Fun« 
damentalzahl  eiues  Systems  nullter  Stofe  ist  natfirlich  die  Aiuahl  der 
dietes  System  bildenden  Elemente  sn  Terstehen. 

Dir  rroductensätjsc  für  Systeme  von  Punidni  und  Ebenen  sind  von 
Alters  her  durch  die  uilgehra  bekannt,  welcbe  lehrt,  dass  das  Product 
der  Grade  zweier  Gleichungen' den  Grad  der  zugehörigen  £iimin«üona- 
gleicLung  giebt. 

Die  Productcnsätze  für  Systeme  von  Strahlen  sind  erst  in  den 
letzten  Jahren  von  Halphen  (C.  K.  Bd.  68,  1869,  p.  141  und  C.  R. 
Bd.  74,  1872,  p.  41)  präcis  aufgesteiU,  und  von  ihm  und  Zeuthen 
((J.  K.  Juni  1874)  bewiesen  worden. 

Die  Productensätze  für  Systeme  von  Ke<jehehnitten  in  fester  Ebene 
sind    im    Aiiischluss    an    die   berühmte    ('lias  le  s  sehe  Vermuthung 
„afi  -j-  (il'"  (V.  R.  1864  u.  folg.  Jahre)  namentlich  studirt  worden  von: 
Cremona  (C.  K.  Bd.  ÒU,  p.  776), 
Clebseh  (Math.  Ann.  Bd.  VI,  p.  1), 

Hnlphen  (Boll,  de  k  Soc.  math.,  Bd.  I,  1873,  p.  130  n.  p.-233), 
Lindemnnn  (,,Vorlesungeu  Ton  Clebech,''  p.  400  faia  406). 

Productensätze  ffir  Syiteme  anderer  Gebilde,  ala  der  eben  genannten 
4  (Gebilde,  sind  bisher  noch  nicht  aufgefunden  worden. 

Die  I^nctens&tse  fUr  Systeme  Ton  Punkten,  Strahlen  und  Ebenen 
fetecken  als  sehr  specielle  Fälle  in  unsern  eigentlichen  Correspondens- 
formeln  fSr  das  Punktepaar,  das  Strahlenpaar  und  das  Ebeuenpaar. 
Sind  nimUoh  idlgemeiu  swei  Systeme  und  ß^"  Stufe  gegeben,  welebe 
von  ein  und  demselben  Element  mit  der  Constantenzahl  e  erxeogt  sind, 
so  bestimmt  jedes  der  oo^  Elemente  des  ersten  Systems  mit  jedem  der 
oo'^  Elemente  des  zweiten  Systems  ein  Paar.  Daher  bestimmen  die 
beiden  Systeme  ein  System  («-{-ßy"  Stufe  von  Paaren.  Wir  wissen 
aber,  dass,  wie  schon  oben  erwähnt  ist,  die  in  diesem  System  {a-^ßy*' 
Stofe  vorhandenen  Coincidenien  ein  System  von  der  Stofe 
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bilden.  Mit  aiulerii  Worteu,  während  das  allgemeine  Paar  die  Con- 
stanteüzalil  2c  hat,  hat  jede  Coincidenz  desselben  die  Constantenzahl  c, 
das  lieisst  eine  um  c  kleinere  Constantenzahl.  Dies  giebt  bei  Aiis- 
dehniiuLT  des  in  §  17.  gegebenen  Het^rifls  der  Gattung  einer  Coincidenz 
von  l'unlvtepaaren  auf  Paare  überhaupt,  dass  jedes  gemeinsame  Element 
zweier  von  ein  und  demselben  Element  erzeugten  Systeme  Stufe 
und  ß^"  Stufe  eine  Coincidenz  höcJist^  Gattung  derjenigen  Paare  bildet, 
welche  von  je  einem  Element  des  einen  und  je  einem  Element  des 
ftndoRi  Systenifi  ens6iijft  wovdeii. 

Sind  also  speeieller  die  die  Systeme  erzeugenden  SSlemente  Ponkte, 
Ebenen  oder  SMden,  so  ist  das  eben  erwihnte  gemeiosame  Blenient 
eine  Pnnktooineidena  oder  eine  Ebenenooincidenz  oder  eine  Strahlen- 
coinddenzy  welche  die  Bedingung  resp.  die  ledpxoke  (§  17.)  resp. 
die  Bedingung  /S'  (§  21.)  Ton  selbst  sn  erffillen  ▼ennag.  Wenn  wir 
daher  anf  ein  in  der  angegebeneu  Weise  ans  zwei  Oertem  a**^  nnd 
ß^^  Stufe  entstandenes  System  {tt-^ßy*'  Stnfe  von  Hanptelementenpaaren 
eine  nnserer  Gorrespoudenzformeln  (tt-^fl)^*'  Dimension  anwenden,  so 
venekwmdm  in  dieser  ßUe  ComeiâmtajfmMe,  tmm  âenjemge»,  wMe 
€<jp  resp.  das  redproke  eu  egp,  resp.  tß^  impUeUe  enUuiUen,  Ist  ein 
solches  nicht  verschwindendes  Coincideuzsymbol  gleich  egp  resp.  reciprok 
dazu,  resp.  gleich  s^,  so  giebt  es  die  Zahl  der  ihn  Oertem  a^"^  Stufe 
und  '  Stufe  gemeinsamen  Elemente  an.  Sind  diese  Symbole  noch 
mit  einer  auf  den  Coincidenzpunkt  resp.  die  Coinciden/e))ene  resp.  den 
Ooinddenzstrahl  bezüglichen  Grundbedingung  multiplicirt,  so  geben 
sie  eine  Gradzahl  des  Orts  der  '/(meinsamen  Elemente  an,  die  immer 
aus  dieser  Grundbedingung  leicht  ersichtlich  ist.  Ist  ferner  ein  Glied 
der  linken  Seite  der  Correspondenzformel,  welche  wir  auf  das  System 
{r(-\-ß\^"  Stufe  von  Hauptelementenpaaren  anwenden  wollten,  derartig 
aus  zwei  symbolischen  Factoren  zusammengesetzt,  daj^s  der  eine  Factor 
von  einem  dem  Orte  ft'*"'  Stufe  angehörigen  Elemente  eine  «-fache 
GrundbediiiirniiLî  verlangt,  der  andere  Factor  von  einem  dem  Orte 
ß^"  Stufe  angt  liörigen  Elemente  eine  ^- fache  Grundbedingung  verlaugt, 
so  wird  dieses  Glied  von  jedem  Paare  befriedigt,  dessen  erstes  Haupt- 
element die  «-fache  Grundbedingung,  und  dessen  zweites  Hauptelement 
die  ^-fache  Grundbedingung  erfüllt,  d.  h.  der  numerische  Werth  eines 
solchen  Gliedes  ist  gleich  dam  Pro<li((  f  .'.ncii  r  (ins  dirs<^n  Grnndìinlinijuìujen 
crsichtliçhcn  Gradzaìdcti  der  beiden  Oerlcr.  Besteht  aber  ein  Glied  jener 
Correspondenzformel  derartig  aus  zwei  symbolischen  Factoren,  dass  der 
eine  Factor  von  einem  dem  Orte  Stufe  angehörigen  Elemente  eine 
Grundbedingung  Ycrlangf^  deren  Dimension  von  a  Terschieden  ist,  und 
dan  der  andere  Factor  von  einem  dem  Orte  ß*"*^  Stufe  angehörigen  Eie* 
mente  eine  Grundbedingung  verlangt,  deren  Dimension  nun  also  auch  von 
ß  Teracbieden  sein  musa,  so  kann  dieses  Glied  ?on  keinem  Paare  erfOlU 
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werden,  weil  ein  Ort  von  selbst  keine  GruiitlbediDgung  erfüllen  kann, 
deren  Dimension  grösser  ist  als  soiue  Stufejizuhl.  Desshalb  verschwindet 
jedes  Glied  von  solcher  Beschaftenlieit  bei  der  Anwendung  einer  Corre- 
spondenzforniel  (a-{-ß)*"  Stufe  auf  das  durch  zwei  üerter  und  /S'*"^ 
Stufe  bestimmte  System  (cc-j-ßy'^  Stufe  von  Hauptelementenpaaren. 
Wenden  wir  also  eine  c/V/Oj/Z/c/if' Correspondenzforniel  auf  dieses  System 
an,  d.  h.  eine  solche  Formel,  deren  Glieder  auf  der  linken  Seite,  abgesehen 
von  einer  allen  gemeinsamen  Trägerbedingung,  nur  (irundbedingungeu 
enthalten,  die  sich  auf  die  beiden  das  Paar  constituirendeu  Hauptele- 
raente  beziehen,  00  icrschwinden  Unksalle  Glieder  bis  aufd(is  eine  resp.  die 
beiden  QUeder^  deren  erster  Factor  eine  a  -  fache  ^  deren  eweUer  eine 
ß' fache  Ghrundbedingung  ausspricht.  Dies  Glied  aber,  resp.  jedes  dieser 
beiden  Glieder  ergiebt  das  Product  zweier  Gradsahlen  der  beiden  Oerter. 
Die  FSIle,  wo  die  beiden  gegebenen  Oerter  einen  gemeinsamen  Träger 
besilMD,  erledigen  sich  durch  die  mit  der  zugehörigen  Trägerbedingung 
qrmbotisch  multiplicirten  Gorrespondenzformeln. 

Wir  stellen  nun  in  den  folgenden  beiden  Tabellen  die  eigentlichen 
Oorrespondenzformeln  fìlr  Punktepaare  und  Strahlenpaare  zum  Zweck 
der  Âbleanng  der  Productens&tse  far  PunktSrter  und  Strahlendrter  nooh 
einmal  zusammen,  indem  wir  die  rerschwindenden  Goincidenzsymbole 
fortlassen.  Wir  bemerken,  dass  jedes  Glied  der  linken  Seite  der  mit 
der  Nummer  n  fersehenen  Correspondenzformel  einen  Productensatz 
für  einen  Fall  ausspricht,  wo  die  Stufensumme  der  beiden  gegebenen 
Oerter  tt-^ß  gleich  n  ist,  wobei  an  einigen  Stellen  zwei  durch  eine 
Klammer  vereinigte  als  ein  einziges  Glied  gelten.  Freilich  können  die 
meisten  dieser  Productensätze  als  selbstTersiäudlich  augesehen  werden, 
nämlich  alle  diejenigen,  bei  denen  der  eine  der  beiden  gegebenen  Oerter 
wdUer  oder  höchst  tmglicJter  Stufe  is-t.  Zwei  in  c  und  d  resp.  g  und  h 
symmetrische  Glieder  ergeben  natürlich  ein  und  denselben  Öatz.^ 


Für  zwei  PunktSrter  (§  16.). 

1)  G'(r-f-*/)  =  G'f  , 

2)  ffJr'^-{-rd-^(P)  =  g,yt  , 

3)  c'  -f  r?^/  H-  cd^  -f  (/'  =  //p  t , 

4)  c'<^^-c'd«  +  c<^»  — i»^p«, 

5)  c»«l*  +  c»df»  =  d»^,«, 

Für  zwei  Strahlenôrter  (§  18.  und  §  20.). 
1)  — H'c'tf«, 

2a)  f^o(g,-\-gh-{-hj,)  =  c^ßae, 
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3)  B{g.Jt9pi^-\-9K-^h,)  =  B^U  , 

3a)  B{ g, -j- g,h  + gK  +  h,)  ^  B ß^t , 

6)  GÄp  +  pA  +  ^pJ-W«, 

6»)  ÖA.  +  gJi.  -{-geH^hß^f, 

7)  Gh,-j-f/,H  =  l;ß's  , 

8)  .  GH  =  Kß'£. 


Beispiele  der  Ablesung  fOr  PnnktÖrter: 

1)  Für  den  Fall,  da.ss  zwei  in  einer  Elieiie  ^'elefjene  Punktülter 
erster  Stufe  gegeben  sind,  verschwinden  auf  der  linken  Seite  der 
Formel  (2)  alle  Glieder  bis  auf  das  zweite 

desshnll)  ist  die  Zahl  der  gemeinsamen  Punkte  gleich  dem  Frodude 
der  Grudziihlm  der  Ocrter. 

2)  Für  den  Fall,  dass  zwei  l'unktöiter  zweiter  Stute  j^egeben  sind, 
verächwiii<ieu  auf  der  linken  iSeite  der  Formel  (4)  alle  Glieder  bis  auf 
das  zweite 

desshall)  ist  hgp£,  das  heisst,  die  Gradzahl  de«  Orts  ersler  i^iuU-  dir 
gemeinsamen  Punkte,  gleich  dem  Producie  der  Gradzahleti  der  Oeiicr. 

3)  Für  den  Fall,  dass  ein  Punktort  dritter  Stufe  a''"  Grades,  d.  h. 
der  a -fach  zu  rechnende  Punktrauni,  und  ein  Punktorr  zweiter  Stute 
jten  Grades,  d.  h.  eine  Fläche  Ordnung  gegeben  ist,  verscbwiudeu 
auf  der  Unken  Seite  der  Furmel  (5)  alle  Glieder  bis  aul  das  erste 

wir  erbalten  daiicr  das  auch  selbstverständliche  Resultat,  dass  h''(jyt, 
d.  h.  der  Grad  des  i\vm  Punktort  zweiter  Stufe  und  dem  i*unktort 
dritter  Stufe  gemeinsamen  Punktorts  zweiter  Stufe,  gleich  a-i,  dem 
Froducte  der  Gradsahlen  beider  Ocrter  ist. 

Beispiele  der  Ablesung  fUr  Strahlenörter: 

1  )  Für  den  Fall,  dass  ein  in  einer  Strahlenaxe  gelegener  Strahleii- 
ort  zweiter  Stufe  und  ein  in  derselben  Axe  gelegener  Strahleuort  erster 
Stufe  gegeben  ist,  verschwinden  aut  der  linken  Seite  jeder  der  beideu 
Formeln  (3)  alle  Glieder  bis  auf  das  zweite.  Diese  Glieder  sind  in 
beideu  Formeln  gleich,  da 

B9p--iP9-9')9,--ß9*-(i 

ist,  und  auch 
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ist;  die  Formeln  sagen  also  beide  dasselbe  uuh.  Wir  erhalten  daher 
in  unserm  Falle  das  Resultat,  dass  die  Zahl  der  gemeinsamen  Strahlen 
einer  Congruenz  und  einer  HegelHüche,  welche  beide  ihre  sänimtliehen 
Strahlen  durch  dieselbe  Axe  schicken,  gleich  dem  Frodurk  ihrer  Grnd- 
Z4ihlen  ist  y  wobei  es  hei  der  Congruciiz  (fleichcjültig  ist  ,  ob  man  deti 
Bündelgroul  oder  deti  Feldgrad  nimmt,  da  beide  in  dies^  Falle  gleich 
san  müssen. 

2)  Für  den  Fall,  dass  zwei  Strali lenört er  zweiter  Stufe  gegeben 
sind,  von  denen  der  erste  den  Feldgrad  a  und  den  Büudelgrad  a'  haben 
möge,  der  zweite  den  Feldgrad  h  und  den  Bündrlgrad  //  haben  möge, 
verschwinden  auf  der  linken  Seite  der  Formel  (4)  alle  Glieder  bis  auf 
das  iu  eine  Klammer  eingeschlosseoe,  aus  zwei  Summanden  bestehende 
Glied: 

der  erste  Summand  wird  von  jedem  Strahlenpaare  erfüllt,  tiessen  dem 
ersten  Orte  angehöriger  Strahl  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt,  und 
dessen  dem  zweiten  Orte  angehöriger  Strahl  auch  in  einer  gegebenen 
Bbene  liegt;  der  zweite  Sommeud  wird  von  jedem  Strahlenpaare  er« 
f&Ut»  deeaeii  dem  enten  Orte  angehdriger  Strahl  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht,  und  dessen  dem  zweiten  Orte  angehöriger  Strahl  auch 
durch  einen  gegebenen  Punkt  geht  Wir  erhäUm  so  ßr  âiesm  FàR 
den  bdtamUm  Salphen'sehen  Sais,  dass  die  ZM  der  gemeinsame» 
Strahlen  der  beiden  Oerter 

ah  +  a*V 

ist. 

3)  Für  den  Fall,  dass  ein  Strahlenort  zweiter  Stufe  und  ein  Strahlen- 
ort dritter  Stufe  gegeben  ist,  verschwinden  auf  der  linken  Seite  der 
Fennel  (ô)  alle  GlicMler  bis  auf  das  dritte 

desshalb  ist  der  Grad  der  von  den  gemciusanien  Strahlen  beider  Oerter 
gebildeten  Regelfläche  gleich  dem  Froductc  aus  dem  Grade  des  Orts 
dritter  Stufe  und  der  Summe  des  Bündelgrads  und  des  Feldgrads  des 
Orü»  sweikr  Stufè. 

Der  im  Voriinstehenden  geschilderte  Zusammenhang  zwischen  den 
Productensüt/.en  und  den  eigentlichen  Currespondenztormelu,  konnte 
zwar  den  bekannten  Resultaten  keine  neuen  hinzufügen,  wohl  aber  die 
bekannten  Productensatze  aus  gemeinsamer  Quelle  und  in  einer  Weise 
beweisen,  welche  dem  Charakter  derselben  am  meiateu  enteprechen 
ni3chte.  Da  jeder  Productensate  sich  als  ein  sehr  specieller  Fall 
«iner  eigentlichen  Correspondenzformel  dadurch  erweist,  dass  flür  ihn 
TOB  den  Gliedern  der  linken  Seite  der  Conespondensformel  nur  ein 
ebziges  gewisses  Glied  nicht  verschwindet,  so  ware  es  möglich  geweseB, 
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aus  den  bekaiiiiteii  siimmtliclien  Productensiitzen  auf  die  Gestalt  der  iiukea 
Seite  jeder  eigentlichen  (Jurrespoudenzforrael  indudir  zu  schliessen. 

Der  Verfasser  möchte  an  dieser  Stelle  besonders  hervorheben,  dass 
die  Prüduämsäige  für  jedes  andere  Gebilde,  als  Punkt,  Strahl,  Ebetie 
in  analoger  Weiee  in  gewissen  CarrespandenssäiBen  ßr  Systeme  enthalten 
sein  mOssen,  Sie  von  einem  aus  0wei  sdMien  O^Ukn  lestdienden  Paare 
erseugt  werden.  Namentlich  also  wOrden  die  üHr  Kegelschnitte  in  fester 
Ebene  aufgestellten  Prodactons&tse  enthalten  sein  mflssen  in  den  noch 
onbtfkannten  Correspondensformeln,  welche  für  Sjsteme  von  Kegel- 
schnitt-Paaren in  fester  Ebene  gelten  müssen.  Vidleieht  könnten  um- 
gMtrt  die  bekannten  Productensätge  benutsl  teerden,  um  diese  Corre- 
tg^ondengformdn,  wenn  aw^  vorläufig  nur  in  ihren  wichtigsten  CHiedem, 
und  unter  (fcwissen  Besehränhingeti,  inductnt  abÊtdeiten. 

£s  ist  vielleicht  nicht  überflüssig,  diesem  §  noch  die  Bemerkung 
hinzuzufügen,  dass  im  Vuraugehenden  hinreichend  Mittel  geboten  sind, 
um  für  jeden  ProductensalUs  einen  kureen  Beweis  sueusdmeiden,  welcher 
die  Anwendung  des  Princips  der  s[)eciellen  Lage  und  nur  einmalige 
Anwendung  des  Ch  as  I  es'schen  Corr.-Pr.  enthält,  und  welcher,  unbe- 
kümmert um  andere  Fragen  direct  auf  sein  Ziel  lossteuert.  Kineo 
solclit'ii  Beweis  lassen  wir  hier  folgen,  und  zwar  für  den  H  a  1  ph  en  sehen 
Prudiiett  iisutz ,  w  eil  dieser  am  längsten  unbekannt  war,  und  desshalb 
ein  neuer  Beweis  desselben  am  meisten  iiiteressiren  möchte. 

Am  kürzesten  scheint  der  Beweis  /u  sein,  welcher  sich  an  For- 
mel {(VA)  in  §  20.  anschliesüt.  Diese  Formel  ergiebt  sich  aus  der  For- 
mel (50),  die  ja  imniittelbar  aus  dem  Corr.-Pr.  Hoss,  am  schnellsten 
durch  sbl.  Mult.  mit  /ir  und  Benutzun;^  von  (10),  (11),  (14).  Der 
Halphen 'sehe  Satz  folgt  dann  dadurch,  dass^,  o'  uud  Ji^o  verschwinden, 
SO  dass  übrig  bleibt 

fi^tf  +  c'tf  —  ea(jfic). 

Diese  OperaHon  ergiebt  folgenden  Beweis*),  in  welchem  die  Sgmboltk 
des  Verfassers  und  die  Orundformdn  des  %  9.  absichtlich  nidit  vorauS" 
gesetst  sind. 

Beweis  des  Halphen  sehen  Satzes. 

Die  beiden  Congruenzen  C^  und  C,  mi')gen  in  jeder  Ebene  o,  resp.  n, 
Strahlen  besitzen,  und  durch  jeden  Punkt  a^'  resp.      Strahlen  schicken. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  ..  7Vc/r"  je  zwei  sich  schneidcmie  Sirahien,  von 
denen  der  eine  s,  der  Cougrnenz  (\,  der  andere  der  T'on'^^ruenz  ('., 
angehört.  Jedes  Paar  besitzt  einen  Schnittpunkt  und  eine  Scimittebene. 
Jeder  der  .c  ytmiKiisinnm  Strahlen  .s  der  beiden  (Jougruenzen  ist  ein 
Paar,  dessen     uud     derartig  zusammeufalleu,  dass  jeder  Punkt  auf 

*)  DieaoD  Beweis  bat  der  Verfiuner  tehon  im  Januar  1874  einigen  Mathe- 
matikeni  Brieflioh  mitgetheilt. 
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ihm  ois  SdmUlpunkt,  jede  Ebene  durch  ihn  ab  SdmiMene  des  Faarea 
aDgeteben  werden  kann.  Die  Strahlen  s  gehören  also  immer  sa  den- 
jenigen Paaren,  deren  Schnit^rankte  auf  einer  beliebigen  gegebenen 
Bbene  E  liegen,  und  deren  Schnittebenen  durch  einen  beliebigen  Pnnki 
P  gehen,  und  sind  unter  diesen  Paaren  diejenigen,  deren  $^  und  an- 
sanunenfidlen.  Wir  bestimmen  daher  nach  dem  Chasles'schen  Corre' 
apondeneprincip  in  einem  Strahlhüschel ,  dessen  Scheitel  Q  und  dessen 
Ebene  F  heisse,  die  Zahl  derjenigen  Strahlen,  in  denen  zwei  Strahlen 
▼on  solcher  Beschaffenheit  zusammenfallen,  dass  der  ^e  den  Strahl 
«, ,  der  andere  den  Strahl  s.,  eines  Paares  schneidet,  dessen  Schnitt- 
punkt auf  einer  beliebigen  Ebene  E  liotrt,  und  dessen  Schnittebene  durch 
einen  beliebigen  Punkt  P  geht,  und  erhalten  also, 

wo  cc|  resp.  die  Zahl  der  Paare  ist,  deren  s,  resp.  einen  ge- 
gebenen Strahl  ^1  resp.  schneidet;  wShreiüi  ihr  Schniil|iunkt 
auf  E  liegt,  und  ihre  Schnittebene  durch  P  geht, 

wo  M  die  Zahl  der  Paare  ist,  deren  Schnittpunkt  auf  E  liegt,  und 
deren  Schnittebene  sowohl  durch  P,  wie  auch  durch  den  Scheitel 
des  Büschels  Q  geht,  d.  h.  durch  eine  Gerade  geht, 

wo  è  die  Zahl  der  Paare  ist,  deren  Schnittebene  durch  T  geht,  und 
deren  Schnittpunkt  sowohl  auf  E,  wie  auch  auf  der  BQschelebene  F 
liegt,  d.  h.  auf  einer  Geraden  liegt, 

und  wo  endlich  x  die  gesuchte  Zahl  der  gemeinsamen  Strahlen  ist 

Demnach  ist: 

«  —  +  («»—«). 

Man  erkennt  nun  4eicht  dwrA  das  Frimei^  der  speeidkn  Lage, 
dass  der  erste  Summand  rechts  gleich  p  ist,  und  der  zweite  gleich  e 
.ist,  wenn  p  die  Zahl  der  Paare  ist,  welche  ihren  Schnittpunkt  in  einem 
gegebenen  Punkte,  und  e  die  Zahl  derer  ist,  welche  ihre  Schnittebene 
in  einer  gegebenen  Ebene  haben.  Denn  legt  man  einen  eben  ge- 
nannten Strahl  und  einen  eben  P  genannten  Punkt  in  eine  eben  E  ge- 
nannte Ebene,  so  zerlegt  sich  die  Zahl  i>t  Zahl  derjenigen  Paare, 
welche  ihren  Schnittpunkt  auf  g.^  haben,  und  zugleich  ihre  Schnitt- 
ebene durch  P  schicken,  und  die  Zahl  derjenigen  Paare,  deren  Schnitt- 
ebene* die  Ebene  E  ist,  d.  h.  in  die  Zahl  e  und  die  Zahl  e.  Es  ist 
also: 

ebenso  natürlich  auch: 

und  dualistisch  entsprechend: 

]l»lh«aMMMh*  Aaaslm.  Z.  7 
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Daher  erhalten  wir 

Damit  iót  der  Halphcn'sciie  Satz  bewiesen.  Denn 

e  =  a,  ■  a.,,  und  p  =  r/,'  • 

da  der  Voraussetzung  gemäss,  in  einer  Ebene  E  die  Congruenz  C\  a,, 
die  Congrueuz  C\  Oj  Strahlen  besitzt,  da  ferner  jeder  dieser  a,  Strahlen 
mit  jedem  dieser  Strahlen  ein  Paar  giebt,  dessen  Schnittebene  die 
Ebene  E  ist,  ly^d  da  endlich  das  dualistisch  entsprechende  für  einen 
Punkt  P  gilt 

§  27. 

LÖBOiig  der  Proldeme  der  u  «bwr  oder  molmm  SteDen  nrai-  oder 
mebrpoxiktig  berlUumideB  Taageiten  einer  aUgemeinen  Fliehe 

pf^  Ordnung. 

Die  iu  §  16.  entwickelte  allgemeinere  Änffaeeong  des  Oorrespon- 
densprineipe  swiechen  Punkten  eigiebt  mit  Leichtigkeit  sowohl  die 
schon  beetinnnteni  wie  such  die  bisher  noch  nicht  bestimmten  Orad" 
gaMm  der  Oeiier,  toMe  von  dm  ekte  oM^ememe  Fl&tèe  ti^  Ordmmg 
an  einer  oder  mdureren  Skßen  Mwei' 

Tangenienf  deren  Berühfunffspunkien  und  deren  einfadien  Sdmülpnnkien 
gebüdd  werden. 

Der  Kurze  wegen  bezeichnen  wir  mit 

wo  ß,  y  oder  d  nur  geechnebeu  wird,  wenn  es  mindestens  gleich 
zwei  irt,  jeden  Strahl,  welcher  ?on  Fm  an  einer  Stelle  tt,  an  einer 
zweiten  ß,  an  einer  dritten  an  einer  vierten  ß  unendlich  nahe  Punkte 
enthält.  Jeden  der  oo*  Straj^len,  die  im  Allgemeinen  Fn  an  n  Stellen  - 
einpnnktig  schneiden,  bezeichnen  wir  mit  »«i."  Jeden  Punkt,  iu 
welchem  ein  solcher  Strahl  4,  p  unendlich  nahe  Punkte  von  Fn  untr 
hält;  d.  h.  p-panktig  berOhrt,  nennen  wir  „(Smrp),"  oder  auch  „einen 
Funl't  rp  des  Sirahls  s,*^,  und  jeden  Punkt,  in  welchem  ein  solcher 
Strahl  Sa  nur  einen  Punkt  der  Fläche  enthält,  m.  a.  W.  die  Fläche 
schneidet^  „einen  seiner  Punita  r,  "  oder  «(S«f|)^>  Das  Problem,  welches 
die  Bestimmung  der  Gradzalileu  des  yen  einem  s^^  erzeugten  Strahlea- 
orts  oder  dar  Ton  seinen  Punkten  r  erzeugten  Punktörter  verlangt, 
bezeichnen  wir  auch  mit  s^-  Dann  sind  folgende  Probleme  möglich 
(vergi.  Salmon-Fiedler's  Baumgeomeirie  II.  Aufl.  U.  Th.  Art  447 
und  462): 

Von  diesen  Problemen  ist 
1)  in  den  Flacker 'sehen  Formeln  als  specieller  Fall  enthalten: 

hi 


biyiii^ed  by  Google 


fieitrSge  sur  »bsäblenUeii  (Jeometrie.  ^ 
•   2)  seit  lauge  vollatäudig  gelöst: 

(vergi.  ►Salmon-Fiedler,  II,  Th.,  II.  Aufl.,  Art.  13u.  f.  Cremona's 
Teoria  delle  superf.  in  Cnrtze's  Uebers.  Nr.  Ü7); 

3)  durch  Sslmou  algebraisch  gelöst: 

(vergi.  Salmon,  Quart.  Journ.  Bd.  1,  und  Sahnou-Fiedler, 

II.  Th.,  II.  Aufl.,  Art.  447  u.  f.); 

4)  dnreh  C  leb  ach  algebraisch  behandelt: 

»4  * 

(Yeigl  Glebscb,  Onlle-Boreh.  J.  Bd.  58,  p.  98)*); 

5)  .durch  Stnrm  mit  synthetischer  Absählnng  behandelt: 

(vergi.  Stffriu,  Creile  -  Horch.  J.  Öd.  72,  p.  ^50); 

6)  bi.'iher  uoch  uicbt  gelöst: 

h  9  ^iì>  hnt  *«w 
(▼etgl.  Salmon-Fiedler,  II.  Th.,  II.  Anfl.,  Art  405,  letite  Zeile). 

Unsere  LÖ6uny  Juser  11  Probknir  beruht  darauf,  dass  wir  unsere 
in  §  16.  entwickelten  Punktepaarformeln  auf  alle  diejenigen  Systeme 
vierter  bis  erster  Stufe  von  Punktepaaren  anwenden,  welche  erzeugt 


werden  von 

allen  möglichen 

zwei  Punkten  : 

1) 

rt 

und 

♦"i 

jedes  der 

oo*  Strahlen  s, 

(giebt  Problem  .s^) , 

2) 

^2 

und 

jedes  der 

oo'  Strahlen  >'j 

(Problem  s.,), 

3) 

und 

jedes  der 

oo^  Strahlen 

(Problem  8^)  ; 

^) 

und 

jedes  der 

oo^  Strahlen 

(Problem  8^), 

&) 

und 

jedes  der  od'  Strahlen 

(Problem  <„); 

G) 

und 

jedes  der 

00*  Strahlen  s^f 

(Problem  s^) , 

7) 

und 

jedes  der 

oo'  Strahlen  Sjf 

(Problem  s^^, 

8) 

und 

jedes  der 

oo*  Strahlen  s,« 

(Problem  s^)] 

9) 

U 

und 

jedes  der 

oo'  Strahlen 

(Problem  Sj), 

10) 

und 

'i 

jedes  der 

oo'  Strahlen 

(Problem  s^j)  ; 

11) 

r-i 

und 

'\' 

jedes  der 

oo'  Strahlen  s.^^ 

(Problem  Sj), 

12) 

»'s 

und 

»•| 

jedes  der 

oc'  Strahlen  Sy^ 

(Problem  s,,), 

13) 

^2 

und 

»1 

jedes  der 

oo'  Strahlen  s^^ 

(Problem  s^,), 

14; 

und 

'i 

jedes  der 

<x>*  Strahlen  8^^ 

(Problem  s^^i)  i 

*)  Vosi  bestimmt  (Ifafh.  Ann.  Bd.  IX,  p.  483)  die  Ordnung  der  Corre  vier- 
piinktig>-r  ßon'lhrung  auch  anf  PlSdien  mit  Doppel-  und  Bflckkehrenr?e  und  auf 
windichiefen  Flftchen. 
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15)  f.,  und  r,  jedes  der  oo'  Strahlen  Sj^j    (Problem  s^2), 

16)  t\  und  r,  jedes  der  cxj'  Strahlen  s.,^^    (Problem  Sjjj)» 

17)  r,  und  r,  jedes  der  oo'  Strahlen  s.,.^ 2    (Problem  .s.o..,). 

Die  in  dieser  Talielle  einem  der  17  Systeme  nachgesetzte  Klammer 
giebt  dasjenige  unter  den  oben  aufgestellten  11  Problemen  s  an,  dessen 
Losung  durch  die  Coincidenzen  dieses  Systems  erhalten  werden  kann. 
Der  Umstand,  dus,s  mehrt rr  Anzahlen  aus  zwei  oder  drei  Systemen 
gewonnen  werden  können,  wird  für  die  C(»ntrole  der  Rechnung  nutzbar. 

Der  Verfasser  behandelt  im  FoUjemlcn  nur  die  Systeme  9)  his  17), 
weil  die  aus  ihnen  resultirenden  Anzahlen  bisher  unbekannt  waren, 
bemerkt  jedoch,  dass  er  durch  die  analoge  Behandlung  der  Systeme  1) 
bis  8)  die  durdi  Salmon  und  Sturm  bekannten  AnMahlen  ohne  Schwie- 
rijßteii  gewönne»  hat. 

Die  Systeme  9)  bis  17)  sind  sftmmtliGh  enter  Stufe.  In  Ueber- 
einetimmnng  mit  den  Symbolen  des  §  16.  beseicbnen  wir  die  eiofaehe 
Onmdbedingung,  welche  sieh  auf  den  in  jedem  Systeme  soent  genann- 
ten Pmikt  besieht,  mit  e,  die  anf  den  sweiten  Punkt  besfigliche  ein- 
fache Grundbedingung  mit  d,  die  auf  den  Verbindungsstrahl  besOgliche 
einfache  Grundbedingung  mit  g,  die  Anzahl  der  Goincidenxen  mit  «. 
Dann  besteht  zwischen  e,  dj  g,  e  die  auf  das  Punktepaar  erster  Stufe 
bezOgliche  Formel  (§  16.,  Formel  (I)) 

c  -\-  d  —  g^e» 

Wir  brauchen  daher  fftr  die  Systeme  9)  bis  17)  nur  folgende  10 
Zahlen: 

»4»  (««O»  («4«'i); 

ht7  (»a«»-«)»  («s»*"»).  («w**i)î 

wo  Sj.  resp.  iSxri,)  die  Gnulzaid  den  von  den  oc'  Strahlen  Sjt  resp. 
den  cx)*  Punkten  (s^r^)  erzeugten  Ortes  erster  Stufe  bedeute. 

Von  diesen  Zahlen  sind  durch  Salmon  bekannt  und  vom  Ver- 
fasser durch  seine  Abzühlungsmethode  bestätigt  gefunden  : 

54  =2n(n-3)(3n— 2)  (Art.  458) , 

{ß^r^)  —  tt(lln-24)  (Art.  447)  , 

Ä„  —  n(«-3)(fi-4)(ii«-|-6fi-4)  (Art  469), 

(^t^i)  —  »(«—4)  (3n2+6i»->24)  (Art,  459) , 

rj)  =  w  (n  -  2)  (n  —  4)  (n-' + 2 n  -f- 12)  (Art.  460) , 

s-iti  =  i     ;i  —  3)  (w  —  4)  (n  —  5)  (w'  +  .3 «  -  2)  (Art.  4G 1  ) , 

ihti^'i^  =  2  »(w~-2)  (n  — 4)  (n  -5)  (V  +  5n-j-12;  (Art.  461) . 

Die  jeder  der  7  Zahlen  beigesetzte  Artikelnummer  bezieht  sich  auf 
Salmon-t'iedler's  Werk,  U.  Th.,  11.  Aufl. 
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Die  nodi  nicht  bekaunten  .j  Zalileu  (.v^r,),  {s^■ì^^^),  (Sjjjrj)  köuuen 
aus  diesen  7  Zahlen  sehr  leielit  bestininit  werden. 

Die  Anzahl  der  Punkte,  welche,  in  einer  Elu'iie  liegend,  zugleich 
der  Flüche  F„  und  den  vierpuuktigeu  Tuogenteu  angehören,  ist 
nach  eiueai  ProducteitsaU  (§  26.): 

n  '  s^, 

Zu  diesen  Punkten  gehören  aber  nicht  bloss  die  Punkte  der 
Strahlen  s^,  d.  h.  die  einfachen  Schnittpunkte  der  Strahlen  s^,  son- 
dern auch  deren  Berührungspunkte  r^.  Da  in  jedem  solchen  Berüh- 
rungspunkte die  Fläche  F„  und  die  von  den  Punkten  der  Strahlen 
gebildete  Fläche  4  Punkte  gemein  haben,  so  zerlegt  sich  die  Zahl 
n-s^  in  zwei  Summanden,  von  denen  der  eine  é'(s^r^)  und  der  andere 
(äff,)  ist*).    Also:  m 

Analog: 

(532  r,)  =  n  •  S32  —  3  (6'32r3)  -  2  («„r,) , 

Diaraus  ergiebt  sich  die  Ordnung  der  von  den  einfacken  StMnU' 
pwikten  der  vierpuiM^  Tangenten  gebildeten  Curve: 

(s^r.)  —  2fi(n-4)  (3n«H-ii~12), 

ferner  die  Ordnung  der  Curve,  gMdet  von  deff  einfachen  Schnittpunkten 
der  dreipunktig  und  ßugleidi  Mweipunktig  herührenikn  Tangenten: 

(53,  r ,  )  —  « (n  —  4)  (« — 5)  (n3 + 6««  -  n  -  24) , 

und  die  Ordnung  der  Curve,  gebildet  von  den  einfachen  SchniUpunkten 
der  an  drei  Stellen  zwcipunktig  berührenden  Tangenten: 

(s,-,,r,  i  =  ^  n\n  —  4)  {n-  ö)  (n  — 0)  [^n^-^-'.hi'^  —  2n  —  12). 

Der  Factor  —  4)  in  der  ersten,  (n  —  5)  in  der  zweiten  und  (» — (î) 
in  der  dritten  dieser  drei  Formeln  mussfr  erscheinen,  weil  boi  einer 
Fläche  vierter  Ordnung  die  vierpunktig  berührenden  Tangenten ,  bei 
eitler  Flache  fünfter  Ordnung  die  drei-  und  zweiiiunktiLT  berührenden 
Taugenten ,  l>ei  einer  Flüche  sechster  Ordnung  die  an  drei  Stellen 
zweifiunktig  Ixnührendeu  Tangenten  keinen  weiteren  Schnittpunkt  be- 
sitzen können. 

Wir  haben  durch  die  oben  erwähnten  7  bekaunten  Formeln  und 
die  eben  abgeleiteten  n  Formeln  aile  AìizaìiU  ìi ,  n  eh'hc  :nr  Jìrsfnnmung 
der  Anzahlen  der  CoinvIdoiZi»  in  den  Sifsfonrn  î>)  bis  11)  notiiig  sind. 
Wie  sich  diese  Coincidrnzeii  und  die  Zahlen  .s, ,  Ò33,  ô'^-^j,  ^2222 

dann  ergeben,  zeigt  die  l'olgeude  Zusanimeustellung. 

*)  Aehnlieh  verflUirt  Sturm  biiweilen  in  seiner  oben  erwähnten  Abhandlung 
(Berch.  J.  Bd.  71,  p.  860). 
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s  i e  ui  0)  oder      u  n  d  r,  auf  ä-,  . 
e     (s^r^)  •  (»— 4)  =  n(  1 1  n  -  24)  («  -  4) , 
4  -  («4»-i)  "=  2»(«  -  4)  (3«'H-n- 12) , 

*4-(n-4)     —  2»(n-3)(3n-2)(n— 4), 

««>c-f-</  -  ^  =  5tt(#*-4)  (7»— 12), 

Ä5— 5w(»i    4)  (7 11—12), 


also: 

d.  h. 
oder: 


^EUte  Fläche  n**^  Ordnung  besitzt 

5»(i»-4)(7n-12) 

ßnfpiiMig  heruhrenâe  Tangenten," 

Danach  bestätigt  sich  die  ursprOuglich  von  Salmon  vermuthete 
Zahl  (Salmon-Fiedler,  U.  Th.,  II.  Aufl.,  Art.  465  am  SchlusB)  nicht*). 

ISystem  10)  oder     und     auf  a^t 

e  —  (5^  r,)  (n-  5)    —  2n(»-4)  (3#i»-|r»— 12)  («-5) , 
—  (»^  ri)  (n— 5)    c=2»(ii-4)(3fi«+«— 12)(n-5), 

^  —    .  (n-4)(n-5)«  2n(n— :î)  (:în  -2ì     -4)  (m -5) . 

Der  Factor  [n — 4)  (»  —  5)  steht  bei  in  dem  Ausdrucke  für  g 
desswegen,  weil  ;iut  einer  vierpunktigen  Tangente  jeder  der  (»  —  4) 
eiufachen  Schnittpunkte  mit  jedem  der  (li— 5)  andern  ei nfaclien  Schnitt- 
punkte zwei  Punktepaare  unsere«  System«  bildet,  da  jeder  der  beideu 
Punkte  als  Punkt  c  und  ab  Punkt  d  gelten  kann.    Wir  erhalteu: 

smmc     d  —  g  ^  2fi(»— 4)  (n— 5)  (»+ti)  (3»  — 5), 
—  2ii(i»— 4)  (m  — 5)  (n  +  ö)  (3  «—5), 


d.  h. 
oder: 


also: 


„Eine  Fläche  nf^  Ordmmg  besität 

2n(i»— 4)  (»—5)  (n+6)  (3»— 5) 

Tangenten,  wMe  an  einer  SkXk  vierpnnktig,  an  einer  cmäem 
Mwe^punküg  berühren." 

ISjstem  U)  oder      und      auf  ^i,. 

c  —  (S3,r,)  «  11(11-4) (3n«+öi»-24), 
"     d  -  («^r,)  - 11(11-2) in- 4)  (ii»+2»+ 12) . 
^—  «s,     —  ii(n-3)(n~4)(«»-f-6«--4), 

ammc  +  d  —  g^  &»(»— 4)  (7n— 12)  -,  ^ . 
i>ie9  giébt  eine  Bestäügmg  der  m  System  9)  ftes^imm^  jImmiM. 


*)  Jene  Zahl  ist  vielmehr  um  6ii(ii— 4)(ll»— 84)  sa 
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System  12)  oder  r,  und  r,  auf 

c  —  (Sgjrj)  (n — Ô)  =  n  (?i  —  4)  (IJ  w'-'  +  5  n  -  24)  (n  —  5) , 

—  («j^n)  —  n  (« — 4)  (« — 5)     +  H  m'^  —  n  —  24), 

9'^  hi'  (»i-6)-.ii(ii-3)(n-.4)(ii^-H6»-4)(n-ö), 

also: 

««c  +  rf-^  —  2n(ii-4)  («  -5)  (n+6)  (Su— 5)  — ä^,. 
D»es  gid4  eine  Bestätigung  der  im  Sjfateme  10)  heeümmte»  AneakL 

System  Id)  oder  r,  nnd  rfüut  fl^. 

c  =  (sgj  r,)  f » — 6)  =  «  (n  —  2)  (  n  —  4)  (n'^  4_  2  w  +  ]  2}  (w  -  5), 
ä  —  («i»r,)  «  n(n-4)  (»-5)  (n^+fin' -  n-24) , 

^—       .  (n-5)  — fi(Ä-3)(»-.4)(»»+6»— 4)(n— 6), 

alflo: 

,  —  c  +  d-  p    —  ii(»-4)  (n—ö)  (ii»-f-3»'+29ii-60). 

Da  auf  jeder  Tangente,  die  an  zwei  Stellen  dreipunktig  berflbrt^ 
Mwei  Coincidenien  unseres  Pnnktepaan  liegen ,  so  eigiel>t  sich  ftr 
die  H&lfte  von  s,  also: 

=  i»(«-4)(n-5)(n'+3w^-f  29fi-60), 

oder: 

»Eine  Fiädte  tif^  Ordnung  hesUet 

ifi(ii-4)(i»— 5)(i»»+3»*+^»— ^ 
Tangenten,  die  an  mm  Stetten  osenOren." 

System  14)  oder  r,  und  r,  auf 

c  =  (S3jr,)(i»  — 6)        -=n(n-4)(w-5)(rt3+6n'— »  — 24)  (n— 6), 
—  =  «(»  -4)(n  — 5)(n'H-6n2— n  — 24)(»— 6), 

^  — .  s^ .  (n-6)  (n— 6)  —  »(n  -  3)(n-4)(n»+6ti  -.4)(f»-ô)(»-6), 
also: 

««c-frf  —  p  —  »(«-4)  (n— 5)  (»-6)  (n'-f  9ii«+20i»-e0). 

Jede  an  eiuer  Stelle  dreipunktig  und  an  zwei  Stelleu  zweijmnktig 
berührende  Tangente  besitzt  in  jeder  dieser  beiden  Stelleu  eine  (Jo-  « 
incideuz  c,  also: 

S»,  —  i»(n  -4)  (»-ö)(n— 6)  C»-^4-9»2-j-20»— ÖO), 

oder  : 

„Eine  Fläche  n"»"  Ordnung  besitzt 

•  I  n  (n  —  4)  (  «  -  5)  (n  —  6  9    -f  20  w  —  60) 

Tangcnteyi ,  die  an  einer  Stelle  dreij^inktig  und  an  ewei  Stellen 
gu)€ipunkt^  beriüiren," 
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Sjitem  15)  oder  r,  und     nnf  5,,.^. 
c      2  .  (.s,,2.r2)  =  2  .  i  H(n-2)  (n  — 4)  (w-5)  (n''4-5n+ 12) ,  . 
d  —  2  .  (%»r,)  =  2  .  ^  n(n  -2)  (n  — 4)  (n- 5}  (n^-f  5n+ 12) , 
^«6.  —  6-iH(»— 4)(»— 5)(n»+3»— 2). 

Die  Coef&eienteii  2,  2  and  6  deeawegen,  weil  auf  jeder  didfacben 
Tangente  mit  einem  bestimmten  der  drei  BerQhrungsponkte  meei  an- 
dere BerOlirungaponkte  ein  Punktepaar  liilden ,  nnd  weil  auf  ihr  Uber* 
hanpt  sedts  Ponktepaare  existiren ,  wenn  jeder  -der  drei'  Berfihmnga- 
punkte  als  Punkt  e  nnd  als  Punkt  d  betrachtet  werden  darf.  Wir  er* 
halten  also: 

e«.c  +  rf  —  y  =  2n(n— 4)  (»—5) («4-«)  {3n— 5)  =  s^,. 

Dadurch  erhalten  wir  die  durch  das  Systetn  3)  bestimmte  Zahl  «43 
eum  dritten  Male. 

System  16)  oder      und  r,  auf  Sj^. 

c  —     («„,r^(»-6)  -     i  »(n-2)  (ii-4)(»-5)  (n^+önH-  12)(j»-6), 
d  <^  3 •  («,„r,)         —  3 .  i  •i(»~4)  (»-5)  ii--6)(ii»-f  S»»—  2«— 12), 
.  {«-6)  — 3.iii(«i-8)(ii-4)(ji-6)(ii»4-3fi-.2)(n— 6j, 

also: 

ê  — <j-f  d— <7  =  ^n(n— 4)(»— 5)(n  — 6)  (n»  +  9n'-f  20n— 60)  =  S3„. 

Z)<e5  ^teò^  ettié  BestütigiAng  der  schon  aus  System  14)  bestimmten 
Ätigahl. 

System  17)  oder     und  rj  auf  s^^. 

c  ^  (s,„r,^  (n  -7)       ^|n(w-4)  (n-5)(n-  6){n3-f-3n'-2n-12)(n  7), 
(«»»j»"!)  1«  -  -i^lw-  4)(n-5)(n   6)(n3+3«'-  2n-12)(n-7), 

flr»  «,„.(n--6)(»~7) -ii»(»-3)  (fi-4)  (n-5)  (n»-|-3ii-2j(ii^6)(ii-7), 
also: 

,  «  c  -I-  d— ^  —  i«(n-  4)  (»-6)  Jfi— 6)  (n-7)(n»-f-6»«-f  7ä— 30) . 

Da  jede  an  4  Stellen  zweipunktig  berührende  Tangeute  4  Coinci- 
deuzen  t  enthält,  so  erhalten  wir 

oder  die  Zahl  der  vierfachen  Tangenten  dadurch,  dass  wir  den  eben 
erhaltenen  Ausdruck  durch  4  dividiren,  oder: 

^Eine  FläOte  n*^  Ordmnç  eidkäU 

^  n (n—  4)  (n  -  5)  (n — 6)  (»  -  7)  (»^  4.  6 + 7«— 80)* 
vierfache  Tangenten,'* 
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Durth  Verniittelun^?  der  oben  borechiielcn  Ausdrücke  für  {s^r^), 
(ß%7^i)  >  (*\*3î**i)  J^^'*^  ^^^^  ^'"^^  Zahlen  s^,  s^^,  s•^^,  s^-,,,  s.,.^,.^  eine 
wenig  complicirte  Function  von  zwei  oder  drei  der  schon  durch  Salmon 
algebraisch  berechneten  7  Zahlen,  welche  sich  auf  die  vierpunktigen, 
die  drei-  und  sweipuuktigen  and  die  dreifacliMi  Tangenten  beziehen. 
Wir  iMsen  di«e  Fonetionen  hier  folgen,  weil  sie  viellmcbt  einer  alge- 
braischen Herleitong  der  bis  jetzt  nocb  nicht  bestimmten  Zahlen  als 
Fiugerseig  dienen  können.  Wir  bedienen  ans  dabei  genaa  der  in 
Salmon-Fiedler's  Werk  (Art  447)  gebraachten  Bezeiebnang,  indem 
wir  die  Zahl 

«4  mit  a, 

mit  bf 

S222  c> 

(s^r^)  mit  A, 
ihiU)  mit  5, 
(«„r^  mit  C 

beseiehnan.   Dann  ist,  unsrer  Herleitong  gemäss: 

1)  «^(n-8)  +  4a 

2)  .a(fi~5)(ii+4)-8jl(fi— d) 

—  4i)~60, 

3)  =^C(n-7)-|^  +  ^  6, 

4)  «3,2  —  i  h{n~-6)  (w4-5)  -  3i^(n-6)  —  2C(n— 6) 

-=D(n-12)  -1-  18c, 

5)  *,«,-ic(i*~7)(ii+6)-i>(«~7). 

Wir  fügen  noch  einige  auf  Doppeltangenten  und  Osculanten  be- 
zügliche Anzahlen  hinzu,  welche  sich  dem  Verfasser  bei  der  Betrach- 
tung der  im  Vorangehenden  der  Kürze  wegen  nicht  behandelten 
Systeme  1)  bis  8)  (siehe  oben)  ergeben  haben,  und  welche  wohl  bis- 
her noch  nicht  bestimmt  sein  dürften: 

\)  Zieht  man  von  den  mmmt liehen  Pnnhicn  einer  nuf  h\,  gelegenen 
^enen  Curve  die  sämmHiehcn  Osculanten,  welche  nicht  auf  Cn  osct*' 
hren,  so  bilden  die  nicht  auf  Cn  liegciulen  einfaciim  ISchniU^nhte  dieser 
Osculanten  eine  Curie  von  der  Ordnung 

n(»— 2)  (»—4)  C»'-j-ô»4-3). 

2)  BesHmnU  man  auf  jeder  DoppeUangenie,  welche  auf  einer  in 
Fl,  ^ekiffenen  t^enen  Cwrve  ihren  einen  JkrühnmgspmM  hai,  den  andern 
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JJvyiHinmtis})it)ili,  so  bilden  diese  andern  BerahrungsjgunlUe  tine  Curve 
vm  der  Ordnuny 

i»(n>— 2w«+2n— 6), 

abo  von  der  ^T'«"  Ordnung  bei  einer       (27  Gerade). 

3)  Die  weiteren  rmfaehm  Srhnittfnmhk  aller  Dopjyelfangenten ,  die 
ihren  eitlen  einfachen  Sehnittpunkt  auf  einer  in  gelegenen  ebenen 
Curve  Cn  besitzen,  bilden  eine  Curve  von  der  Ordnung 

{  M(n  — 2)  (n  — 4)  (n  ~5)  (2w-  +  5n-f  3). 

Auch  diejenigen  auf  eine  Flliche  n*"'  Ordnung  bezüglichen  An- 
zahlen, welche  die  Tangentialebenen,  die  Lage  jeder  der  beiden  Haupt- 
t^iTigenten,  die  parabolische  Curve  etc.  mit  berücksichtigen,  können  in 
ähnlicher  Weise  leicht  abgeleitet  werden ,  z.  B.  auch  die  eben  von 
Voss  TMath.  Ann.  Bd.  IX,  p.  241)  neu  bestimmte  Anzahl  der  Kreis- 
punkte einer  F„. 

Jedoch  beabsichtigt  der  Verfasser,  welcher  erst  während  der  Re- 
daction dieser  Arbeit  auf  die  in  diesem  §  gegebene  Amveudung  seiner 
allgemeineren  Correspoudeuzformeln  gekommen  ist,  später  in  einer  be- 
somlei'en  Abhandlung  noch  andere  auf  eine  allgemeine  Fläche  n'"  Ord- 
nung bezügliche  Anzahlen  cu  bestimmen  *). 

§  28. 

BeBtimiDnng  von  Anzahlen,  welche  sich  auf  die  Berührung  von 
£lementan  zweier  Curven-  oder  Flä4»hoii8ysteme  erster 

Stufe  beziehen. 

Für  den  Chaslee'schen  Satz,  daee  in  der  Ebene  die  Ansahl  der- 
jenigen Curven  eines  Systems  (f^i  f),  welche  eine  Gurre  m***^  Ordnung 
fi**"  Rangée  berfihren,  gleich 

nfi  -}-  mv 

ist,  sind  bekanntlich  Analoga  für  die  Berührung  einer  Fläche  durch 
Flächen  eines  Systems  und  für  die  Berührung  einer  Fläche  durch 
liaumcurven  eines  Systems  (vergi.  Brill,  Math.  Ann.  Bd.  VIII,  p.  â34) 
aufgestellt.   Sind  nun  in  einer  Ebene  »wei  Systeme  von  Curren,  oder 

im  Räume  ztcei  Systeme  von  Flachen,  oder  ein  System  von  Raum- 
curven  und  ein  System  von  Flächen  gegeben ,  so  werden  die  Beruh' 
rungspunkte  einen  Funktort  erster  Stufe,  und  die  Tangentialebenen  resp. 
Tangenten  in  den  Berührungspunkten  einen  Fh,  iienort  resp.  Sfrahlenort 
erster  Stufe  bilden.  Die  Gradzahlen  dieser  Oertcr  sollen  im  Folgenden 
durch  Anwendung  der  Punktepanr-Formeln  (§  16.)  bestimmt  werden. 
Wir  bezeichnen  ein  System  erster  Stufe  von  Plaucurven  in  fester 

*)  Die  hier  entwickelteB  Resaltate  habe  ioh  ioswitchea  durch  die  GOtt  Nachr. 
(Febr.  1876)  Ditgetheilt. 
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Ebene  mit  (fi,  v),  wenn  jtt  resp.  v  IMumurven  des  Systems  ihren  Punktort 
resp.  Strahlonort  erster  Stufi-  die  einfaclie  Grundbedingung  erfüllen  lassen, 
ein  System  von  Flächen  mit  v,  p),  wenn  resp.  v  resp.  g  Flächen  des 
Systems  ifiren  Punktort  resp.  ihren  Tangentenort  resp.  ihren  Tangential- 
ebeneuort  die  einfache  Grundbedingung  erfüllen  lassen  ,  endlich  ein  Sy- 
stem von  Raumcurven  mit  (j),  t,  t',  e),  wenn  das  System  j)  Uaumcurven 
enthält,  deren  Punktort  die  einfache  Grundbedingung  erfüllt,  /  Raum- 
euren  enthält,  deren  Tangentenori  die  Feldbediugung  erfBlIt,  d.  h. 
weldie  eine  Ebene  berflhren,  Kaamcumo  entfallt,  deren  Tangenten- 
ort die  Bflndelbediugung  erfüllt,  d.  h.  welche  eine  Tangente  durch 
einen  Punkt  schicken,  und  e  Raumcurven  enthält,  deren  Schmiegungs- 
ebenen-Ort  die  einfache  Grundbedingung  erftlllt. 

Der  Umstand,  dass  bei  einer  Fktncvrve  eine  Tangente  und  ihr  Be- 
rührungspunkt^ bei  einer  Flä^  eine  Tangente  und  ihr  BerOhrungspunkt^ 
ferner  eine  Taugente  und  ihre  Taugentialebenei,  endlieh  eine  Tangential- 
ebene und  ihr  BerOhrungspunk^  bei  einer  Baumeurve  eine  Tangente  und 
ihr  Berflbrungspunkt,  femer  eine  Tangente  nnd  ihre  Schmiegungsebene, 
endlich  eine  Schmiegungsebene  und  ihr  Berflhmngspuukt,  je  swei  Haupt- 
Zemente  repräsentiren,  welche,  kurz  ausgesprochen,  in  einander  liegen, 
fieferf  die  für  die  Anwendbarkeit  der  allgemeinen  Formeln  des  §  9.  noth- 
wendige  Voraussetzung.  Die  Anwendung  dieser  Formeln  auf  die  in  ein- 
ander Uzenden  elementaren  Oerter  einer  Curve  oder  einer  Fläche  oder 
eines  Systems  von  solchen  Gebilden,  liefert  Sätze,  welche  zum  Theil 
schon  Tou  C  has  les,  Zeuthen  uud  andern  gelegentlich  benutzt  sind, 
und  dabei  meist  -auch  durch  das  Princip  der  specielleu  Lage  erläutert 
sind.  Alle  diese  Sätze  sind  implicite  in  den  vier  allgemeinen  Schemata 
des  §  0.  enthalten.  So  ergiebt  die  für  einen  durch  einen  Punkt  c 
gehenden  Str»hl  g  gültige  allgemeine  Formel 

^enu  mau  c  als  einen  Punkt  einer  Fläche ,  g  als  eine  seiner  Tangenten 
auffasst,  also  gleich  NuU^  y,  gleich  dem  Range  der  Fläche  setxt^ 
den  bekannten  Satz,  dass  der  Rang  gleich  der  Ordnung  der  Curve 
der  Berübrimgspunkte  ist,  die  den  von  einem  Punkte  ' an  die  Fläche 
gelegten  Tangenten  angehören.   So  giebt  ferner  die  Formel: 

^iif  ein  Sjrstem  (fi,  v,  q)  nm  FlSehen  den  Sats  (Salmon-Fiedler 
Art  440): 

nlkr  Qrad  des  Orts  der  BertU^rungiq^mkte  der  wm  einem  ^nkte 
AM  die  aämmükhen  FUk^  des  Sgstemi  gelegten  Tangenten,  oder,  was 
äaudbe  ist,  der  Bünddgrad  des  Orts  der  Tangenten,  deren  Berukrungs- 
mkte  auf  einem  Strahle  Uegen,  ist  gtw^ 

uiyiü^ed  by  Google 


108 


Die  auf  solche  Weise  aus  den  allgemeinen  Formeln  des  §  9.  iin- 
luittelbar  fliessenden,  auf  Systeme  von  Curven  oder  Flächen  bezü;j;licben 
Säts&e,  werden  im  Folgenden  ohne  weifte  Begründung  angewandt. 

Â.  Berfihrang  der  Elemente  zweier  in  fester  Ebene 
befindlicher  Systeme  von  Plancurreu. 

Die  beiden  Systeme  seien  (^,,  i',)  und  (ftj»  f  j)-  Auf  jeder  der  oo* 
gemeinsamen  Tangenten  bildet  jeder  dem  (^,,  v,)  angehörige  Berüh- 
rungspunkt c  mit  jedem  dem  (ftj;  ^2)  Angehörigen  Berflbmngspunkte 
ä  ein  Ponktepaar,  Die  so  bestimmten  Pnnktepaare  bilden  ein  System 
zweiter  Stofe,  auf  welches  wir  die  Pimktepaar-Fonneln  (§  16.  p.  55) 

sì)  ^  cd  — 

auwendeii.       ergiebt  sich  gleich  fiiV,,  weil  durch  einen  Punkt  der 
Ebene  fi|  dorren  des  Systems  (m^Vi)  gehen,  und  die  Tangente  dieses 
Punktes  an  jeder  dieser  Curven,  von      Curven  des  ^stems 
berührt  wird.    Entsprechend  ist  d^  =  Vjfi^«   Femer  ^^==  v,  v^,  gp  na- 
tOrlich  gleich  Null,  weil  die  Ebene  der  Plancnrren  fest  ist,  also  • 

oder: 

„Die  Tangenten  in  <1rn  Berührungspnniden  je  ziccur  sich  berüh- 
render Curven  zweier  Systeme  (f*,,  Vj)  und  (ft,,  v^)  bilden  eineti  Strah- 
lenort vom  Grade: 

fi,      4-  Vjft,  -I- v,.« 

Nach  (lern  Dualitätspriucip  giebt  der  diesem  Ausdruck  dualistisch 
entsprechende  : 

•  den  Grad  des  Orts  der  Berührungspunkte  an.    Wir  erhalten  denselben 
jedoch  auch  aus  der  Punktepaar- Formel 

sb  ^  ed  —  , 

wenn  wir  c  J  «-t  (fti + Vj)  •  + ^x)  Betzen.  Die  Richtigkeit  dieser  Sub- 
stitution folgt  daraus,  dass  der  Grad  des  Strahlenorts  der  Tangenten, 
deren  BerOhrungspuikte  auf  einem  Strahle  der  Ebene  liegen,  für  das 
eine  System  gleich  f^^•^v^  und  fflr  das  andere  System  gleich  f^-f'^a 
ist,  also  die  beiden  so  erzeugten  Oerter  nach  den  Produetensitsen 
(Pi'^^t)  '(ih'^^i)  gemeinsame  Sirahlen  haben. 

B.  Berührung  der  Elemente  zweier  Systeme  von  Flächen. 

Die  beiden  l^steme  seien  (f»,,  V|,  9,)  und  (fft,,  v^,  (f^).  Ânf  jeder 
derjenigen  od'  gemeinsamen  Tangenton,  denen  zusammenfatieude  Tan' 
genHaiebenen  angekören,  bildet  jeder  dem  Systeme  (f»},  t^|,  p,)  ange- 


Digitized  by  Google 


Btttcftge  nur  abdUilendeo  Geometrie.  109 

hörige  Berührungspunkt  r  mit  jpdem  dem  Systeme  (jiij,  v^y  p,)  ange- 
borigen  Berührungspunkte  (/  ein  Punktepaar.  Die  so  bestimmten 
Punktepaare  bilden  ein  System  dritter  Stute,  auf  welches  wir  die  fol- 
genden Punktepaar-Formeln  dritter  Dimension  anwenden  wollen  (§  16.): 

ihg  +  eft*  —  <!*d  +  ccP  — 

Wir  haben  also  die  Zahlen  éP,  fh,  c^d,  ed^  sa  beatimmen. 
c*  ist  gleich^, pj,  cP^Qiit^,  'c»<r— (ft|4-vi)  {Qi+Vi),  weil  die  Tan- 
gentialebenen I  die  den  Pnnkten  einea  Strahls  angehören,  fnr  das  Sy- 
stem (|»|,  Pi)  einen  Ebenenort  Tom  Grade  fft|  4" '^i  bilden,  die 
Tangentialebenen,  die  den  Punkten  einer  Ebene  angehören,  för  das 
System  (fi,,  v,,  ^  einen  Ebenenort  vom  Ghrade  p,  +  ^àm,  nnd 
diese  i^fj^  Oerter  also  (f^i+Vi)  •  (^t'h^s)  gemeinsame  Ebenen  haben. 
Entsprechend  ist  eéP  mm  (p,  4.^^)  (ft^-^v^).  Die  Zahl  g,  ergiebt  sich 
aus  dem  System  erster  Stefe  derjenigen  Ebenenpaare,  deren  jedes  ans 
zwei  (fi,,  v^f  p,)  und  (ft,,  «r,,  p,)  angehörigen  Tangentialebenen  so 
zusammengesetzt  ist,  dass  zwei  zugehörige  Tangenten  in  ein  und  den- 
selben Strahl  eines  Strahlbaschels  fallen.  Die  Zahl  der  Coincidenaen 
in  diesem  Systeme  von  Ebenenpaaren  ist  nach  der  Ebenenpaar-Formel 
erster  Dimension  gleich: 

Wir  erhalten  also: 

fffp  =  (f^i  P2)  +  Ol  1*2)  +  Ì9i  ^2  +  V,  Po  +  ^1  ^2)} 
«     + «  6» =(fi,H-  i/,)(p,H-  V,)  -i-  (Pi  H-  V,)  (1*2+  ^'a)  —  ÌQiV2-\-  Vi  p,-|-  V,) 

Da  ab  Verbindungastrahl  deqenigen  swei  auf  einer  gemeinsamen 
Tangente  liegenden  Punkte,  welche  in  dem  Berflhrung^unkte  zweier 
sich  berOhrender  Flächen  znsâmmenfallen,  jede  beliebige  Tangente  in  . 
di^m  Berflhrungspunkte  angesehen  wwden  kann,  so  hat  unser  Punkte- 
paar^ystem  dritter  Stufe  Coincidenzen  ztceiter  Gattung  (§  17.).  Mit 
andern  Worten,  sgp  ist  die  Zahl,  welche  angiebt,  wieviel  von  den  Tan- 
gentialebenen in  den  cx)>  Bertthrungspunkten  durch  einen  Punkt  gehen. 
Wir  erhalten  also  den  Öatz: 

„Die  oo>  TangetUialdfenen  in  den  00^  Berührungspunkten  vcn  ääm 
möglichen  gwei  sich  berühremlen  Flächen  zweier  FUichensgsteme  (|ft|,  V|,  pi) 
«MM<  Ohl  ^tt  Qi)  bilden  einen  Ebenenort  vorn  Qrade: 

Das  Symbol  ehg  âxfMt  die  Zahl  der  in  einer  Ebene  liegenden 
Berfihruugspankte  aus,  das  Symbol  e  6'  kann  gar  nicht  erfüllt  werden, 
weil  jede  Coincidenz  zweiter  Gattung  ist,  oder,  was  hier  dasselbe  ist,  weil 
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daa  System  dritter  Stufe  nicht  oo^,  pudern  nur  <x>*  CoincidenzsteUen 
besÜBt.   Wir  erhalten  daher  das  weitere  Résultat: 

„Die  Bei'ührungspwikte  rm  allen  m'óglicìim  zwei  sith  bcriihremlen 
Flächen  zweier  Flächensysteme  (fii,  v, ,  p,)  und  {ji^,  Vj,  q^)  bilden 
ei$ten  Punktori  vom  Grade: 

Die  Tbatsache,  daas  dieser  Aosdruck  dem  obigen  dualistisch,  eni- 
spricht,  liefert  eine  Bestätigung.  ^ 

C    Be;-ühruug  einer  Raumcurve  oiues  Systems  von  Raum- 
curveu  durch  eiue  Fläche  eiues  Systems  vou  Flüchen. 

Das  System  von  Raumcurven  sei  {p^  t,  f,  e),  das  System  von 
Flächen  sei  (ft,  v,  p).  Auf  jeder  der  oo'  gemeinsamen  l)|^genten 
dieser  beiden  Systeme  bildet  jeder  dem  Raumcurven -Systeme  angehörige 
Berührungspunkt  c  mit  jedem  dem  Flachen- Systeme  angehörigen  Be- 
rührungspunkte (l  ein  Punktepaar.  Die  so  bestimmten  Punktepaare 
bilden  ein  .System  zweiter  Stufe,  auf  weh  lies  wir  die  folgenden  Punkte- 
paar  •Formeln  zweiter  Dimension  anwenden  wollen: 

* 

ah  ™  cd  —  fft. 

Es  ist  aber  i?  ^  p  -  v,  g^^^t  *  g^^^f  >  v,  ergiebt  sich  nach 
dem  Halphen 'sehen  Produetensatse  fQr  zwei  Strahlenörter  sweiter 

Stufe  gleich 

ed  ist  gleich  {p-\-t)  (/*  -|-  v),  weil  diejenigen  Tangenten  der  Baumatrenf 
deren  Berflhrungspunkte  in  einw  Ebene  liegen,  einen  Strahlenort  erster 
Stufe  vom  Grade  p  -(-  t  bilden,  weil  femer  diejenigen  Taugenten  der 
FUiâimf  deren  Bertthrungspunkte'auf  einer  Ebene  liegen,  einen  Strahlen- 
ort dritter  Stufe  vom  Grade  ^  +  ^  bilden,  und  weil  endlich  diese 
beiden  Oerter  dann  (p+Q  •  (ii+v)  gemeinsame  Strahlen  besitzen. 
*    Daher  ist: 

Bg^pv-^  [<'(f*H-»')H-<H  +  /V  -  . 

Dies  giebt  die  beiden  Resultate: 

„I}ie  JBeriihruiigspunkte ,  in  dmni  die  liaumeurren  eines  Sysfents 
(p,  f,  t\  e)  durch  die  Flüchen  ei nes  Systems  (n,  v,  (f)  berührt  werden, 
bilden  eine  Curve  von  der  Ordnung 
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und  die  diesen  Pmkte»  angéhiçfigm  TatigmUm  è»  'SLammmnm  ekie 
Begdflädte  vom  Qrade 

Durch  dualistische  Uebertragung  ergeben  sich  ans  diesen  beiden 
Resultaten  noch  zwei  andere. 

§  29. 

Beispiele  za  den  Gorrespondenzs&tzen  für  zwei  verschiedenartige 

Hauptelemente. 

Zu  den  in  §  22.  und  §  23.  bewiesenen  Formeln  fllr  das  aus  Punkt 
und  Ebene,  das  aus  Punkt  und  Strahl  und  das  aus  Ebene  und  Strahl 
bestehende  Paar  sind  bis  jetzt  noch  keine  Beispiele  aufgetreten.  Der 
Vollständigkeit  wegen  lassen  wir  solche  hier  folgen.  Sie  beziehen  sich 
sammtlich  auf  die  durch  Pol  und  Polarebene  bei  allgemeinen  Flächen 
n^^r  Ordnung  hergestellte  Verwandtschaft.  ^ 

A.  Cor  re  spun  (lenz  zwischen  Punkt  und  Ebene. 

Jeder  Punkt  des  Raums  bildet  mit  seiner  Polarebene  iu  Bezug 
auf  eine  Fn  ein  aus  Punkt  und  Kbene  bestehendes  Paar.  Die  so  be- 
stimmten Paare  bilden  ein  System  dritter  Stufe,  auf  welches  die  For- 
mel (III)  des  §  22.  angewendet  werden  soll.    Diese  hiess 

Jeder  Punkt  hat  1  Polarebene,  also  ist  =  1.  Jede  Ebene  ist  jedoch 
Polarebene  zu  (» — 1)^  Punkten,  also  ist  ^i^  =  (n  —  l)K  Die  Punkte  der 
oo*  Coincidenzen  bilden  den  Punktort,  die  Ebenen  den.  Tangential- 
ebenenort der  Fn.  Daher  ist  ic*  gleich  der  Ordnung,  sft^  gleich  der 
Classe,  £^c  gleich  dem  Bange  der  Fn»  Wir  erhalten  also  durch  unsere 
Fonnel  die  Identität: 

1  H-  («—  1)»  —  »  +  »(n—  ly  —  »(n— 1). 

B.  Correspoudeuz  zwischen  Punkt  und  Strahl. 

In  Bezug  auf  zwei  allgemeine  Flächen  A  und  B  von  den  Ord- 
Bongen  a  -f-  1  resp.  6  -f  l  hat  jeder  Punkt  des  Raums  je  eine  Polar- 
ebene. Jeder  Punkt  bestimmt  also  mit  der  Schnittaxe  seiner  beiden 
Polarebenen  in  Bezug  auf  A  und  B  ein  aus  Punkt  und  Strahl  be- 
stehendes Paar.  Die  so  bestimmten  Paare  Ijilden  ein  System  dritter 
Stufe,  auf  welches  wir  die  Formel  (UI)  des  §  23.  anwenden  wollen. 
Diese  hiess: 

Jedem  Punkte  gebort  1  Strahl  zu,  also  ist  ==  1.  g,  ergiebt  sich 
durch  Betrachtung  des  Systems  dritter  Stufe  derjenigen  Ebenenpaare, 
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deren  beide  Ebenen  ein  und  denselben  Pol  iu  Benig  auf  Ä  und  B  be- 
sitsen.  Man  benatzt  dabei  den  Satz,  dass  hiuriehilioh  einer  die 
den  oo*  Ebenen  einer  Ebenenaze  zugehörigen  Pole  eine  Curre  von  der 
Ordnung  (n — 1)>  bilden,  und  die  den  oo'  Ebenen  einee  EbenenbflndelB 
zogehörigen  Pole  eine  Fliehe  ron  der  Ordnung  »—1  bilden ,  und  er- 
hilt  dann: 

Die  Zahl  eg^  iit  die  Zahl  derjeuigen  in  einer  Ebene  liegenden  Strahlen, 
in  denen  sich  swei  Ebenen  schneiden,  welche  in  Bezug  auf  A  und  B 
ein  und  denselben  auf  einer  Ebene  fixenden  Pol  besitzen.  Diese  Zahl 
ergiebt  sich  durch  das  Oorrespondensprineip  im  Strahlenfelde,  wie  bei 
Zeuthen  in  dem  Beispiele  zum  Théorème  I  seiner  in  den  Comptes 
rendus  (Juni  1874)  enthaltenen  Abhandlung  fiber  das  Gorrespondenz- 
piincip,  nSmlich: 

eg^mmà^  -f-  a6  -f-  6'. 
Die  linke  Seite  unserer  Coirespondenzformel  liefert  also  den  Werth: 

a«6  +  «t«  4-     4-  aô  -f  6«  —  1  —  (a+ 1)  (&-f  1)  (a-f  fc—  1). 

Um  den  Werth  der  rechten  Seite  zu  berechnen,  haben  wir  die 
Coincidenzen  des  Systems  zu  untersuchen.  Eine  Coincideiiz  findet  da 
statt,  wo  ein  Punkt  sowohl  iu  Bezug  auf  die  Fläche  A  wie  auch  iu 
Bezug  auf  die  Fläche  B  mit  seiner  Polarebene  zusammeufallt,  also  in 
der  Schnittcurye  der  beiden  Fliehen.  Jede  solche  Coineidenz  erffillt 
die  Bedingung  fi  von  selbst,  d.  h.  sie  ist  zwmter  Gattung.  Daher  iit 
f9»  gleich  Null,  €fic  gleich  der  Ordnung  der  Bchnittcunre  der  beiden 
Fliehen,  e  fi  g  .ist  der  Grad  der  Regelfliche,  welche  von  den  Schnitt» 
azen  der  beiden  Tangentialebenen  in  jedem  Punkte  der  Schnittcurre 
erzeugt  wird.  Diese  Zahl  ergiebt  sich  aus  dem  System  der  Ps^  dieser 
Tangentialebeaen  gleich  a'(5-|- 1)  +  ^'(^+1)»  resp.  ('  den  Rang 
der  Flächen  A  und  B  angeben,  also  gleich  (a-f-l)  •  a  resp.  (6+1)  •  ^ 
sind.  Wir  haben  also: 

Daher  ergiebt  sich  fUr  die  rechte  Seite  unserer  Correspoudenz- 
formel: 

f!7.+  ^^9  —  f/^t-"  =  («+  1)  (^+1)  + 
das  ist  derselbe  Werth,  der  oben  fUr  die  linke  Seite  erhalten  war. 

C.  (/orrespundenz  zwischen  Ebene  und  Strahl. 

Jedem  Punkte  eines  Punktfeldes  T  gehört  in  Bezug  auf  zwei 
Flächen  A  und  B  von  den  Ordnungen  a  -\-  Ì  resp.  h  -\-  l  ein  Strahl 
als  Schnitt  seiner  beiden  Polarebenen  in  Bezug  auf  diese  Flächen  zu, 
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und  in  Bezug  auf  eine  dritte  Flächt'  von  der  Ordnung  f  l  eine 
Ebene  als  Polarebene.  So  werden  durch  die  Verniittelung  der  Punkte 
auf  T  aus  Ebene  und  Strahl  bestehende  Paare  bestimmt.  Auf  das 
von  ihnen  gebildete  System  zweiter  Stufe  soll  die  Formel  (8)  aus  §  23. 
angewandt  werden.    Diese  hiess: 

#**  +  f*i/  +  //.  =  «(f*+c), 
^-  ist  die  Zahl  der  Punkte  auf  2',  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  F 
durch  eine  gegebene  Axe  gehen,  also  gleich  f-,  ist  die  schon 
(p.  112)  augeführte  Zahl  derjenigen  Strahlen  eines  Strahlenteides,  in 
denen  sich  zwei  Ebenen  schneiden,  die  in  Bezug  auf  die  Flächen  A 
und  B  einen  gemeinsamen  in  einer  £bene  T  gelegenen  Pol  besitzen, 
also  gleich 

-\-  ah  -\- . 

Die  Zahl  fig  giebt  an,  wie  oft  auf  T  ein  Punkt  vorhanden  ist,  dessen 
Polarebene  in  Bezug  auf  durch  einen  gegebenen  Punkt  geht,  während 
seine  Polarebenen  in  ße/Aig  auf  A  und  B  sich  in  einer  Geraden  schnei- 
deiiy  die  einen  gegebenen  Strahl  schneidet  Diejenigen  Punkte  %ber, 
denn  Polarebenen  in  Bezug  auf  A  und  B  sich  in  einer  Geraden 
schneiden,  die  einen  gegebenen  Strahl  schneidet,  hilden  anf  T  einen 
Ponktort  erster  Stufe,  dessen  Grad  sieh  durch  das  gewöhnliche  Corr.-Pr. 
gleich 

a  +  5 

ngiebt,  und  diejenigen  PanktCi  deren  Polarebenen  in  Bezug  auf  F 
dueh  einen  gegebenen  Funkt  gehen,  bilden  auf  T  auch  einen  Ponkt- 
ort ereter  Stufe,  dessen  Grad  f  ist.  Daher  ist  gleich  dem  Producte 
dieser  beiden  Zahlen 

Die  linke  Seite  unserer  Corresponden^onnel  liefert  also  den  Werth: 

P  +  /'(fl  +  6)  -f-     _j_  aft  -j_  ft«. 

Eine  Coincidenz  hniiet  da  statt,  wo  die  drei  Polarebenen  in  Bezug 
auf  J  ,  7)  und  i*' sich  in  einem  einzigen  Strahle  schneiden.  Jede  solche 
Coincidenz  ist  zu  >  ihr  Gattung,  weil  jeder  Punkt  ilts  Strahls  als  Schnitt- 
punkt der  Polarebene  in  Bezug  auf  F  angesehen  werden  kann.  Mit 
•Bdern  Worten,  die  Bedingung  ft  kann  nicht  durch  £  erfüllt  werden, 
sud  die  Bedingung  e  wird  durch  jede  Coincidenzstelle  von  selbst  er- 
gili ic  giebt  also  die  Anzahl  derjenigen  Punkte  des  Punktfeldes  T 
>Q,  deren  Polarebenen  in  Bezug  anf  die  drei  Flächen  A,  B  und  F 
neh  in  einem  einsigen  Strahle  schneiden.  Diese  Anzahl  ist  aber  die 
(hdaung  der  sogenannten  Jaeohi'sehm  Curve  m  Betug  auf  drei 
^Mm  (Salmon- Fiedler,  II.  Th.,  II.  Aufl.,  pI  660,  Nr.  437) 
(Oreaona's  Teoria  d.  superf.  inCurtse's  Uebera.  Art  137,  p.  114). 
Wir  erhslten  also  das  bekannte  Resultat: 
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„Die  JacohVséhe  Owrve  in  Bezug  auf  ébreiFlâàtm  Ä,  B,  F  von 
dm  Ordnungen  a+l;  ^  +  '^t  f  -\-  ^  ist  wm  der  Ordnung 

+  6^  +  P  +  o?»  +  ö/'-f  bf." 
Dieses  Resultat  kann  durch  das  Correspoudenzprincip  im  PuuktfeUe 
T  noch  schneller  gewonnen  werden ,  wenn  man  als  Correspondenzbe- 
dingung  für  das  Punktepaar  c  uud  d  die  Bedingung  annimmt,  dass  die 
Schnittaxe  der  beiden  Polarebenen  des  einen  Punktes  c  in  Bezug  auf 
A  und  B  in  der  Polarebene  des  andern  Punktes  d  in  Bezug  auf  JP 
liegt.  Dann  ist  (Formel  (II)  in  §  Iß.):  = /"',  rd=  f{a-\-b), 
«=  ci^  ab  -\-  êb  gleich  Null,  eg  die  Ordnung  der  J acob%  sehen 
Curve, 

§  30. 

DIb  COiaraktoriBtikoiitliMnEle  dei  PnnktoB,  d«r  Bbene  und  dM  SUUs. 

Aus  den  ProductensUtzeu  für  die  drei  Hauptelemente,  welche  in 
§  26,  als  specicllc  Fälle  der  all<(emf'inen  Correspondenzformeln  erkannt 
sindf  fliesst  unmittelbar  die  eigmtUchc  Charahteristiketüheorie  dieser 
drei  einfachsten  Gebilde. 

Sind  A  und  B  zwei  ganz  beliebige  Bedingungen  erster  resp.  zweiter 
Dimension  für  Punkte,  und  giebt  «  an,  wieviel  Punkte  ^1  erfüllen  und 
in  einer  Punktaxe  liegen,  ß,  wieviel  Punkte  B  erfüllen  und  in  eiuer 
Pimktebene  liegen,  so  nennen  wir  ex  und  ß  die  Faranieter  der  Be- 
Bedingung  A  und  B.  Nach  den  Productensätzeu  giebt  dann  das  Pro- 
duet  a*  ß  die  Zahl  der  Punkte  an,  wüdte  A  wnd  B  m^ßeieh  erßUen, 
Daraas  folgt,  dass  in  jedem  beliebigen  Systeme  von  Punkten  jede  be- 
liebige ein&che  resp.  zweifache  Bedingung  ersetzt  werden  kann  dureh 
die  mit  ihrem  Parameter  multiplieirte  Bedingung  resp.  c^,  wo  e  reap, 
angîebt,  wieyiel  Punkte  dee  patema  einem  Punktfelde  reap*  eiiicp 
Punktaxe  angehören.  Damit  ist  also  für  den  Punkt  eine  Bedingong^  e 
Torhandeui  durch  deren  erste  resp.  zweite  Potens  jede  einfiiwhe  resp.  zwei- 
fache  Bedingung  ausgedruckt  werden  kann.  Natfirlich  kann  auch  jede 
dreifache  Bedingung,  durch  welche  y  Punkte  bestimmt  sein  mögen,  er^ 
setzt  werden  durch  y  c^,  wo  ausdrückt,  wieviel  Punkte  des  Systems  in 
einen  beliebigen  Punkt  des  Raums  fallen,  d.  h.  den  wievielfachen  Pnnki> 
räum  das  System  repräsentirt.  Das  Aualoge  gilt  für  die  Ebene.  Für 
den  Ftinlt  und  die  Ebene  ist  daher  im  Sinne  der  Definition  der  Ckor- 
rakterisWcen  eine$  Gebildes  in  §  2.  etile  aus  nur  einer  Bedingung  e  be- 
stehende Gruppe  von  Charakteristiken  vorhanden. 

Bei  einem  Strahle  kann  ebenso  jede  einfache  Bedingung  durch 
das  Product  ihres  Parameters  mit  der  Grundbedingung  g  ersetzt  werden. 
Entsprechendes  gilt  für  jede  dreifache  und  vierfache  Bedingung,  die 
durch  g,  »-=  ^g^  resp.  G  —  ^g*  ausgedrückt  werden  können*  Nur  eine 
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sweiiache  Bedingung  kann  nicht  durch  die  swette  Potenz  Ton  g  allein 
aoBgedrOckt  werden.  Bezeichnet  a  resp.  a'  die  Zahl  der  Strahlen, 
welche  eine  zweifache  Bedingtuig  erfüllen  und  in  einem  Strahlenfelde 
reap.  Strahlenbfindel  liegen,  d.  h.  ist  a  ihr  Feld -Parameter,  «'  ihr 
Bündel- Parameter,  so  ist  diese  Bedingung  nach  dem  Halphen'sohen 
Productonsatze  ersetzbar  durch 

^  ge  +  Qp^g^  ÎBt,  so  würden  also  heim  Strahle  erst  meei  Be- 
dingungen g  mid  gp  oder  g  und  g^  im  Stande  sein,  durch  ihre  Potenzen 
•  aSk  Bedingungen  auszudrücken.  Die  vierfiMhe  Bedingung,  welche  aus 
zwei  zweifachen  Bedingungen  mit  den  Parametern  ff,«"  resp.  /f,/r  be- 
steht, muss  das  Product  von  »g^^t^gp  mit  ßg*'^  ß'gp  Kun  Bfodul 
haben,  also  gleich 

oder  gleich 

uc[i  -f  aß')Q 
sein^  da  y^gp  nicht  erfüllbar  ist. 

Aus  der  hiermit  erledigten  Charakteristikentheorie  von  Puidit, 
Ebene  und  Strahl  ergiebt  sich  namentlich  folgender  Satz  : 

^Jaic  einem  (Tebildc  auferlegte  liedingung,  wekhc  nichts  anderes 
aussagt j  als  dass  ein  Eletnent  eine^  Plück er  sehen  Orts  dieses  Gebildes 
irgend  welche  Beditigung  er f Hill ,  iat  immer  durch  fundamentale  Be- 
dingungen deß  QéMde»  enMar.'^ 

Beispiel: 

Sollen  die  Elemente  des  Punktorfts  eineir  Plancnnre  C^'  7  zveifische 
Bedingungen  erffiUen,  deren  Parameter  s&mmtlich  gleich  n  sind,  die 

Spitze  eine  einfache  Bedingung  erfüllen,  deren  Parameter  gleich  y  ist, 
und  die  WendeUngente  eine  zweifache  Bedingung  erfüllen,  deren 
Feld  -  Parameter  gleich  a  und  deren  Bündel  -  Parameter  gleich  a  ist,  so 
ist  die  Anzahl  der  Cj^,  welche  ihre  Plück er'schen  Oerter  diese  Be- 
dingungen erfOllen  lassen,  gleich 

1  •  y  *  Ä  •  {v'ewg)  -f-    •  y  •  «'  •  iv'eWp), 

wo  v'ewtf  oder  die  Zahl  derjenigen  C,',  welche  7  gegebene  Gerade 
schneideu,  ihre  Spitze  auf  einer  gegebenen  Ebene  besitzen,  und 
eine  gegebene  Ebene  osculiren,  nach  des  Verfassers  Tabellen  gleich 
5968  ist, 

und  wo  v^cwpf  die  Zahl  der  C^,  welche  7  gegebene  Gerade  schnei- 
den, ihre  Spitze  auf  einer  gegebenen  Ebene  besitzen,  und  ihre 
Wendetangente  durch  einen  gegebenen  Punkt  schicken,  gleich 

3296  ist. 

In  derselben  Weise,  wie  bei  Punkt,  £bene  und  Strahl  folgt  hei 
jedem  Gdnìde  aus  aeinm  Froductensätten  seine  eigenUkheCharakter^aisen' 

8* 
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tJieorie.  Productensütze  sind  jedoch  bis  jetzt  nur  für  die  drei  Haupt- 
elemente >md  die  Eegelachnitte  abgeleitet.  Wir  erkannten  in  §  26. 
jede»  Rrothiäensate  für  Bauptdemente  als  ein  OUed  einer  Corregpondent- 
formd.  Dies  ftthit  anf  den  sdum  in  §  26.  erwähnten  Gedanken,  die 
Ableitung  von  OoTFespondensfoimeln  za  ▼enucheny  welche  dasselbe  für 
Kegelschnitte  sind,  was  die  Correspondenzformeln  des  §  16.  und  §  18. 
f&r  Punkte  und  Strahlen  sind,  nm  dann  in  den  einseinen  Gliedern 
dieser  Kegelschnitt- Oorrespondenzfonneln  die  bekannten  ProdactensStze 
ftlr  Kegelschnitte  wieder  erkennen,  und  die  Gharakteristikentheorie  der 
Kegelschnitte  Ton  einem  allgemieineren  Standpunkte  ans  überschauen  • 
an«»kdnnen. 


JSrachtrag. 

In  der  allgemeinen  Einleitun^^  (ji.  1)  der  vorstehenden  ersten  Ab- 
handlung meiner  „Beitrüge  zur  ab/ählenden  Geometrie"  iiiibe  ich  ver- 
säumt, auf  die  Arbeiten  von  Hirst  und  Fou  ret  aufmerksam  zu  machen. 
Die  Arbeit  von  Hirst  „On  the  correlation  of  two  planes"  (Annali  di 
Matematica,  tomo  VI,  p.  260)  gehört  der  dritten  der  drei  in  meiner 
Einleitung  besprochenen  Untersuchungsrichtuugen  an,  und  ist  dadurch 
bemerkenswerth,  dasa  sie  nicht  eine  Curve  oder  eine  Fläche,  sondern 
das  durch  die  Cbmlo^iof»  (Ein-eindeutiges  Ents|^rechen  von  Punkt  und 
Strahl)  anf  swei  festen  Ebenen  definirte  Gebilde  der  Ghasles'schen 
Methode  der  Anssrtnngsabiihlang  unterwirft.  Die  Arbeiten  von  Fou  ret 
„Sur  les  systèmes  généraux  de  courbes  planes  algébriques  ou  transcen- 
dantes définis  par  deux  caractéristiques''  (Bull,  de  la  Soc.  math,  de 
France,  tome  2,  p.  72  und  p.  96)  besprechen  den  Zusammenhang  einer 
algebraischen  Difierentialgleiehung  erster  Ordnung  mit  den  in  fester 
Ebene  liegenden  Ourrensystemen  (fft,  v). 

Hildesheim,  im  Februar  1876. 
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Das  Problem  der  CoUineation. 

Von 

Rudolf  Sturm  in  Darmstadt. 


Nachclem  ich  in  früheren  Aufsätzen  (Math.  Annalen  Bd.  I  und  VI) 
die  Probleme  der  ebenen  und  räumlichen  Projectivität  behandelt,  gehe 
ich  uun  zu  dem  der  Colliueation  (CoUinearität  oder  Homographie)  über, 
unter  welchem  ich  da.s  folgende  verstehe: 

Wenn  im  Uaume  zwei  Gruppen  von  gleich  vielen  und  zugeordneten 
Punlieii  gegcJirn  sind,  solche  enlsj^rerhende  Punkte  zu  finden,  aus  denen 
die  zugeordneten  Funkte  durch  homologe  Strahlm  coUinearer  Bümiel  jwo- 
jicirt  werdm. 

I. 

1.  Es  seien  einerseits  fünf  Stra^ikn  a^^  *  -  ,  eines  Bündels  A 
gegeben;  anderseits  vier  Punkte  5,,  •  •  -  ,  ein  Punkt  B  bewegt  sich 
durch  den  ganten  iiawm,  BBi  werde  mit  bt  beeeichnet;  wie  bewegt 
sich  b^,  wenn 

•  •  -,  b^)  coü.  (Ol,  •  •  -,  ö») 

sem  icUf 
Auf 

^1  »  •  *  •  »  «5  seien  ebenfalls  feste  Punkte  .4, ,  •  •  • ,  ^1^  gelegt  ; 
Bwei  raumliche  Systeme  mögen  dadurch  collinear  bezogen  sein,  daäs 
den  fliof  Punkten  A^^  *  *  A^^  A  die  festen  Punkte  .8, ,  •  •  .ß^  imd 
der  bewegliche  B  entsprechen  ;  ist  jedesmal  der  Punkt,  welcher  dem 
A^  correspondirt,  so  ist  BB^  der  gesochte  Strahl  fr, .  Non  durchlaufen 
enichtlich  B  und  B^  collineare  rSumliche  Systeme,  denen  JB, ,  •  •  ,  i^^ 
entsprechend  gemein  sind;  àù  Verhindungsgeraden  ertenngen  dem- 
nach einen  ietraedralen  Complex  2,  Oradee*).  •  Denelbe  ist  mit  dem- 
jenigen identisch,  welcher  der  Geraden  besfigUch  der  (Gruppen  A^, 
•  •    J4;  Bf,  •  -    jB|  coxrespondirt **);  denn  fr^       •  •    h^)  oder 


*)  Heye,  Otometria  der  Lage,  II,  15.  Vortrag. 

Sturm,  Bftnml  Project^  Hath.  Ann.  Bd.  VI,  8.  614. 
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b^ÇBif  ■  'y  B^)  ist  stets  mit  (a,,  •  •  • ,  04)  oder  a^iA^,  — ,  A^) 
project!  V*). 

S.  Bewegt  sieh  B  blos  in  einer  Ebene,  so  beschreibt  B^  ein  col- 
lineares  ebenes  System  (Feld);  die  Geraden  (5  erzeugen  die  Congraens 
{S,  1)  der  Schnittlinien  der  Oscnlationsebenen  einer  cnbischen  Ranm- 
curve-,  zu  diesen  Schmiegungsebenen  gehören  anch  die  Träger  der 
'  beiden  collinearen  Felder. 

JDwrdtUkift  B  eine  Gerade  h,  so  beschreibt  B^  eine  projecti?e 
'Ponktreihe  und  ^  erteugt  em  HfperboMd  [6]^  Geht  (  durch  einen 
der  gegebenen  Punkte  B^,  •  •  - ,  B^,  so  thut  dies  auch  der  TrSger  der 
Reihe  B^'^  also  werden  die  beiden  Reihen  perspecti?  und  das  Erzeug- 
niss  Ton  0^  ist  ein  Strahlbitecbel. 

Bewegt  sich  B  auf  einer  Curre  Ordnung,  welche  durch  jeden 
der  4  Punkte  B«  Ai-mal  geht,  so  thnt  dies  auch  B^^  und  (5  erzeugt 

eine  Fläche  vom  Grade  n=2n  —  1st  z.  B.  die  Curve  eine 

1 

cubische  Raumeurve,  die  durch  jeden  der  ?ier  Bt  geht,  so  ist  diese 
Flache  Tom  2.  Grade. 

8.  Werden  die  Punkte  •  •  ^  auf  Og,  -  •  *,  Terschoben, 
so  ändert  sich  der  Complex,  die  CSongruenz,  das  Hyperboloid,  die  dem 
Räume,  einer  Ebene,  einer  Geraden  zngehdren,  nicht;  das  Ton  B^  er- 
zeugte r&umliche  System  wird  ein  anderes;  d.  h.  denselben  B  entsprechen 
andere  B^,  die  jedoch  auf  derselben  Complexgeraden  liegen.  Das 
räumliche  System  B^  hat  sich  mithin  so  verschoben,  dass  jeder  Punkt 
auf  der  ihn  mit  seinem  entsprechenden  B  verbindenden  Complexgeraden 
bleibt.  Die  Punkte,  welche  den  Pimkieu  i>  einer  Ebene  entsprechen, 
bleiben  stets  in  einer  Ebene  und  alle  diese  Ebenen,  die  derselben  ?]bene 
des  Systems  B  correspondiren,  sind  die  Schmiegungsebenen  der  dieser 
Ebene  zugehörigen  cubischen  Raumcurve.  Die  homologen  Punkte  der 
Punkte  einer  Geraden  bleiben  stets  auf  einer  Geraden  und  diese  Ge- 
raden sind  die  Leiigeraden  von  [6]'. 

4.  Es  sei  eine  Ebene  des  festen  Bändds  A\  a,  a"  zwei  in  ihr 
übende  Strahlen  dieses  Bflndels;  die  entsprechenden  Strahlen  6" 
beschreiben,  wenn  der  bewegliche  Scheitel  B  sich  auf  einer  Curve 
n'"^  Ordnung  bewegt,  zwei  Mächen  »'*•"  Grades.  Um  den  Torsus  (die 
abwickelbare  Flache)  der  Ebenen     zu  erhalten,  welche  je  durch  6" 


*)  Ich  Mhreibe  mit  Abddit  „projeetiv**  und  „penpeettv**  nach  Analogie  von 

projettivo  uud  projectif,  weil  ich  nicht  einsehe,  warum  wir  Deutschen  an  die 
Endung  „iv"  noch  die  zweite  Endung  ,,Ì8cli"  hängen  f^ollcn.  Diese  Häufung  von 
Endungen  hat  übrigeps  nur  wonige  Analoga,  dio  meistens  auch  nicht  glückliche 
Bildungen  sind. 
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gehen  und  demnach  der  Ebene  correspondiren,  durchschneidet  man 
beide  Flüchen  mit  einer  Ebene;  die  Schnittcurven  sind  eindeutig  auf 
einander  bezogen  und  die  Verbindungslinien  entspreihender  i^unkte 
umhüllen  die  Spur  des  gesuchten  Torsus.  Da  »«-mal  zwei  entsprechende 
Punkte  sich  vereinigen,  nämlich  in  den  Spuren  der  Curve  w'"  Ordnung, 
so  ist  die  Classe  dieser  Einhüllungscurve  und  folglich  auch  des  Torsus 

i 

Wenn  also  èie  (htrve,  auf  der  B  sieh  bewegt,  eine  Oerade  b  ist, 
die  dunh  keinen  der  Bi  gdU,  so  ist  der  Torsus  der  Menen  /S,  3.  Classe; 
er  ist  den  beiden  von  ('  und  ("  eneugten  Hyperboloiden  gleichseitig 
omschriebeu  und  hat  mit  dem  Ebenenbflsehel  b,  den  sie  aonet  noch 
gemein  haben,  zwei  Ebenen  gemein.  Geht  aber  b  durch  einen  der 
Punkte  B4,  80  beeehreibt  einen  Ebenen büschel,  dessen  Ebenen  die 
homologen  Strahlen  zweier  mit  derselben^  Punktreihe  penpecti?en 
Strahlbfischel,  der  ausgearteten  Hyperboloide,  verbinden. 

Isi  die  von  B  beschriebene  Cktrvc  eine  durch  aile  vier  Punkte  Bt 
gehende  cuhische  lidvmcitrve,  SO  ist  der  Torsus  ein  Ebenetûmschel,  desseìi 
Axe  eine  Sehne  der  Eaumcurve  ist:  in  der  That,  wenn  ein  Punkt  B 
auf  einer  durch  7?, ,  •  •  i^^  gehenden  cubischen  Raumeurve  sich  be- 
wegt und  h^'h,,  h^,  64,  stets  coUinear  bleibt,  so  dreht  sich  ß^  um 
eine  Sehne  der  Curve. 

5.  Nf  hmn  icir  ììuìì  </.  hrjrrglich  und  /'est  an,  so  gehen  von  den 
Ebenen,  welche  einer  Ebene«  von  A  in  den  Bündeln  B  entsprechen,  deren 
.Scheitel  die  Gerade  h  durchläuft,  drei  durch  B.^  (Nr.  4.);  woraus  her- 
vorgeht, dass  die  drei  a.  ,  welche  h.^  =  BB,^  correspondiren,  in  a  liegen. 
Fcjlgiich  heschreihen  alle  r/.,  eivtn  Kefjel  ?>.  Ordnung.  Seine  Kanten 
sind  eindeutig  auf  die  l'unkte  B  von  h  bezogen;  also  muss  er  vom 
Geschlechte  0  sein  und  eine  Doppelkante  haben,  welche  sich  bald  er- 
geben wird. 

6.  Sei  B  ein  beliebiger  Putûct,  so  liegen  die  Scheitel  aÜer  Bündel^ 
wélûie  mit  dem  BOndd  B  so  ee^inear  sind,  dass  die  nach  Bi,  B^ 
gehenden  Strahlen  sieh  entsprechen,  auf  der  durch  •  •  -,  B^,  B 
ffthenden  cubisdten  Baumcurve*  Denn  ist  S  der  Scheitel  eines  solchen 
Bflndels,  so  begegnen  sich  einfach  unendlich  viele  Strahlen  von  S  mit 
den  homologen  von  B^  und  diese  Begegnungspunkte,  unter  denen  sich 
hier  auch  die  Punkte  Bf,  •  •  B^  befinden,  erzeugen  bekanntlich  eine 
cubisehe  Ranmcurre,  auf  der  auch  die  beiden  Scheitel  B  und  S  liegen; 
d.  h.  R  liegt  auf  der  durch  B,,  •  •  B^  und  B  gehenden  cubischen 
Raumeurve. 

7«  Liegt  B  auf  b,  so  begegnet  die  zu  B  gehörige  (adjungirte) 
Raumeurve  3.  Ordnung  im  Allgemeinen  der  Geraden  b  nicht  noch 
einmal.   Unter  den  cubischen  Raumcunren  durch  B^,  •  •    B^  giebt 
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es  aber  eine,  welche  b  zweimal  trifft;  ihre  beiden  Begegnungspunkte 
mit  b  sendeu  nach  B^,  •  •  -,  collineare  Bündel;  folglich  entspricht 
ihnen  auch  im  Bündel  A  derselbe  Sirahl  a^,  und  wir  haben  so  die 
DoppdkatUe  des  Kegels  3.  Ordnung. 

8.  I)cr  Bunid  B  komme  nun  währemi  seiner  Bewegung  auf  ò  in 
dir  Ehnir  ß^y^  =  ByB.,B^\  es  liegen  dann  die  drei  Strahlen  6,,  b.^,  b^ 
in  derselben  Ebene,  während  rt.^,  a.^  dies  nicht  thuu:  wir  hiiben 
eiiie  excejitionclle  Collincation* )  zwischen  den  Bündeln  A  und  Ji;  die 
Ebene  ß^^i  singulüre  Ebene  in  B,  der  Strahl  a,  der  singulare 

Strahl  in  Ä\  jedem  weiteren  Strahle  ò'  von  B  in  ß^^^  correspondiren 
einfach  unendlioh  viele  Strahlen  ron  alle  in  der  Ebene  u  gelegen, 
die  durch «»4  geht,  und fttr welche (»,,021^3,  u)  Ä  B{L\f  B.^,  B^^  b')'y 
hingegen  allen  Strahlen  von  B,  die  nicht  in  die  Ebene  ß^2s  fsMen, 
entspricht  der  eine  singoläre  Strahl  .  Folglich  fUlt  bei  dieser  Lage 
des  Scheitels  B  der  dem     entsprechénde  Strahl      nach  und  < 

ebenso  «i,  a^,     sind  also  Kanten  des  Kegels  3.  Ordnung. 

0.  Sei  nun  wieder  beweglich  und  a  eine  Ebene  im  Bündel  A  ; 
so  gehen  Ton  den  Ebenen  ß,  welche  ihr  in  dem  veränderlichen  Bün- 
del B  (auf  b)  entsprechen,  zwei  durch  b  (Nr.  4),  folglich  fällt  iwei- 
mal  der  Strahl  in  A,  welcher  (  entspricht»  in  die  Ebene  die  Strahlen 
also  in  A,  die  dem  festen  Strahl  h  der  veränderlichen  BOndel,  deren 
Scheitel  sich  auf  h  bewegt^  entsprechen,  «neugen  einen  Kegel  2.  Gra- 
des, der  durch  a^,  (»^,  a^,      geht  (Nr.  8). 

10.  Sei  ß  eine  durch  b  gelegte  Ebene;  untersuchen  wir,  indem 
sie  zu  den  verschiedenen  Bündeln  gerechnet  wird,  die  Bewegung  der 
entsprechenden  Ebene  in  A,  Sei  und  wieder  eingeführt j  yon 
den  entsprechenden  ,  die  ein  Hyperboloid  [6]^  bilden,  liegt  also  eine 
in  ß\  folglich  geht  die  der  fi  entsprechenden  Ebene  und  nur  diese  durch 
A^  (oder  aj;  also  bilden  diese  Ebenen  einen  Ebenenbfischel.  Derselbe 
ist  der  Punktreihe  b  projectiv;  sei  seine  Âxe  a  und  die  eines  andern 
BOschels,  welcher  der  Ebene  durch  (  zugehört,  a';  die  Schnittlinien 
der  entsprechenden  Ebenen  von  a  und  a'  erzeugen  mithin  einen  Kegel 
2.  Grades^  der  auch  durch  a  und  a'  geht;  aber  diese  Schnittlinien  sind 
die  entsprechenden  Strahlen  von  h^ßß^,  also  ist  unser  Kegel  der 
obige  in  Nr.  9.  Mitbin: 

Die  entdeckenden  SbraMen  in  A  gu  dem  feelen  Strahle  b  tkr 
Bündelf  deren  Scheitel  sich  auf  h  bewegt  y  ereengen  denselben  Kegel  2. 
Grades  t  wie  die  Axen  der  Biiscltely  welche  je  von  den  Ebenen  gebildet 
toerdemf  die  jeder  Ebene  df»ir€h  b  in  A  ents^eehen.  Jede  Kajüte  ist 


.  *)  Hirst,  on  the  correlation  of  two  plaaes  (Proceed.  Lend.  Math.  Society  V, 
p.  40;  Annali  dì  nttem.  ler.  II,  i  VI,  p.  260  Nr.  11— U). 
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also  gleichzeitig  die  homologe  Gerade  von  6  für  eine  gewisse  Lap^e  von 
B  auf  h  und  die  Axe  des  Büschels  der  Ebenen,  die  einer  gewissen 
^  durch  b  corredpondiren. 

11.  Sei  nun  fest  und  beivege  sich  auch  der  Scheitel  A  auf  einer 
Geraden  a\  welches  l^läeiiensysteni  erzeugen  die  Hyperboloide  [6J*,  bez., 
was  dasselbe  ist,  welches  Lininistfstem  ihre  Erzcufferidn)  h.^? 

Wenn  ß  eine  beliebige  Kbene  ist,  so  winl  dieselbe  von  so  vielen 
Hyperboloiden  tangirt,  als  Erzeugende  ii.^  durch  den  Punkt  bß  ^^oheu 
und  in  ß  liegen;  weil  aber  alle  ,  die  durch  diesen  Punkt  gehen, 
wegen  Nr.  5.  einen  Kogel  3.  Ürduuug  erzeugen,  so  ist  die  Zahl  der  ß 
tangirenden  Hyperboloide  3. 

Suchen  wir  ferner  die  Zahl  der  ,  die  durch  einen  Punkt  gehen; 
dieselben  liegen  alle  in  der  Ebene  Br^b  und  wir  haben  die  Classe  der 
Curve  zu  ermitteln,  die  von  den  b,^  in  einer  Ebene  ß  durch  b  umhüllt 
wird«  Durch  jeden  Punkt  von  b  gehen  in  ß,  wie  eben  gezeigt,  drei; 
•mierdeiii  aber  igt  noch  h  sellmt  eine  Doppeltangente  diner  Corvè. 

12.  Seien  nilmlich  Jf,  B"  irgend  zwei  Punkte  auf  so  be- 
schreiben nach  Nr.  5.  die  beiden  strahlen  b^',  b/\  welche  dem  rait  A 
beweglichen  Strahle  rt.,  entsprechen,  zwei  Kegel  3.  Ordnung,  welche 
beide  eindeutig  auf  die  Punktreihe  also  auch  auf  einander  bezogen 
sind.  Jede  Ebene  durch  b  schneidet  3  Strahlen  aus  dem  Kegel  {Ii') 
aus,  deren  drei  correspondirende  auf  {B")  mit  b  die  drei  entsprechen- 
den Ebenen  geben,  ebenso  nmgekehrt.  Also  giebt  es  sechs  Coincidenz- 
Jibeneii,  cu  denen  aber  anoh  die  vier  Ebenen  nach  £|,  -  •  -,  B^  ge- 
hören (entsprechend  den  Sparen  von  a  in  den  vier  Ebenen  des  Tetra- 
eders A^A2A^A^). 

in  den  beiden  ftbrigen  Ebenen  and  ß**  (durch  b)  liegen  also 
swei  demselben  Punkte  Ä*,  bes.  Ä**  von  a  entsprechende  6,".  Die 
andern  (Hr  A*  s.  B.  (d.  h.  die  den  andern  Punkten  jB  von  i  zn- 
gehdrigen)  liegen  dann  auch  in  dieser  Ebene  fl^.  Denn  weil  und  (5'' 
beide  in  /}*  liegen,  so  gehen  die  der  in  Ä*  entsprechenden  Ebenen  a 
(wenn  ß^  sum  Bflndel  ff  oder  JB"  gerechnet  wird)  beide  durch  =*  A*A^  ; 
also  ist  05  die  Axe  des  Büschels  aller  Ebenen  a  in  A*,  welchl  ß*  ent- 
sprechen, jenachdeoi  sie  zu  den  verschiedeneu  Bündeln  mit  auf  b  be- 
findlichen Scheiteln  gerechnet  wird,  woraus  folgt,  dass  auch  die  b^  in 
allen  diesen  Bündeln,  welche  n.^  entsprechen,  in  ß*  liegen.  Üad  Hyper- 
boloid dieser  b^  hat  sich  also  für  Ä*  und  ebenso  für  A**  in  einen  in  ß*,  ' 
bez.  ß**  gelegeneu  Kegelschnitt  verwandelt, 

18*  Wenn  A^M^  die  Aze  eines  Bflsehds  von  Ebenen  ist»  die  der 
Ebene  ß*  entsprechen,  so  ist  sie  auch  die  entsprechende  Gerade  von  b 
f&r  eine  gewisse  Lage  von  B,  d.  h.  in  die  b  fallt,  weil  dasselbe  auch 
für  A**  gilt|  6|  zweimal.  Mithin  ist  einerseits  gefunden,  dass  die  beiden 
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Kegclschuitte  in  ß*  und  ß**,  welche  entartete  Hyperboloide  sind,  die 
Gerade  b  berühren;  andererseits,  dass  für  die  in  Nr.  11.  betrachtete 
Eiuhüilangscurve  b  eine  doppelte  Tangente  ist,  diese  Curvo  also  von 
der  5'*""  Classe  ist.  Folglich  gehen  durch  jeden  Funkt  i^^  fünf  Gerade 
î>j  und  fünf  Hyperboloide  [6]^;  das  Liniensystem  der  ist  demnach 
(5,  '^)\  in  dem  Hyperboloidsystme  gehen  je  fünf  Fläcl^en  dunh  einm 
FwfMf  herühirm  je  ém  erne  JEbme  mid  noti  smd  mu  Kegdttknätm 
ausgeartet. 

Id  der  Ebene  jedes  dieser.  Eegelsclmiite  serf&llt  also  die  Gimre 
5.  Classe  in  den  Kegelschnitt  nnd  eine  Onrve  3.  Glasse. 

14.  Kommt  der  »Scheitel  A  bei  der  Bewegung'  auf  a  in  eine  der 
vier  Ebenen  —  AiA^Ai,  so  degenerirt  das  Hyperboloid  ebenfalls 
und  zwar  in  ein  System  von  awei  ebenen  Strahlbttscheln,  deren  Scheitel 
auf  der  Schnittlinie  der  Träger  liegen.  Es  liege  z.  B.  A  in  «u, ,  so 
rauss  nach  Nr.  8.  den  beiden  Strahlen  a^  und  a,, ,  die  nicht  in  der 
Ebene  a^a.,a•^  liegen,  dieselbe  Gerade  entsprechen,  d.  h.  wo  auch 
B  auf  b  sich  befindet,  geht  stets  durch  und  beschreibt  also  den 
StrablbOschel  {B^,  b).  Gelangt  jedoch  auch  B  in  die  Ebene  ß^^r^,  so 
ist.dnreh  das  Ent^rechen  von  a,,  a^,  a,,  und  6,,  ò  ,,  ò,,  b^  die 
OoUiueation  nicht  bestimmt;  ist  a*  der  Bchnittstrahl  (a,23,  a^a^)  und 
so  in  ßi29  constrairt>  dass  h^h.Ji^b'^  Ä  a^a.,a^a^f  so  kann jedisr  Strahl 
der  Ebene .0*64  im  Bflndel  B  der  dem  entsprechende  Strahl  sein; 
denn  sei  ein  solcher  Strahl,  so  sind  dann  in  der  durch  das  Ent- 
sprechen von  aiO^a^a^  nnd  hfi^h^h^  bestimmten  Gollineation  auch 
und  6*,  a,  und  homolog.  Also  der  eine  Punkt  B  —  hß^^  liefert 
den  ganzen  zweiten  BflseheL  Das  HyperMoidsystm  enikäU  mUkim 
vier  Ebmmpaoßre. 

16.  Jedem  Punkte  von  a  entspricht  demgemäss  ein  Hyperboloid 
und  im  Allgemeinen  auch  umgekehrt  jedem  Hyperboloid  ein  Punkt 
▼on  a.  Aber  den  beiden  Begegnungspunkten  der  a  mit  der  sie  zwei- 
mal treffenden  cobischen  Raumcurve  durch  .1,,  •  -,  A^  entspricht  das 
nämlich^  Hyperboloid.  JDaw^  is^  also  in  unserem  Flä^iensjfsteme 
doppeU\  Q.  h.  es  zihlt  bei  jedem  seiner  Punkte  für  zwei  von  den  fttnf 
durchgehenden  Systemflichen;  ebenso  zftblt  die  durch  ihn  gehende  Er- 
zeugende Ò5  fttr  zwei  Gerade  im  Liniensysteme  (5,  3).  Die  Erzeugenden 
dieses  Hyperboloids  sind  die  Doppelkanten  der  den  verschiedenen 
Punkten  B  von  h  zugehörigen  Kegel  8.  Ordnung  (Nr.  b.),  und  die- 
jenige, welche  je  in  einer  Ebene  ß  durch  h  Hegt,  ist  eine  zweite  Doppel- 
tangente der  Curve  5.  Classe  in  dieser  Ebene  (N^.  tl.,  13.).  Ausser 
den  beiden  schon  gefundenen  Doppeltangenten  musa  diese  Curve,  weil 
sie  eindeutig  auf  die  Punktreihe  a  bezogen  ist^  noch  vier  andere  haben  : 
dies  sind  die  Schnittlinien  von  ^  mit  den  vier  Ebenen /i,},,  ßf^^,  /S,,,,  ß^^^. 
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Denn  jeder  Strahl  6^  um  jB  —  hß^  in  ßy,^  ist  für  zwei  Punkte  A  auf  a 
entsprechender  Strahl  von  a^]  in  dem  Bündel  B  ist  nämlich  ß^^^  singulare 
Ebene,  in  welcher  ft,,  hr,,  ft.,,  ft,  liej^en,  jedem  dieser  Strahlen  ent- 
sprechen ganze  Büschel  von  Stralileii,  deren  Ebenen  durch  den  singulii- 
ren  Strahl  vou  A  gehen  (Nr.  H.)  und,  da  je  einer  von  ihnen  bez.  durch 
A^,  yl.,,  J,,  gehen  soll,  je  diese  Funkte  enthalten.  Dem  ft^ , 
welcher  ausserhalb  der  siugularen  Ebene  /i,.,,  liegt,  muss  der  singuläre 
Strahl  fi'  hìA  corresjiondiren  ;  derselbe  muss  demnach  durch  yl^  gehen,  a  in 
A  treffen  und  so  bescliafleu  sein,  dass  a  (A^  A.^A^A.^)  A  l^B^B^B^h^). 
Also  sind  die  Punkte  A  die  beiden  Schnittpunkte  der  a  und  des  Kegels 
2.  Grades  mit  der  Spitze  .1 , ,  dessen  Kanten  mit  den  Puukten-^l,,^2;-^3;^^i 
das  Doppelverhältniss  Ii  [B^  B.,B^B^)  umfassen. 

Unser  Flächensystem  hat  die  Charakteristiken  /ü  =  5,  p  =  3; 
ferner  ist  ^t»  =  4,  und,  wie  wohl  nicht  schwer  zu  erkennen,  die  Zahl 
ff)  der  Kegel  =  0;  die  Zahl  der  Kegelschnitte  ist,  wie  oben  gefunden,  2, 
jedoch  ist  in  der  Formel:  2ft  =  -|"  j^^^r  derselben  doppelt  zu  rechneu, 
also  '2,  wie  mir  Herr  Zeatheo,  dem  ich  gelegentlich  flher  dies 

System  schrieb,  bemerkte:  in  der  That^  fassen  wir  in  der  Correspondenz 
(jif  hier  also  (5,  5),  auf  einer  beliebigen  Geraden,  ans  der  die  obige 
Formel  folgt»  den  Scknittpankt  B'  mit  einer  der  Eegelschnittebenen  ins 
Auge:  Ton  den  ö  dnreh  ihn  gehenden  Geraden  des  Liniensystems  sind 
swei  Tangenten  des  Kegelschnitts,  die  3  andern  gehören  allgemeinen 
Hyperboloiden  an;  im  Flacbensysteme  gehen  also  durch  ihn  die  Kegel- 
schnittsbene  ab  ausgeartete  Fläche  und  drei  Flächen;  folglich  ist  jene 
doppelt  zu  rechnen;  und  Ton  den  fflnf  zweiten  Schnittpunkten  haben 
sich  zwei  mit  B'  vereinigt;  also  ist  derselbe  ein  doppelter  Goincidenz- 
punkt.   Mun  führen  die  drei  Formeln: 

und 

^»4  — 2tr~fl^p  — 2tr— B 

alle  zu:  v^Q, 

II. 

17.  Wir  (jcbni  nun  auch  (icnt  Bioiktc  B,^  eiiw  feste  Lngc,  so  dass 
wir  die  beidm  Gruppen  •  •  -,  i^,,  •  •  -  ,  1?,  haben.  Lassen  wir 
diese  einander  entsprechen,  so  sind  die  beiden  Räume  (a)  und  (ft)  col- 
linear bezogen.  Mem  Punkte  A  oorrespondirt  ein  B,  AUe  Fmàkt 
àie  dem  A  heMügdU^  A^,  •  •  -  ,  A^^  adjungirt  sind,  d.  h.  wdche  nach 
diesen  Funkten  BUndd  senden,  die  nUt  A  {A^f  •  •  -,  Ä^)  coUinear  sind, 
ereeîigen  die  dnrdt  A^,"  -  fA^,  A  gehende  eübisehe Banmeiurve  (die 
dem  A  aißungirte)  nach  Mr.  6.;  aUe  Punkte  B,  die  ihm  {und  seitien 
atgnngitien)  in  Beeng  auf  heide  Gruppen  A^,  •  •  -,  jI^;  B^,  *  *  *>  -B« 
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correspondireti f  d.  h.  nach  7^, ,  •  •  •  ,  7^-,  Strdhlcnbümicl  senden,  die  zu  A 
{A^,  A  ^  rnjliticar  sind,  ìnìden  offoihar  die  cuhischc  Curve  /P, 

welche  der  a-'  als  zu  (a)  f^ehörig  in  (h)  entspricht;  zwei  derartige  Curven 
mögen  analog  heissen.  Es  ist  nicht  schwer,  einzusehen ,  dass  zwei 
solche  analoge  Curven  es  auch  im  Probleme  der  räumlichen  Projec- 
tivität  (Abschnitt  II.)  sind;  d.  h.  dass  die  Ebenenbüscliel,  welche  von 
irgend  einer  Sehne  der  einen  Curve  nach  •  -,  A,^,  und  von  irgend 

einer  Sehne  der  andern  nach  B^,  '  •  gehen,  projectiv  sind. 

Die  beiden  Bfindel  cnbiseher  Baumcurren  durch  ,  •  •  • ,  A^  und 
'  •  'f  Bf^  sind  ecdlìnear,  ìaèem  mcài  je  die  analogen  entsprechen. 
Die  analoge  Corre  in  (b)  an  einer  in  (a)  erhilt  man  so:  sei  ^  ein 
Ponkt  der  letateren,  ao  conitmire  man  die  beiden  Kegel  mit  den 
•  Spitsen  B^f  B^y  deren  Kanten  h'y  bes.  so  sind,  dass  ^{BiB^B^B^ 
Ä  Aä^{A,  A^  A^  A,)  und  h"{B^  B^B^B^)  Ä  AA,  {A,  A^  A.^  A^)  ;  ihr  Schnitt 
ausser  B^  B^  ist  die  gesuchte  Corre. 

18.  Bewegt  sich  A  auf  einer  Gerttden  a,  so  beschreibt  die  adjungirte 
Curve  a?  eine  Fläche  5.  Ordnung f  welclte  die  fünf  Pwücte  ^1, ,  •  •  -, 

JÌI  êmfw^km  ^viMen^  ihre  10  Ye^indvmgsgenäm  âu  einfachen  Ge- 
raden hai  und  die  die  a  mownal  treffende  erMeugende  Curw  doppeU  età- 
hält*).  Die  analoge  Curve  glcitel  ébenfaOs  an  einer  Oeraden  hm, 
der  entsprechenden  in  der  rSnmlichen  Collineation,  ereeugt  die  eni- 
s^prechende  Fläche  5.  Ordnung,  auf  der  die  entsprechenden  Gebilde  der 
eben  genannten  in  derselben  Weise  liegen» 

Da  diese  Flache  von  einer  beliebigen  Geraden  flOnfmal  getroffen 
wird,  80  zeigt  sich  nochmals,  dtmfSnf  J^aûcte  van  a  einen  eorreepon^ 
direnden  auf  b  haben,  wie  dies  sich  ja  schon  daraus  ergab,  dass  ffinf 
der  Hyperboloide  [6]',  die  den  Punkten  ron  a  angehören,  durch 
gehen. 

19.  Nur  einfach  unendUch  riele  analoge  Curven  der  beiden  Bfindel 
(Nr.  17.)  treflfen  einander;  wir  suchen  den  Ort  dieser  Bßgeignungspunkte, 
also  derjenigen  Funkte  (C)^ ,  die  gugleidi  nodi  beiden  Grtqppen  eolUneare 

Bündel  senden. 

Sei  i^'eine  beide  Käume  durchziehende  £bene;  A  ein  Punkt  der- 
selben  aus  dem  Räume  (a);  seine  correspondirendu  Curve  trifft  y  in 
drei  Punkten  ii;  ebenso  entsprechen  jedem  B  drei  A.  Bewegt  sich 
A  in  y  auf  einer  Geraden  a,  so  schneidet  die  Flache  der  correspondi- 
renden  Curven  in  y  eine  Curve  5.  Orclnimg  ein.  Daraus  ergiebt  sich 
nach  dem  Correspoudenz-Princip  der  Ebene'"*),  dass  es  3-|-3+ö»ll 


*i  Kfve,  Scblömilch*8  ZeitAcbhft  Bd.  13,  6.  526.  —  Sturm,  Bordtardt'a 
Journal  Bd.  79,  S.  99. 

**)  Salmon,  Oeinnetry  of  three  dimennoiw,  t.  Aufl.,  S.  611  (wie  in  Clebsch  - 
Lindemaon*B  Vorletimgen  fiber  Geometrie  citirt  wird),  8.  Aufl.,  8.  687;  deutsche 
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Coincidenzen  von  A  und  B  giebt.  Alle  11  sind  Begeguuiigspunkie 
analoger  Ourven.  Der  Ort  der  Pnnkte  {C\  ist  demnach  eine  Curve 
11.  Orânun(j\  dieselbe  geht  eniehtlieh  durch  die  10  Gruppenpunkte 
und  die  vier  Punkte,  die  den  beiden  eollinearen  RSumen  entsprechend 
gemein  sind. 

20.  Die  acht  weitereu  Schnittpunkte  dieser  Curve,  z.  B.  mit  der 
Ebene  «i^.o  sind  leicht  zu  ermitteln.  Sei  A  ein  Punkt  dieser  Ebene, 
so  besteht  die  ihm  adjungirte  Curve  aus  der  Geraden  ^  =  .4-  und 
dera  Kegelschnitte  in  «,33  durch  A^,  A.,,  A^^  A  und  die  Spur  von  a^^,  die 
correspondirende  aus      und  dem  analogen  Kegelschnitte  in  ßy^^  durch 

B.^,  B^f  und  die  Spur  Yon  b^^\  d.  h.  dem,  von  dessen  Punkten  nach 
diesen  vier  Punkten  Büschel  gehen ,  die  za  den  von  den  Punkten  jenes 
Kegelschnitts  nach  den  homologen  Punkten  gehenden  Büscheln  pro- 
jectiv  sind.  Da  also  die  veränderlichen  Theiie  der  correspondirendâi 
Curven  der  Punkte  von  a,,,  in  liegen,  so  kann  eine  Coineidens 
nur  auf  der  Oeraden  «its^m  statthaben:  jedem  Ä  oder  B  dieser  Ge- 
raden entsprechen  swei  bewegliche  Schnittpunkte  seiner  correspondi- 
renden  Curve  mit  dieser  Oeraden;  also  giebt  es  vier  Coincidensen. 
Dies  sind  Punkte  unserer  Curve  11.  Ordnung.  Die  vier  übrigen  in 
«IM  »nd  at^ßn&f  <*iißuit  ^ßiu* 

III. 

21,  Es  seien  nnn  swei  Gruppen  von  je  sechs  Punkten  gegeben: 
^if  '  '  't  ^it  '  '  *f  bilden  ans  ihnen  swei  Gruppenpaare 
von  je  fünf  Punkten:  ^1,,  •  •  *,  A^^  B|,  •  •  »,  B^,  welche  wir  (A)*  und 
(B)*  nennen  wollen,  und  A^,  *  »  »,  A^,  B^^  "  >,  B^,  B^,  welche 
(AÓ*  und  (B*)'  heissen  mügen.  Wenn  nun  ein  Punkt  A  im  Räume  (a) 
einen  derartigen  correspondirenden  B  in  (()  hat,  dass 

eoli.  B{B,,--;B,X 

der  ihm  also  in  Bezug  auf  die  beiden  sechspunktigen  Gruppen  (A)^, 
(B)^  entspricht,  so  muss  B  sowohl  auf  der  A  in  Bezug  auf  (A)*(B)' 
correspondirenden  Curve  in  {b),  als  auch  auf  der  in  Bezug  auf  fA')^  (B')^ 
correspondirenden  liegen.  Ist  A  ein  belielu^-er  Punkt,  so  haben  diese 
beiden  correspondirenden  Curven  im  Allgemeinen  (ausser  den  Punkten 
'  '  ')  ^4)  l^Pi'it'ii  Punkt  gemein;  also  hat  im  Allgemeinen  ein  Punkt 
keinen  correspondirenden  in  Bezug  auf  (A)",  (B/*.  Wir  haben  mithin 
die  Fläche  ^l*  der  Puukte  i^Ä)^  aufzusuchen ,  welche  correspoodirende 


BesrbeitODg  2.  Aufl.,  2.  Th.,  S.  6&6.  —  Zeuthen  bat  dies  Prindp  selbstÜDcUg 
gefonden  (Comptes  xeadus  Jam  1874),  sein  geometriieh  bewieien  mid  anf  den 
Fall  einer  CoinoidMiscarve,  sowie  anf  den  Baun  ausfedehat 
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Pankte  (B)^  haben.  Oieae  oorrespondÎTenden  erfüllen  natOrUeh  eine 
Fläche  Ton  denelben  Art:  9*. 

88.  Sei  a  eine  beliebige  Gerade,  auf  welcher  ein  Punkt  bewegt 
werde;  seine  entsprechende  Curve  in  Bevug  auf  (A)^(B)*  beschreibt 
eine  Fläche  5.  Ordnung,  und  ebenso  die  in  Bezug  auf  (A')^,  (B^^;  diese 
Flächen  haben  auóser  den  6  Verbindungslinien  der  Punkte  Bi,  '  *  », 

noch  eine  Curve  19.  Ordnung  gemein.  Jeder  Punkt  P  auf  dieser  hai^ 
weil  durch  ihn  je  eijie  erzeugende  Curve  der  beiden  Flachen  geht,  einen 
entsprechenden  Punkt  A  und  A'  auf  <i ,  deren  Coiucideuzen  wir  suchen. 
Die  dem  Funkte  A  <auf  der  ersten  Flüche  entsprechende  Curve  tri£Ft 
die  zweite  Fläche  und  damit  die  Curve  19.  Ordnung  ausser  in  den  vier 
Punkten  Ji,  noch  in  3  Punkten,  denen  also  3  Punkte  yl'  entsprechen; 
ebenso  umgekehrt.  Folglich  giebt  es  6  Coiucidenzeu  der  A  und  A'. 
Kommt  nun  A  in  die  Ebene  «,.,,,  so  besteht  die  ofitsj»reehende  Curve  auf 
der  ersten  Flüche  aus  der  Geraden  h^r^  und  einem  gewissen  Kegelschnitte 
durch  Bf,  i?2,  ^3  zusammengesetzt;  die  drei  Begegnungspunkte  dieser 
Curve  mit  der  andern  Fläche  sind  die  beiden  ferneren  tSclmittpunkte  von 
Z>^r,  ausser  dem  dreifachen  Punkte  JÖ,  und  der  einzige  noch  übrige  des 
Kegelschnitts  ausser  den  drei  dreifachen  Punkten  2?,,  li^,  B.^.  Die  durch 
den  letzten  Punkt  gehende  erzeugende  Curve  der  zweiten  Fläche  besteht 
aus  h^^  und  einem  gewissen  Kegelschnitte  iu  der  Ebene  /J,.^.,;  folglich 
liegt  sein  entsprechender  Punkt  A'  auf  a  in  «r,,,,  ist  mithin  unser 
jetziger  Punkt  A,  Es  ist  auf  diese  Weise  eine  Coincidens  t(Hi  A  nnd 
A*  SU  Stande  gekommen;  ebenso  geben  die  drei  andern  Ebenen  «„4, 
a,34,  «234  Coincideuzen;  und  es  bleiben  nur  noch  zwei  weitere. 

S3.  Die  vier  Goineidenzpunkte,  die  in  den  Ebenen  des  Tetraeders 
.^,^2 -^3 -^4  liegen,  fnhren,  obgleich  ihre  correspondirendra  Curven  in 
Besug  auf  (A)^(B)'^  und  auf  (A')'^(B')^  sich  begegnen,  doch  nicht  su 
Paaren  von  correspondirenden  Punkten  in  Bezug  auf  (A)*  (B)'',  d.  h. 
zu  solchen  Punktepaaren,  welche  collineare  Bfindel  nach  den  beiden 
sechspunktigen  Gruppen  senden. 

Denn  es  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  (wie  ja  a  in  Nr.  32. 
eine  beliebige  Gerade  ist).  Man  lege  durch  ihn  die  beiden  Kegel- 
schnitte, welche  durch  A^^  A^f  A^  und  bez.  die  Spuren  A^.^^  A^^.  von 
und  a^i,  geben,  und  construire  in  ß^^^  durch  li^,  B.^,  B^  und  bez.  die 
Spuren  7^„.  von  und  h^^^  die  analogen  Kegelschnitte  (Nr.  20.),  die 
Kegelschnitttheüe  der  beiden  dem  Punkte  A  correspondirenden  cubischen 
Banmcnryen;  ist  nun  B  deren  vierter  Schnittpunkt,  so  ist  zwar,  weil 
A  und  B  den  einen  analogen  K^elschnitt«n  angehören, 

A{Ai,  •  •    Jj)  coli.  B{Bi,  •  •     jB,),  ^ 

und  weil  sie  auch  auf  den  andern  liegen, 

A{A,,  .  .  ,  A,,  A,)  colL  B(2?„  .  .  -,  B„  B,)  ; 
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daraus  fülgt  aber  noch  nicht: 

AiA^,         Ä,)  coli.  Jy(7i,,  B,). 

Denn  dazu  ist  nothwendig,  dass  durch  das  Entsprechen  von  ^  (^4, ,  •  •  -,  A^) 
und  B{B^y  •  •  *,  eine  einzige  collineare  Beziehung  festgesetzt  wird. 
Hier  aber,  wo  sowohl  A^A^A^A^)  als  B{B^B^B^  in  einer  Ebene 
liegen,  giebt  es  ein  System  von  einfach  unendlich  vielen  Collineatio- 
nen,  in  denen  sich  jene  Strahlen  entsprechen:  man  kann  nämlich 
noch  irgend  einem  Strahle  a  von  A  irgend  einen  Strahl  //  in  B  zu- 
ordnen, wofern  nur  A  A^i  A^A^A^a)A  B  B^{B^B.^B.^b')*)\  in  der 
CoUiiieation,  die  durch  das  Entsprechen  von  A{A^A.^A^a)  und 
liili^  ii^  ÌÌ.Ji)  bestimmt  ist,  sind  in  Folge  dieser  l'rojectivität  A  A.^ 
und  B B.^  homol()f(,  weil  dies  bei  den  Schuittstrahlen  («,2:,,  ii  A^)  und 
(/3,23,  h'  B^  der  Fall  ist  (verj^'l.  Nr.  14.  ).  Im  Allgemeinen  werden  nun 
in  einer  der  unendlich  vielen  Collineationen  AA^^  und  BB^,  in  einer 
andern  AA^  und  BB^^  correspoudiren. 

24«   Also  die  Punkte,  in  denen  die  Gerade  a  den  vier  Sbenen 
begegnet,  haben  keine  solchen  correspondirenden,  dass  ans  ihnen 
collineare  Bündel  nach  den  beiden  Gruppen  (A)*  und  (B)®  gehen.  Es 
gilt  dies  mithin  nur  für  die  beiden  andern  Coincidenzpunkte ,  die  sich 
ergeben  haben. 

Diejenige»  Funkte  (A)^  im  Baume  (a),  welche  in  Beguff  auf  die 
beiden  Gruppen  (A)*(B)^  correspondirende  hohen,  erfüllen  eine  Fläche 
2,  Grades       die  entsprechenden  (B)^  eine  ebensokhe  Fläche 

25.  Die  Gurren,  in  denen  diese  Flächen  91'  and  bes.  von 
a,2,  und  ßifi  durchschnitten  werden,  lassen  sich  leicht  als  Kegelschnitte 
erkennen.  Denn  wenn  auch  nicht  alle  Punkte  von  «|,)  correspondi- 
rende haben,  so  haben  doch  einfach  unendlich  viele  von  ihnen  und 
swar  nothwendig  in  /Sijj.  Solche  oorrespondirende  Punkte  Ä  und  B 
müssen  dann,  wenn  die  Spuren  von  a^,  in  «429,       in  /Ij,,  bes.  A^^y 

sind,  der  Bedingung  genügen: 

A(AA,A,  A,,A,,A,J  A  B(B,  B,B,B,,B,,B,,)  ; 

denn  ist  das  der  Fall  und  lässt  man  dann  A  {Ay,  A.^,  A^,  A.^)  und 
B{B^,  Bj,  Bf,  Br^)  entsprechen,  wodurch  eine  einzige  Collineatiou  be- 
stimmt wird,  so  ctit-sprechen  sich  auch  ^(^4.,,  A.^,  A^)  und  B{B^,  B^,  B^). 

Die  Punkte  aber  A  und  Ji,  weit  he  der  obigen  Bedingung  genügen, 
erfüllen  zwei  cubische  Curven,  welche  bez.  durch  die  Punkte  der  Grup- 


^  ICsB  erUUt  alle  mSgliehen  ColUneatioiitn,  wenn  o'  feetgehsUMi  und  V  in 
der  doroh  die  obige  Frogectintât  bestimmten  Ebene  gedreht  wird;  eine  Yttiade- 
ruog  von  a'  wird  nur  dieselben  CoUineationen  re£||||daciren. 
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pen  gehen,  wofern  die  Lage  dieter  Punkte  eine  ganz  beliebige*).  Dm 
ist  nnn  hier  nicht  der  Fall,  denn  aomohi  A^^,  A^^^,  A^^^,  als  auch  B^^, 
^4hf       liegen  je  in  einer  Geraden. 

£s  sei  also  A  ein  beliebiger  Punkt  auf  der  Geraden  der  drei  ersten 
Punkte  nnd  B  der  zweite  Schnittpunkt  de«  analogen  Kegelschnitte 
durch  B^,  B^,  B^  mit  der  zweiten  Geraden,  so  folgt,  weil 
AA^^  =  AA^^  =  -^^5«       ebenso  BB^^  =  BB^^  =  BB^^,  dass 

A{A,A,A^A  AB(B^£,B,B,,B,,B,,), 
ohne  dass  dies  zu: 

A{AiA,  •  •  •  ^  eoli.  *  •  •  B«) 

ffihrte. 

Die  beiden  Geraden  nehmen  also  an  den  Curven  3.  Ordnung  theil, 
welche  demnach  je  in  sie  und  einen  durch  4t >  ^3,  ^x*  ^2» 
J?3  gehenden  Kegelschnitt  zerfallen.    Auf  den  Flächen  %\ 

liegen  nur  die  letzteren. 

86.  Wie  auf  der  Gnnre  3.  Ordnung ,  so  liegen  auch  auf  und 
h\„  Punkte  Ton  folgender  Art:  allen  Punkten  des  Kegelschnitts  durch 
A^A2A^A^f^A^Q  entspricht  in  Bezug  ani  die  beiden  Gruppen,  von  denen 
die  eine  ans  diesen  Punkten,  die  andere  ans  den  homologen  Punkten 
besteht,  ein  einziger  Punkt;  derselbe  liegt  auf  b*„**);  ebenso  solche 
Punkte  liefern  die  Kegelschnitte  durch  A^Ar^A^A^.^Ar^^^  und  durch 
AiA^AjA^^A^^  (die  drei  andern  werden  Geradenpaare);  nennen  wir 

diese  Punkte  1^^,  B]^,  Drei  Ihnliche  Punkte  ergeben  sich 

auf  aj„. 

27.  Jlf»7  den  eben  gefundenen  KrgdschnUien  af^,,  \):,^^  liegen  na- 
türlich  auch  die  Funkte  4,,  •  •  A^,  B^,  •  •  -  yB^  bet.  auf  iB^;  wie 
dies  auch  von  anderer  Seite  zu  erkennen  ist. 

Sei  nämlich  a^'  die  cubische  Kunmcunre  durch  die  6  Punkte  4,, 
ist  die  ihr  als  Curve  durch  vi,,  •  •  '^A^  analoge  in  Bezug  auf 
(A)*,  (B)*,  so  entsprechen  allen  Punkten 'von  a,,^  in  Bezu^  auf  diese 
Gruppen  alle  Punkte  von  weil  bei  dem  Punkte  A^  der  Strahl  AgA^ 
unbestimmt  ist,  also  passend  gewühlt  werden  kann,  so  entsprechen 
diesem  Punkte  alle  Punkte  von  6«^  auch  in  Bezug  auf  die  beiden 
sechspunktigeu  Gruppen. 

Aq  liegt  demnach  auf  auf       ebenso  liegen  auf  dießnf 

Curven  fe,',  i*2^>  *  *  •>  ^s'»  ^  Punkten  4,,  •  •  •,  A^  eorreapondt- 
ren,  und  die  Fläche  %^  besitgt  sechs  ebensoiche  Curven  a,',  •  •  a^^, 


•)  Ebene  FMgeelintit  Nr.  U. 
•*)  Bbene  FK^eetÌTittt^.  6,  6,  14. 
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dia  lim  Funkten  B^,  Ii,,  ■  -  ,  i?e  entspreche.  Es  folgt  daraus,  dasa 
31''  und  lö'  Flächen  mit  reellen  Geraden  sind. 

28.    Der  Kegelschoitt  (.4,  A^f^  A.^^^)  ist  die  Projection  der 

Curve  Oq'  aus  A^^  auf  «,,3;  daraus  geht  hervor,  dass  der  Punkt  É^^^ 
auf  der  Sehne  durch  li^  (aus  welchem  Punkte  und  Br,  auf  /îj^a  in 
7y,„  und  projicirt  werden)  an  die  Curve  liegt*),  die  zu  in 
Bezug  auf  (A)m,B)'  analug  ist;  diese  Öehiie  liegt  ja  auch  auf  3)',  weil 
sie  mit  ihr  3  Punkte  gemein  hat. 

Es  lässt  sich  leicht  nackweiseu,  daat  je  Bwei  Kegelschnitte  a'^^ 
(oder  b^^,)  sw«t  Ponkte  gemein  haben,  so  dass  darch  drei,  wie  aj^, 
'^Lk'  Fliehe  2.  Grades  gelegt  werden  kann.  Da  nnn  die 
SehncT  ans  il«  an  oi'  diese  3  Kegelschnitte  trifft,  so  lieget  sie  auf  dieser 
Fliehe,  also  auch  womit  dann  sich  zeigen  lisst,  dass  alle  andern 
Kegelschnitte  <x.^^  mit  derselben  mindestens  5  Punkte  gemein  haben, 
also  auf  ihr  liegen;  dies  führt  dasa,  dass  je  die  Sehne  ans  einem 
Pnnkte  ul|  an  die  Curve  a?  der  Fliehe  angehört  und  also  auch  diese 
Curve  selbst,  weil  sie  7  Punkte  mit  ihr  gemein  hat.  Damit  ist  ein 
von  Nr.  24.  unabhängig«  r  Beweis  gegeben,  dass  die  sechs  Kegelschnitte 
a'j^i  und  die  6  Curren      auf  derselben  Fliehe  2.  Grades  liegen. 

29«  Jede  Curve  durch  ö  Funkte  At  trifft  ^l^  nur  nocft  in  einem 
Funkte\  auf  jeder  solchen  Gurre  a>  giebt  es  also  nur  einen  Punkt  {A)^, 
der  einen  correspondirenden  in  Bezug  auf  (A)**  (B)^  hat 

Dies  lässt  sich  auch  ohne  Kenntniss  der  Fliehen  %^  und  fb^  ein- 
sehen. Die  Curve  gehe  durch  A^,  •  A.^.  Die  Curven  3.  Ord- 
nung durch  die  Ponkte  A{f  *  *  ' j  A^,  A^y  irelche  eine  Gerade  a  treffen, 
eneugen  eine  Fliehe  6.  Ordnung,  ffir  welehe  diese  fltnf  Pnnkte  drei- 
fach sind  und  die  also  von  a'  ausser  in  A^^  "*fÄ^  noch  in  drei  Punk- 
ten getroffbn  wird;  geht  a  durch  einen  der  I^inkte  A^,  •  -  *,  A^^  so 
entartet  die  Fliehe  5.  Ordnung  in  einen  Kegel  2.  Ordnung,  der  diesen 
Punkt  sur  Spitae  hat:  a'  hat  mit  demselben  ausser  den  Punkten  ii„ 
•  •  - ,  j1i  noch  einen  Punkt  gemein.  Folglich  erzeugen  die  cubischeu 
Raumcurven  durch  (A')^,  welche  fareffen,  eine  cubische  Fliehe,  die 
die  vier  Punkte  A^,  •  •  •,  A^  zu  Doppelpunkten  hat.  Die  analogen 
Curven  durch  (B')'^  erzeugen  ebenfalls  eine  Fliehe  3.  Ordnung,  welche 
m  B^j  '  '  -y  Doppelpunkte  hat  und  die  von  der  analogen  Curve  zu 
durch  (B)*  ausser  in  diesen  Doppelpunkten  in  einem  Punkte  ge- 
troffen wird.  Folglich  wird  jede  Curve  durch  (A)^  nur  von  einer  Curve 
durch  (A'/"  getroffen,  in  der  Art,  das.s  die  analogen  Curven  durch  (Bj' 
und  (B')^  sich  auch  begegneu;  womit  der  Beweis  geführt  ist.   Ks  ist 


*)  Bitunlioh«  Pngsctivitftt  Nr.  SS. 
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dann  zugleich  erkannt,  dass  jeder  Punkt,  der  überhaupt  einen  corre- 
s|)ondirenden  iu  Bezug  auf  (A)'^  (B)''  hat,  nur  einen  hat. 

30.  Dass  die  Curve  a^^  (Nr.  27.)  der  Flache  31*  ausser  in  den 
P.iiiikieD  Ai  nicht  begegnet,  kaon  man  atich  ohne  Kemitiiiss  der  Ord> 
nimg  von  %^  einsehen. 

Wenn  Ä  ein  Punkt  auf       ist,  Jtt  einer  anf  b^^,  welche  jener  in 

Bezug  auf  die  Gruppen  (A)'^  (B)*  analog  ist,  so  sind  A{A^,  ■  • 
und  Ji{B^,  ■  ■  -  ,  7^5)  collinear.  Sucht  rnan  in  ]i  den  entsprechenden 
Strahl  zu  A  yl,-,  so  wird  derselbe  sich  nicht  ändern,  wenn  A  die  Curve 
r/,)^  durchläuft,  weil  dabei  der  Bündel  A(A^,  •  •  -,  A^)  collinear  bleibt; 
nur  die  Bewegung  von  />*  auf  h,-^  wird  jenen  Strahl  verandern,  sodass 
er  blos  einfach  unendlich  viele  Lagen  einnehmen  kann,  von  denen  im 
Allgemeinen  keine  Ji«  enthält.  Diese  Lagen  erzeugen  nach  Nr.  4. 
•'ine  Flüche  2.  (iradns.  Demnach  hat  von  den  Punkten  auf  a^''  keiner 
einen  correspoiidirenden  in  Bezug  auf  (A)''  (Bj'',  ausgenommen  dio 
sechs  Ai.  Hieraus,  in  N'eibindung  mit  der  vor.  Nr.,  lässt  sich  die 
Ordnung  der  Fläche  xH'  ableiten. 

Daraus  folgt  weiter,  dasa  keine  zwei  b^^,  z.  B.  b^^  und  Z/^^,  ausser 
den  Punkten  If,,  •  •  *,  £4  noch  einen  Punkt  gemein  haben;  denn  der- 
selbe {B)  würde  dann,  wenn  A  irgend  ein  Punkt  von  a^,^  ist,  so  be- 
schaffen sein  y  dass 

/?(i?„...,74)  coli.  A{A„---,A,), 

weil  er  auf       liegt,  und 

^(ßif  '  •  '»  ^4t  ^9)  <»U.  A{Ai,  •  • A4,  A^t 

weil  B  anf  5^'  liegt,  so  dass  aock,  weil  A{A^,  A^,  A^,  A^)  und 
BÇBif  B^f  Bi,  B4)  dnieh.  ihr  Entsprechen  eine  einsige  CoUineation 
bewirken, 

B^Bi,  '",B^  coU.  A{At, . . ^,)î 

also  alle  Punkte  Ton  a,'  hätten  einen  (and  awar  denselben)  oorrespon- 
direnden  fSr  (A)*(B)*,  was  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist 

Folglkh  verhàlim  sieh  alle  6  Citnm  hf  gegei^  die  leiden  Geraden^ 
edtaaren  auf  jfietetof%,  d.  h.  alle  treffen  die  Geraden  der  einen 
Schaar  (ft")  sweimal  und  die  andern  (f/)  einmal.  Aehnlich  ist  es  auf 
91*  mit  den  Gurren  a^K 

31.  Eine  beliebige  Ebene  a  schneidet  %*  in  einem  Kegelschnitt 
(der  stets  reell  ist);  welches  ist  die  Ordnung  der  Curve  auf  19% 

deren  Punkte  denen  von  a'  conespondiren? 

Sei  ß  eine  beliebige  Ebene  im  Ranme  (6),  B  ein  Punkt  auf  ihr; 
durch  ihn  geht  eine  Curve  des  Bündels  (Bf,  •  •  JB^);  die  analoge  im 
Bündel  (.^1,  •  •  A^)  trifft  a  in  drei  Punkten.  Durch  jeden  derselben 
geht  eine  Curve  des  Bündels  {A^,  •  •    A^,  A^)\  die  analogen  Curven 
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zu  diesen  3  Curven  im  Hüiidel  {B^,  •  •  -,  5,,  i^e)  treffen  die  Ebene  ß 
in  9  Punkten  i?  ;  ebenso  entsprechen  jedem  Punkte  B'  0  Punkte  B. 

Heworrt  sich  B  auf  einer  Geraden  h  in  ß,  so  beschreiben  die  Cur- 
ven des  Biindols  (J5, ,  •  •  -,  Bf^)  und  ihre  analngen  je  eine  Flache  5.  Ord- 
nung; durchläuft  ebenso  B'  eine  Gerade  //  m  ß,  so  erzeugen  die  Cur- 
ven des  Bündels  {B^,  •  • -,  J9^,  i^g)  und  ihre  anahigen  eben  solche 
Flächen;  da  die  beiden  Curven  5.  Ordnung,  die  von  dtjn  (a) -Flächen 
in  cc  eingeschiiittf'ii  werden,  ausser  den  Spuren  der  G  Verbindungs- 
geraden der  4  Punkte  A^,  •  ■  ,  19  Punkte  gemein  haben,  so  giebt 
es  19  Punkte  Ji  auf  Ii,  deren  entsprechende  B'  auf  h'  liegen.  Folg- 
lich ist  die  Zahl  der  Coincidenzpunkte  nach  dem  Oorrespondeuzpriucip 
der  Ebene  (Nr.  19.j  9  +  9  +  19  =  .'Ì7. 

Betrachten  wir  aber  die  Gerade  /3/3,2;j  und  bewegen  B  blos  auf 
ihr;  die  Curve  des  Bündels  {B^,  •  •  -,  ^j,)  durch  jeden  Ii  zerfällt  in 
und  einen  Kegelschnitt  durch  B^,  Jf.^,  7f, ,  die  analoge  in  rt,,^  und 
einen  Kegelschnitt  durch  A^,  A^,  A.^,  welcher  «  in  zwei  beweglichen 
Punkten  trifft,  die  auf  a  liegen.  Durch  jeden  derselben  geht  eine 
Curve  des  Bündels  (^,,  •  •  -,  A^,  A^j,  welche  in  a^^  und  einen  Kegel- 
schnitt durch  j4,,  /l.^,  ^3  zerfällt,  deren  analoge  Curve  ähnlich  aus 
ò^c  einem  Kegelschnitte  durch  J5, ,  B^,  B^  besteht  und  ß  in  zwei 
auf  liegenden  beweglichen  Punkten  B'  trifit.  Also  jedem  B  auf 
ßßy^^  entaprechen  vier  ebenfalls  auf  dieaer  Geraden  gelegene  Punkte 
B'f  ebenso  umgekehrt;  diese  Correspondent  fttlirt  sa'  acht  Coincidenzen, 
welche  sich  unter  den  37  befinden. 

Gelangt  B  bei  seiner  Bewegung  auf  ßßxi^  nach  ßh^-^i  zertallt 
der  Kegelschnitt,  der  mit  die  durch  B  gehende  Curve  des  Bündels 
(^,,   •  -,  i^^)  bildet,  in  &,}  und  die  Gerade  von  B^  nach  der  Spur  von 

der  analoge  Kegelschnitt  besteht  aus  und  der  Geraden  von  A^ 
nach  der  Spur  von  a^^*)\  einer  der  Punkte,  in  denen  dieser  u  trifiPt, 
ist  mithin  aa^i*  Die  Curve  des  Bfindeb  (.4,,  •  •  -,  A^^  Aq)^  welche 
durch  diesen  gebt,  zerf&Ut  demnach  in  0^5,  und  die  Gerade  von 
nach  der  Spur  von  in  a^y^\  ahnlich  ist  ihre  analoge  Curve  beschaf- 
fen und  geht  durch  /l(,2i  sodass,  wenn  B  in  diesen  Punkt  kommt,  einer 
der  entsprechenden  B'  dort  mit  ihm  zusammenfallt.  Unter  den  8  Coinei* 
denspunkten  auf  ßß^^  befinden  sich  folglieh  die  3  Punkte  ß^^^,  &|t>  h^^. 
Zu  den  37  Goincidenspunkten  der  Ebene  ß  gehören  demnach  die  6  Ecken 
des  vollständigen  Vierseits,  in  welchem  ß  das  Tetraeder  B^B^B^B^ 
durchschneidet,  und  auf  jeder  Seite  noch  5  Punkte. 

Diese  26  Punkte  sind  nicht  Punkte        auf  ß,  welche  ihre  oorre- 
spoudirenden  auf  «  haben  ^  denn  wenn  auch  die  in  ihnen  sich  schneiden*  • 
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den  Curven  der  iiümJel  (B^,  •  •  J?^)  und  f/î, ,  •  •  B^,  jB^)  zu  ana- 
logen Curven  solche  haben,  die  sich  ani'  «  treffen,  so  führen  doch  diese 
Curven,  weil  sie  zerfallen,  aus  den  früher  schon  uusi'inandergesetzten 
Gründen  niclit  in  ihren  bez.  auf  a  und  (i  gelegenen  ISchnittpunkteu 
m  solchen  Punkten,  welche  eolUneare  BQndd  nach  den  secbspunktigen 
Gruppen  senden.  Wohl  aber  irt  dies  der  Fall  fftr  die  11  fibrigem 
Punkte. 

Es  giebt  also  in  «  11  Punkte  (A)^,  deren  entsprechende  {B)^  auf 
ß  liegen.  Oder  die  entsprechenden  Punkte  (B)«  der  Punkte  (Ä)^  m  a 
'  -  die  amf  dem  Kegeisehniite  a*  a)  liegen  —  erkeugen  eine  Curve 

U.  Ordnmg  b'S  wdche  nedüfiieh  auf  SB«  steft  hefkiM. 

%%,  Auf  dieser  Curve  b**  liegen  die  6  Punkte  "  ,  drei- 
fach^ denn  z.  B.  von  d«i  Punkten  (A)^,  welche  den  Punkte  ent- 
sprechen und  die  Gurre      erftUlen,  Hegen  drei  in  der  Ebene 

S3.  Da  nun  ferner  zwei  Kegelschnitte  zwei  Punkte  gemein 
habeUi  so  haben  auch  ihre  entsprechenden  b'*  zwei  bewegliche  Punkte 
(ausser  den  6  festen  dreifachen)  gemein.  Daraus  lässt  sich  ermit- 
teln, wie  gross  die  Zahlen  ^  iitid  v  der  Begegnnngsponkte  einer 
solchen  Curve  mit  den  Geraden  der  beiden  Schaaren  auf  iB'  sind. 
Denn  zunächst  ist  fi  v  ~  11-^  legt  man  ferner  ein  beliebiges  Projec- 
tionscentruni  0  auf  die  Flüche  2^*  und  projicirt  zwei  Curven  b",  so 
können  nur  die  beiden  in  (>  sich  schneidenden  Cìeraden  von  l^"^  die 
beiden  Curven  in  j^etrennten  Punkten  trefl'en;  in  der  l'rojection  be- 
wirken sie  ein<  n  ,u -fachen,  bez.  einen  i/-fachen  Punkt.  Die  Projectionen 
haben  also  gemein  diese  beiden  Punkte,  die  dreifachen  Punkte  und 
di»'  beweglichen  Schnittpunkte;  also  ist  11'  =  -j-  v'^  -j-  ti  •  ä'f  -|-  2j 
dies  führt  zu:  |[t  =  7,  v  —  4. 

U4.  Die  durch  A^,  •  •  -  ,  A.^  auf  XH"  gehende  Curve  rt,;'  schneidet 
die  Geraden  r<  "  zweimal,  die  a  einmal;  es  giebt  noch  eine  cubische 
Raumcurvo  {a^^■^)*  durch  dieselben  fünf  Punkte,  welche  umgekehrt  die 
a"  einmal,  die  a  zweimal  trifiFt  Alle  Punkte  dieser  Curve  sind,  weil 
sie  auf  %^  liegt,  Punkte  (X)«;  ihre  analoge  Cur?e  in  Bezug  auf  (A)^ 
(B)->  geht  nicht  auch  durch  B^,  also  hat  jeder  Punkt  ron  (a^^)*  einen 
besonderen  correspondirenden  (B\]  diese  entsprechenden  müssen  aber 
auf  der  analogen  Cunre  (VJ*  liegen  und  füllen  diese  aus;  mithin  liegt 
dieselbe  auf  iB^ 

Jedes  Paar  von  homologen  fUnfpwnktigen  Gruppen  in  {A)*{B)* 
liefert  also  ein  Paar  analoger  Curven  (a<')*,  wdehe  auch  in  Be- 
eng auf  (A)''(B)*  analog  8ind\  jedoch  so,  dass  jedem  Punkt  der  einen 
nur  ein  Punkt  der  andern  entspricht,  nicht  alle,  wie  es  bei  der  Ana- 
*  l<^ie  in  Bezug  auf  fUnfpunktige  Gruppen  der  Fall  ist. 

35.  Die  Fläche  der  cubischeu Haumcurven  des  Bündels (Ai,*",  A^), 
welche  eine  Gerade  a  treffen,  ist  ö.  Ordnung  und  begegnet  demnadi 
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dem  Kegelschnitte  a- =  (a,  in  in  Punkten.  Die  Flüche  also  der 
Curven  desselben«  Bündels,  welche  vi-  schneiden,  ist  10,  Ordnung  und 
enthält  die  beiden  Curven  und  («a^)*;  welche  beide  zu  den  erzeugen- 
den gehören  und  vi-  dreimal  treffen,  dreifach,  hingegen,  weil  durch  G 
Punkte  nur  eine  cubische  Kaumcurve  geht,  die  Leitcurve  a'  nur  einfach. 
Der  ganze  Schnitt  di('ser  Flüche  10.  Ordnung  mit  ""iV  besteht  aus  vi^ 
a^^,  («g^}*.  Die  analogen  Curven  der  erzeugenden  Curven  dieser  Fläche 
(in  Bezug  auf  (A)^(B}^)  erzeugen  ebenfalls  eine  Fluche  10.  Ordnung, 
die,  welche  jeuer  in  den  durch  das  Entsprechen  von  ^, ,  *  •  • ,  A:,  und 
B^,  *  •  -,  coUinear  gemachten  RSumen  (a)  und  (h)  entspricht;  sie 
enth&H  den  in  dieser  CoUineation  dem  Kegelschnitte  entsprechenden 
Kegelschnitt  einfach  (als  Leitcarre  ihrer  erzeagenden  Carren)  und  die 
entsprechenden  Curven  von  a^'  und  (a^')*  dreifach.  '  Letstere  ist  (d«*)* 
nnd  li^  allein  von  diesen  drei  Curven  auf  so  dass  die  beiden 
Flachen  noch  einen  Schnitt  11,  Ordnung  gemein  haben:  das  ist  die 
Curve  V\  welche  dem  Kegelschnitte  entspricht.  Da  (&«')*  von  den 
h'  und  b"  bexiehlich  sweimal,  einmal  getroflßen  wird,  so  schneiden  diese 
die  FIftche  10.  Ordnung  ausserdem  noch  und  damit  die  V*  in  10'2*3| 
bez.  10  —  3|  also  in  A,  bes.  7  Punkten,  womit  der  Sats  in  Nr.  33. 
noch  mehr  prftcisirt  isi . 

36.  Suchen  wir  die  Gurven  auf  wdehe  den  Oeraden  a",  d 
entspreche»,  -Da  erstere  den  zweimal,  letstere  einmal  begegnen,  so 
werden  die  correspondirenden  Curven  von  a",  bes.  a'  durch  die  Bt  zwei- 
mal, bez.  einmal  gehen. 

Die  FlSche  5.  Ordnung  der  Curven  des  Bündels  (A^,  •  •  -  ,  Aj, 
welche  eine  a"  treffen,  enthält  a^^  doppelt,  (a^^)*  einfach;  die  der  ana- 
logen Curven  ist  die  entsprechende  jener  bei  der  CoUineation  {Ai,---,  A^), 
•  {Bi,  ■  ■  -  ,  Bi)f  folglich  ist  sie  ebenfalls  5.  Ordnung  und  enthält  die 
entsprechetfde  Curve  von  a«'  doppelt,  die- von  (ag*)*,  d.i.  (6«')*  einfach 
und  hat  also  ausser  letzterer  mit  SB'  noch  eine  Curve  7.  Ordnung  V 
gemein,  welche  der  a'  eorrespondirt;  dieselbe  trifft  jede  b"  in  5  —  1  «4, 
jede  Ò'  in  6     2  »  3  Punkten. 

Ebenso  ergiebt  sich,  dass  einer  Geraden  a  eine  Curve  4.  Ordnung 
6*  entspricht,  welche  den  6"  in  3,  den  h'  in  -1  Punkte  begegnet,  also 
die  unicursale  Curve  II.  Species  ist.  Die  Curven  V  und  h*^  sind  ebenso 
unicursal,  da  sie  ja  auf  unicursale  Curven  eindeutig  bezogen  sind. 

37.  F'ür  6"  ISsst  sich  dies  auch  auf  folgende  Ârt  erkennen:  Sei 
Aq  ein  fester,  A  ein  beweglicher  Punkt  auf  a^;  betrachten  wir  jenen 
als  Spur  einer  festen  Oo",  diesen  als  Spur  einer  beweglichen  a ,  also  den 
Bflsehel  A^A  als  Spur  des  Ebenenbflschels  a^^a'.  Die  Curvpn  4.  Ord- 
nujig  6^,  welche  den  a  correspondiren,  haben  mit  der  Curve  1 1.  Ordnung, 
welche  dem     entspricht,  ausser  den  6  festen  auf  letzterer  dreifachen. 
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auf  ersteren  einlachen  Punkten  B,  iiocli  4  -  11  —  41  — 7-3  —  6-3==l 
Punkt  gemein,  wie  auf  ähnliche  Weise  als  in  Nr.  durch  Projection 
aus  einem  Centrum  0  auf  55^  ermittelt  werden  kann ,  wobei  zu  berück- 
sichtigen ist,  dass  von  den  beiden  Geraden  durch  .0  die  h"  die  Gurren 
7  mal,  bez.  3  mal,  die  b'  4  mal,  bez.  1  mal  trifft  Der  Curfenliasdid  der  d\ 
▼on  dem  jede  Carre  einem  Punkte  auf  entspricht,  schneidet  also 
nor  in  einem  beweglichen  Pmikte. 

H8.    Wie  die  (Jebilde,  denen  sie  entsprechen,  so  bef?egnen  sich 
auch  je  zwei  Curven  b*  und  b"  (wie  eben  gefunden),  />'  und  b", 
und  h'  in  einem,  je  zwei  ò'  und  je  zwei  />"  in  keinem  beweglichen 
Punkte,  wie  dies  auch  durch  Projection  leicht  zu  ersehen  ist. 

39.  Es  Uege  auf  irgend  eme  Curve  C«  (fi+v)**'  Ordnung,  die 
den  Geraden  a"  in  fi,  den  Geraden  a  in  v  Funkten  begegne  umd  (f«rd^ 
Ali  X^mal  gehe.  Es  lasst  sich  durch  ähnliche  Schlösse  wie  in  Nr.  35. 
finden,  dass  die  Fläche  der  Curren  des  Bfindels      ,  •  •  • ,  A^^  welehe 

(Ja  treffen,  von  der  Ordnung  6  =  b  {il-\-v)  —  3  ZX^  ist-,  durch  Pro- 

jection  aus  einem  Centrum  0  auf      ergiebt  sich,  dass  C«  den  Curren 

a.'  und  iaJ)*  ausser  in  den  5  Punkte  Ai  in  ^  «    -\-2v  —  ZXj^  und 

p*  -B  2fi  +  V  —  EXk  Punkten  begegnet;  so  dass  p  und  p*  auch  die 

Vielfachheit  dieser  Curven  a^^  und  {a^^)*  auf  der  Fläclie  o^"'  Ordnung* 
ist;  C.  und  diese  beiden  CurVen  bilden  den  vollen  .Schnitt  der  Fläche 
mit  'jl-.  Feiner  ist  uuth  a^^^,  weil  C,,  in  ihrem  A,,- fachen  Punkte  A^^ 
sie  triÜt,  eine  Â^- fache  erzeugende  Curve  der  Fläche  a^"  Ordnung. 
Die  analogen  Curven  in  Bezug  auf  (A)^(B)^  bilden  ebenfalls  eine  Fläche 
tf»»r  Ordnung,  welche  die  entsprechenden  Curren  von  a^V  (a^'j*  und 
Oq'  ebenfalls  bez.  p-fach,  p*-fach,  A^-fach  enthält  Letetere  beiden 
sind  Q)^^)*  und  hf  und  liegen  auf  SB^  Folglich  ist  der  übrige  Schnitt 
das  ist  die  Cnrre  (7»  der  Punkte,  die  denen  ron  C«  coirespondiren,  ron 

der  Ordnung  2ö  -  3(p*-f-;ie)  =  4/i  +  7t/  —  3*Ì;"a*.    Diese  Zahl  Ut 

Ast 

flbngens,  wie  leicht  zu  erkennen,  gerade  diejenige  der  Begegnnngs- 
punkte  ron  C«  mit  einer  Curre  a^'  auf  die  aosserhalb  der  A4  li^n; 
und  in  der  That,  so  oft  C«  eine  solche  Cnrre  a*'  trifft,  so  oft  mura 
die  entsptechoide  C*  dem  ebenen  Schnitte  von  9)'  beg^nm,  welcher 
a*'  correspondirt.  Diese  Curve  Cb  geht  durch  jeden  Bi  so  oft,  als  Ca  die 
a?  ausser  in  den  6  Funkten  (A)"  trifft,  durch  welche  a^  geht;  mithin 

ist  die  Vielfachheit  von  if,  gleich  ft  -|-  2v  —  2:  X^  +  A,.    Ferner  trifft 

jede  h",  b'  die  Curre  C»  so  ott,  ala  sie  der  Fläche       Ordnnng  ausser 
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auf  (V)*  and  V  begegnet^  daa  ist  in  «r—p*— 2A,»3|»+4v— A«, 
bea.  in  tf  —  2^*  —  iL  —  j4  +  3v  —  Z  ^  Punkten. 

Aal 

lai  z.  B.  Cm  eine  Baumearre  4.  Ordnung  I.  Species,  welche  dardi 
Af,  '  '     Ag  geht ,  aber  nicht  durch  A^\  bo  ist  |i  <-s  tr  2, 
»        •  •  M  i|  ««■  1  »  il,  «■  0;  folglich  entepricht  ihr  eine  Curve  C» 
7.  Ordnung,  welche  durch  die  Punkte  Bf,  •  •        je  sweimal,  durch 
einmal  geht  und  die  Geraden  b"  Tiermal,  die  h*  dreimal  tiifit. 

40.  Die  Punkte  (C)^,  welche  gleichzeitig  nach  (A)^  nnd  (B)* 
collineare  Bflndel  senden ,  erzeugen  eine  Gurre  11.  Ordnung  (Nr.  8.); 
ebenso  entsteht  durch  die  Punkte,  welche  mit  (A')^  nnd  (B^*  collineare 
Bündel  gehen,  eine  solche  Gurre.  Bei  der  Beliebigkeit  der  den  Gruppen 
nicht  gemeinsamen  Punkte  werden  beide  Gurren  ausser  den  8  Punkten 
A^,  •  •  *,  A^,  Bi,  •  •  -,  JB|  keinen  weiteren  Punkt  gemeinsam  hahen. 
Eh  giebt.also  im  Allgemeinen  keinen  Punkt  im  Baume,  der  gleichzeitig 
nach  (A)*  tmd  (B)*  collineare  Bflndel  schickt. 

IV. 

41.  Wir  betrachten  nun  zwei  Gruppen  von  je  sieben  Punkten: 
^1,        A-.\Bi,       B7.    Zu  den  sechspunktigeu  Gruppen     ,  Af^\ 

•  •  'i  gehören  zwei  Flächen  51*,  welche  die  in  Bezug  auf 
die  Gruppen  correspondirendea  Punkte  {Ä)^  und  (Ä)^  enthalten.  Die 
Punkte  {A\'  und  (jÖ)«',  welche  sich  in  Bezug  auf  die  Gruppen 
A^,  '  Ar,,  A-]  By,  '  '  -,  B^,  B-,  correspondiren,  ertüllen  zwei  Flächen 
(51''')',  (iö')'.  Die  Punkte  {A)^,  welche  correspoudirende  (Ji)-  in  Bezug 
auf  (A)' (Bj^  haben,  können  also  nur  auf  der  Curve  4.  Ordnung'  I.  îSpecies 
a*  liegen,  in  der  sich  X'l^  und  (\H'')' durchschneiden  ;  die  eutsprechenden 
auf  b*  =  [33'^,  (23')'].    Aber  da  jeder  Punkt  von  'iH^  oder  nur  einen 

eutspreciienden  hat,  ho  brauchen  diejenigen  Punkte,  welche  einem 
Punkte  von  in  Bezug  auf  (A)®(B)^  und  auf  (A'j''(B  /  entsprechen, 
nicht  identisch  zu  sein. 

a*  geht  durch  die  fünf  Punkte  Ay,  •  •  •,  A,,,  mithin  entspricht  ihr 
als  Curve  von  eine  Curve  7''"'  Ordnung,  wie  sie  in  Nr.  39.  am 
Ende  beschrieben  ist,  auf  Diese  Curve  begegnet  der  ebenfalls 

auf  W  gelegenen  Cùrve  b*,  welche  durch  B^,  •  •  -  ,  JÌ5  einfach  geht 
und  alle  Greraden  b",  b'  zweimal  trifft,  ausser  in  den  Punkten  ,  •  •  -  ,  B^, 
wie  durch  Projection  ans  einem  Gentrum,  das  auf  9'  liegt,  gefunden 
werden  kann,  in  7-4~4*2  —  3*2-76-2«-i4  Punkten ,  offenbar 
den  vier  weiteren  Begegnungäpunkten  der  Gur?e  7.  Ordnung  mit  {i&^y. 
Sei  B  einer  von  diesen  Punkten,  so  liegt  sein  correspondirender  in 
Bezug  auf  (A)*  (Sy  auf  a*  nnd  dsmit  anch  auf  (%*)';  weil  B  auf 
liegt,  so«  hat  er  auch  einen  correepondirenden  in  Bezug  auf 
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(A')^(B')^  der  aach  auf  (%^)'  liegt.  Beide  comspondirende  könuen 
aber  nicht  Terschieden  sein;  denn  da  sie  nothwendig  beide  auf  der 
cabiidien  Baameimre  dardi  Af,  liegen  mfliaen,  weldw  die 

dem  B  in  Bezog  aaf  A^,  '  -  -,  A^\  B^.  ■  •  -,  Br^  oorreapondirenden 
Fmikte  enthSlt,  ao  können  sie  nur  in  dem  einzigen  eechaten  Punkte 
flieh  yereinigiBn,  den  dieae  nicht  auf  (%^)'  gelegene  Onnre  mit  (^^y 
aoBfler  Ai,  '  A^  gemein  hat.  Ist  dieser  Punkt  ao  ist  demnadi 
sowohl 

^(^1,  •  •    A^)  ooU.  Bifitt  '  '  •>  •^•)» 
als  auch  * 

ÄiA^,  •  •  -,  A^,  A,)  coU.  BiJb^,  ■  .     B,,  B,), 

mithin  auch 

A  (-4,,  .  .     Ä„  A„  A,)  coli.  B(B^,  -  •  -,  B^,  i>'„  B,). 
A  und  B  sind  folglich  Punkte  (A),  {B}.. 

Es  ni'i)t  daher  vier  Punktenpaare  (A)j  (/>');,  wMe  be$,  nodi  den 
beiden  siehenpunktigen  Gruppen  i4,,  >  •  Af\  B^,  •  •  Bj  ^edÜMeare 
Bündel  senden. 

Bildet  man  ein  drittes  Gruppen  paar  A^,  •  •     A^,  A^f  Aj,  i?, ,  •  • 
■  B^y  B^,  B-,  welches  zu  den  Flächen  C^l'^)",  (îS^)'  führt;  so  sind  die  vier 
Punkte  {A),,  bez.  (B).  die  vier,  welche  den  Flächen  31^,  (<jr')',  (^it^)",  • 
bez.  23',  (5?-/,  (23')"  ausser  il,,  •  •     il,,  bez.  B^,  *  *     B^  noch  ge- 
meinsam siiid. 

Darmstadt,  den  2<>.  December  1875. 
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Ueber  die  Convergenz  der  Entwicklung  einer  arbiträren 
Function  f{x)  nach  den  Besserschen  Funictionen 

a  an 

J(^tX),    J(ßtJ^}.    J{ß,j),  , 

wo  •  >  •  •  die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

a 

J iß)     0  voi-stelleu. 
Von  Ij.  SohlXfli  in  Bern. 


•  Wenn  der  Parameter  a  grösser  als  — 1  ist,  so  sind  die  Wurzelu 
der  Gleichuug 

(t)  "^W^^  >^  ,.ra+a+i) 

alle  reell  und  paarweise  entgegengesetzt.  Die  positiven  ,  nach  wachsen- 
der Grösse  geordnet ,  seien  ßf,  ••-•*).  Daun  ist  iu  der  Beihen- 
Corm 


*i  Eine  solche  Wurzel  ß  ist  Function  de«  Parameterü  a,  und  wenn  dieser 
positiv  ist,  BO  seigt  der  Ausdruck 


der  für  a^O  ta  l'.ß{j(ß))  wird,  data  die  Wur/<  I  im  unterbrochen  wiehsl, 

währcnil  a  von  0  aus  wächst.    Da  fflr  rt  =  4        j^*^^'^*^  ^-  -'^i  '^"i  ' 

iind,  und  da  im  Âllgemeinen  eine  sehr  groMe  Wursel  ^  annäbemd  die  Gleichung 

CO»    —  (a  H-  é)      "  0  befriedigt,  so  kann  man  aus  der  poottven  Beschaffenheit 

von  mit  Sicherheit  8chÌieut>cn ,  daes  für  eine  sehr  grosse  Ordnungszahl  n  an- 
aKhemd     »  (8n  +  a  - 1) sei 


üiyiii^ed  by  Google 


138 


L.  SonJLvu. 


bekanntlich  Coefficientenbefltimmang  möglich;  man  hat 

(2)  A,  -  \f{t)  J  iß,  t)dt', 

uud  es  entstellt  ilie  Frage,  unter  welchen  Beschränkungen  die  Function 
f{x)  im  Intervalle  0<x<l  willkürlich  gegeben  werden  kann,  damit 
die  Reihe  (1)  couvergire. 

Hankel  hat  in  einer  schon  vor  sieben  Jahren  Terfassten^  aber 
erst  aus  seinem  Nachhiss  in  diese  Ânnalen  (Bd.  Vili,  S.  471)  cinge- 
rflckteu  Abhandlung  fiber  die  Entwicklungsform  (1)  die  Frage  gelost. 
Seine  Untersuchung  beschreibt  indess  einen  etwas  längern  Weg,  als 
die  .Natur  der  Sache  erfordert.  Man  kann  die  Schwierigkeiten,  die 
der  so  weit  als  möglich  gefasste  B^^riff  der  Stetigkeit  verursacht, 
durch  acht  analytische  Verwandlungen  von  der  Entwicklungsform  (1) 
ah  uud  auf  diejenigen  Integralausdrücke  hinUberwälzen ,  die  in  der 
Behandlung  der  trigonometrischen  Reihe  auftreten  und  schon  yielfach 
untersucht  worden  sind. 

« 

Sollte  durch  (1)  die  Fonetion  x-*f(s)  innerhalb  des  Einheiie- 
kreises  {moéLx<,ì)  und  auf  dem  Bande  selbst  mit  dem  Charakter 
einer  ganzen  Function  definirt  sein,  so  mflsste  zuletzt  mod.  (AiiAi-i) 
stets  kleiner  als  eine  positive  Zahl  ;  sein,  die  selbst  unterhalb  e-'' 
läge.  Dann  wäre  /'(l)  »  0.  Im  Folgenden  wird  aber  nur  die  End- 
lichkeit des  Werthes  Ton  f(ì)  und  diejenige  von  x-«f{x)  in  x  ==  0 
vorausgesetzt  werden,  ausserdem,  dass  f{x)  für  alle  positiven  unter  1 
befindlichen  Argumente  mit  erträglicher  Stetigkeit  gegeben  sei. 

Die  auf  die  n  ersten  Glieder  beschrSnkte  Summe  (1)  sei  mit  8n 
bezeichnet;  n  sei  eine  sehr  grosse  positive  ganze  Zahl,  die  sum  Un- 
endlichwerden bestimmt  ist,  und  es  sei  A^\:2n-\-a^^)  j-  Wenn 

gesetzt  wird,  so  ist 

t 

(4j  =  j  Tn[t}ttlt)di. 
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Dass  die  Sammenfomi  T,  oscillirt  wie  ^  cos  {Xa-^b),  ist  leicht 
zu  sehen.  Es  handelt  sich  zunächst  darum,  sie  in  ein  passendes  In- 
tegral au  rerwandeln ;  der  zugeliürige  Weg  wird  im  Wesentlichen  mit 
dem  Ton  Hankel  gebrauchten  fibevetnstimmen. 


Man  betrachte  das  integral 


so  ist 


wo  der  Weg  einen  kleinen  poeiti?en  Kreis  um  eine  positife  Wnrael  ß 

der  Gleichung  t/(a>)  =  0  besclireibt,  aber  keine  andere  Wurzel  dieser 
Gleichung  umschliesst;  710))  bedeutet  irgend  eine  in  diesem  Bereiche 
differeutiable  Function.  Da 

J{ß  +  ^)  «  -Jiß)^  (1  -  +••••), 
folglich 

wenn  0)  einen  kleinen  positiven  Kreis  um  die  Wurzel  ß  beschreibt. 
Um  (Ô)  auf  (3)  anwenden  zu  können,  muss  man  also  die  Function 
g(&)  aus  der  Bedingung 

g'(a)  »  2  o  Jixa)  J{tm) 

bestimmen.  Wie  ans  dem  Beweise  der  Möglichkeit  der  Bestimmung 
der  Coefficienten  in  (1)  bekannt  ist,  ergibt  sich  aus  der  Diflforential- 
gleichung  zweiter  Ordnung: 

=         (i(to)  -/^^  J(xm)  -  Jixm) 

«  -jtLx»  \f*^i^^)  '^i'^'*^)  "  xJ{tai)  J{xa)), 

{Man  ftbeneugt  sich  leicht,  dass  dieser  Ausdruck  in  Besug  auf  t 
auch  im  Bereiche  Ton  t^x  den  Ghaiakter  emer  ganzen  Function  be- 
wahrt) 
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Wendet  man  jetzt  (ô)  auf  (3)  au,  so  hat  mau: 


(6) 


wenn  der  Integratioosweg  aus  nelen  kleinen  am  die  Wurzehi  ßi» 
'  •  '  't  ßn  geschriebenen  positÎTen  Kreisen  besteht.  Man  kann  nun 
diese  vielen  Wege  in  einen  einzigen  vereinigen ,  der  alle  die  genann- 
ten Wurzeln  und  nur  diese  umsehliesst;  er  sei  Umfang  eines  Recht- 
ecks, das  durch  die  Realitatslinie  symmetrisch  getheilt  wird;  eine  Seite 
falle  in  die  laterale  Axe  und  habe  die  sehr  grosse  Lange  2B  (denu  0 
kann  ohne  Qefahr  passirt  werden,  weil  sich  hier  das  Integral  wie 

J'ada  verhält);  die  zu  ihr  parallele  Seite  schneide  die  Realitats* 
linie  in  o     ^  «  ^2n-j-aH-i)-^i  ungefähr  A-^ß^ 

=        —  >4  ■=  I)  •    Das  Integral  von  iB  bis  —'iB  verschwindet, 

weil  der  Integrand  eine  ungerade  Function  von  m  ist.  Die  Integrale 
von  A-\-  ili  bis  ili  und  — %B  bis  ^ — iB  verschwinden  für  i^  =  cx, 
weil  sie  mit  dem  Factor 


behaftet  sind,  wenn  anders  1 — x  (wie  auch  x,  i)  augebbar  positiv 
ist;  denn  so  lange  ist  auch  2  —  x  —  t  positiv.  Es  reicht  also  hin, 
wenn  man  in  (6)  die  Variable  m  von  A  ^%B  bis  A-^-  iB  ftihrt 
und  die  positive  Zahl  B  unendlich  werden  Ifisst.  Setst  man  daher 
A-\-i%f  wo  X  von  — B  bis  B  reelle  Werthe  zu  durchlaufen  hat, 
so  ist  annähernd: 

J(xn)}(\»)_  .        _  (o\ixt±iA{}  -x)  rm(tg  +  »i<{i-<))  , 

(/(.))•  "   ^  ■ y^'^^t 

Mittelst  dieses  JMäherungswerthes  ergiebt  sich  aus  (6)  nach  einigen 
Keductionen: 


nm  I  J  — col',  — 


0 

0» 


0 

Bedeutet  |i  eine  positive  Zahl^  die  kleiner  als  1  ist,  so  ist 
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OB  «O 


0 

und  geht,  wenn  man 
setstj  in 

1 


n 

über.   Also  ist  annähernd: 


(7) 


wn  [il«-<g)3  _  tinUft-l-xj] 
sin  — »-^   tin  — 


Substituirt  mail  diesen  Ausdruck  in  (4),  ersetzt  resp. 
iSLi^^  dnrch  9  nnd  ISart 

aeiui  80  ergibt  sich  ftlr  ein  sehr  grosses  n  in  tiefster  Näherung: 

«•  -      /  '  +  « /(^  +  ^) nsï?  '''' 


n  J  ¥   X  nx  '  \  »  /  na^  ^' 

ein  Attfldniek,  dìer  naeh  den  gebrilluchlichen  Regeln  für  ««00  in  f  {x) 
Obeig^t.  Oa  die  Gleichung  (7)  auf  Tm(0),  T^{\)  nicht  mehr  anwende 
bar  ist,  so  sind  die  Grenzen  hier  nicht  streng  au  nehmen;  es  mass 
erlaubt  seini  die  InterYalle  an  beiden  Enden  01  stutzen ,  und  man  muss 
der  Gleichung  (4)  mit  der  Vorauaeetanng  zu  Hülfe  kommen^  dass  die 
Integrale 

zugleich  mit  t,  t  Terschwinden.  * 

Der  Unterschied  von  dem  bei  der  trigonometrischen  Reihe  vor- 
kommenden NSherungaausdruck 
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far  die  Heibe 


/-(e)  — ii«  +  2^;  (ai  CM  AO  +  fift  nu  A0) 

bestellt  unr  dftrin,  daee  hier  m  die  Fonn  2«  -|-  +  i  1»^  ^ 
her  im  AUgemeineE  iDconunenimabd  iii,  atett  eine  äugende  Zahl 


Bern»  17.  Januar  1876. 
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Die  Linieugeometrie  in  Hirer  Anwendung  auf  die  Fl&clien 

zweiten  Grades. 

Von  A.  Vo88  in  Darmstadt. 


In  den  G'òttingcr  Kachrirhtcii  vom  Febr.  1875  habe  ich  mich  mit 
der  Aufgabe  beschüftigt,  die  Untersuchungen  der  Geometrie  des  Raumes 
principiell  analytisch  von  dem  Gesichtspunkte  aus  auszuführen,  dass 
jedes  geometrische  Gebilde  dabei  als  ein  Plücker'scher  Liniencomplex 
betrachtet  wird.  Eine  «offBlirlichere  Darstellung  der.  daselbst  in  Karze 
angedeateten  Verhaltnisi«  holfe  ith  n&elistena  zu  geben.  SSi  isl  der 
Zweck  der  folgenden  Betrachtangen,  an  der  Theorie  der  Fiädien 
moeäen  Grades  'eu  zeigen,  wie  die  linieugeometrische  Anscbaunngsweise 
fruchtbar  gemacht  werden  kann,  upd  gleichseitig  auf  eine  Reihe  ron, 
wie  mir  scheint,  nicht  aninteressanten  fiesiehangen  hinaaweiaen,  welche 
dieselbe  mit  den  entsprechenden  Betnchtongen  der  Pankt-  und  Ebenen- 
geometrìe  Terbinden. 

Von  einer  symbolischen  Beteichnung  im  Sinne  der  modernen 
Algebra,  deren  EinfBhrung  an  and  fOr  sich  keine  besonderen  Schwierig- 
keiten entgegenstehen,  ist  auch  hier  wie  in  meinen  frOheren  Arbeiten, 
Abstand  genommen,  da  von  Tom  herein  kanonische  Formen  cu  Grunde 
gel^^  werden. 

Ich  habe  bereits  a.  a.  0.  gezeigt,  dass  spedeüe  Compleax,  wie  ich 
sie  mit  Herrn  Klein  nenne*),  überhaupt  durch  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung: 

in  Lmienooordinaten  Xt  charakterisirt  werden  können.  Der  erste  Theil 
der  folgenden  Arbeit  ist  nun  Überhaupt  der  Untersuchung  derjenigen 
quadratischen  Farmen  von  n  homogenen  Variahdn^  getoidmet,  welche  dieser 
Differentialgleichung  Genüge  leisten.  Sie  scheinen  mir,  auch  abgesehen 
von  dem  Umstände,  dass  sie  die  Grundlage  der  folgenden  Betrachtungen 


*)  Matb.  Aanaien  V. 
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Aber  Liniengeometrie  bilden,  ein  rein  algebraisches  Interesse,  nament- 
lich in  Rflckücht  auf  Determinantentheorie  so  besitien. 

Fftr  n  —  .6  ergeben  sie  die  Theorie  des  speciellen  Complexes  aweiten 
Grades: 

/*  —  £  an  XiXttf 

dessen  Doppdstrahkn  nnd  reciproke  Polaren  in  §  IV.  bestimmt  sind. 

Der  Begriff  der  letzteren  insbesondere  führt  zu  dem  allgemeineren  con- 
jugirter  Polarcomplexe  (wie  sie  auch  von  Herrn  Pasch  (Grelle  75)  be- 
reits betrachtet  sind)  und  damit  zu  dem  Begriffe  von  co^  Polarsextupeln 
Unearer  Complexe  in  Bezug  auf  f\  sie  begründen  sogleich  eine  allge- 
meine  kanonische  Transformation. 

Die  Betrachtung  zweier  Complexe  /'  und  cf>  liefert  nach  §  II.  eine 
reciprolc  (ìkirìnmy  sreìistm  Grades,  ili  =  0  zur  Bestimmung  des  ihnen 
(jcmeinsaììuiì  J'ohnscjfìtpfl.'i,  wobei  es  von  Interesse  ist,  dass  im  Allge- 
meinen kein  linderes  :ils  das  eigentliche  PoiarMraedcr  vorhanden  ist. 

Gleichzeitig;  sind  die  Jrri  liìiivìiyrt'ììii  h  i.-^rlicn  sinmifanen  Jnvarianteu 
der  l)eiden  (.'üni]ilexe,  sowie  ihre  Bezieluing  zu  den  entsprechenden  Tjì- 
varianten  0,  O,  0'  der  Punkt-  und  Ebenengeometrie  besprociien,  und 
einige  der  wiclitigsten  sintitUanrii  Covarianten  angegeben,  unter  denen 
der  Mracdrak  Complex,  dessen  Singularitätenflüche  in  dem  gemein- 
samen Polartetraeder  besteht,  besonders  hervorzuheben. ist*). 

Die  allgemeinen  Untersuchungen  des  §  II.  ermöglichen  dann  ferner 
mne  voUständige  Ät^Mähkmg  äSer  UikiengeomeiHseh  mu  wnienMàendm 
Betiûnmgen  MwU^m^Mwei  FUUàm  gweiten  Grades,  wie  sie  in  §  'TL 
nach  den  Elementartheilem  der  Discriminante  ^  gegeben  1st.  Ausge- 
schlossen sind,  wie  hier  von  Tomherein  bemerkt  werden  mag,  die 
nule,  in  denen  etwa  einer  der  speciellen  Complexe  nicht  mehr  ein 
eigentlicher  Fl&chencomplez  ist;  auch  der  Fall,  wo  einer  der  Complexe 
eine  verschwindende  Determinante  hai^  macht  (vgl.  §  IX.)  eine  gans  be- 
sondere Behandlung  ndthig. 

Dabei  tritt  besonders  der  Begriff  der  InvohiHm  einer  oder  mdurerer 
linearer  Compilexe  mit  zwei  Flächen  zweiten  Grades  hervor,  sowie  das 
Vorhandensein  von  Polarsextupeln  neben  eigentlichen  Polartetraedern; 
die  weiteren  Fälle  sind  im  Anschluss  an  bekannte  Untersuchungen  im 
§  VII.  mehr  achematisch  abgehandelt. 

Den  Schluss  bildet  der  Hinweis  auf  metrische  Probleme,  insbesondere 
auf  die  liniengeometrische  Hauptaxciitransformafimi,  welche  sich  durch 
ihre  völlige  Uebereinstimmung  mit  den  l)ek,iiintcn  nicht  der  Liniengoo- 
metrie  angehörigen  Betrachtungen  über  diesen  Gegenstand  auszeichnet. 

*)  In  der  neuen  Auflage  von  Salinon*Fiedler*t  Ranmgeometrie  finden 
sich  bereite  gleichzeitig  Gleich tui^'on  von  Flücheo  zweiten  0 rades  in  Punkt-  und 
LiniencoordinatcD  betrachtet,  doch  scheint  die  SieUung  des  tetraedralen  Com» 
plexes  bisher  nicht  bemerkt  zu  sein. 
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§  I. 

Ueber  eine  Gattung  quadratisober  Formen. 
Es  seien  r  Keiben  ron  je  n  Gröieen  a  gegeben 

a/  Ö2'  •  •  • 

•  <  • 

a^''  ao*"  •  •  •  «n*"' 
Wird  snr  AbkOrznng  der  Äiudruck 

£a.'a/^f   »      l  •  •  •  11 

durch  (a'a"')  oder  noch  kürzer  durch  (/»*)  bezeichnet*),  so  genügt  die 
quadratische  Form  F^  weiche  man  als  abhängig  von  r  Variabelen  {ax) 
ansehen  kann, 

(1  1)  •  •  •  (Ir)  (ax) 

(1)  (ri).  •  .(rr)  (a''x) 

(a»«)     {arx)  0 

der  IdenUm 

(2)  ZF*  «  -  QJP, 

1 

WO  Q  den  Kern  der  Determinante  rechter  Hand  in  (l),  Fi  aber  ^ 

bedeutet  Es  ergiebt  sieh  die  Oleichung  (2)  anf  folgende  Art  Bezeichnet 
man  mit  ^«  die  Unterdeterminanten  nach  der  letitenVerticalreihe  Ton  (1), 
so  ist: 

mithin 

£F^^^Q  -Sd.a/a?,  —  —  QF,  w.  1.  b. 

Man  bemerkt  kieht,  dass  die  Form  F  identisch  Yerschwindet,  sobald 
r  >  »  ist.  JPfir  r  —  »  dagegen  hat  F  den  Werth  ~  QSxft  fttr  r  <  fi 
kann  man  endlich  durch  lineare  Transformation  die  Zahl  der  unab- 
hängigen Variabein  noch  in  einer  bestimmten  Weise  beschränken. 

dehst  man  nämlich: 

wo  die  tt/^  beliebige  Qrdssen  sind  und  die  Indices  «,  m  von  1  bis  r, 
respective  von  I  bis  «  ~  r  gehen,  so  ist:  • 


•)  Dem  entsprechend  ist  also  Za[h"'  =  (a' &"*)  etc.  Die  lietrachtiingen  dea 
Textes  linden  unverändert  statt,  wenn  unter  (a'a"')  die  allgemeinere  Form 
£o[a1i^' a^^  ver&tandeu  wird,  doch  ist  der  Eiofachheit  halber  iiar  von  der  kano- 
DMchea  Foia  Oebnunch  gemacht 

h»  Aimalttt.  Z.  10 
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Zieht  man  die  mit  den  y  moltiplicirten  Horizontal'  und  Verticalreihen 
dea  Kerns  von  (1)  von  dem  Bande  ab,  so  treten  ini  letzterem  imr  die 
Grössen  m  auf,  während  an  Stelle  der  Null  kommt: 

—  Zx  y.a^  —  Za"'a^z  V, , 
I ^«  I  I    t   III  •  i  ' 

welcher  Ausdruck  mit  liüüe  von  (3)  die  Form: 

annimmt.     Setzt  man  nun  zur  Âbkflrzung 

(4)  £x^^  -=  X  ,   Za^?  «=  .4  etc. , 

so  ist 

(5)  F==  —  QX-^F', 

wo  i'"  nur  noch  von  don  »  —  r  V.iriabelen  s  abhängt.  Wir  werden 
nun  später  F  hi  Jit<rJ^i>nl(f  auf  die  Mann^faUigkeit  oilcr  das  Gdnet 
(wie  wir  kurzer  sagen  werden) 

X  =  0 

untersuchen,  also  X  =  0  der  Form  F  adjungiren.  Die  Formel  (5)  zeigt, 
dass  die  Form  F  )ntf  r  Variahclen  (nx)  in  dem  Gebiete  X  — •  0  äjfui- 
valetit  ist  als  Form  F'  von  n  —  r  Variahdn. 

Ist  demnach  n  ~  2  m  und  r  >  m,  so  ist  F  reducihel  auf  n  —  r  <  m 
Variabele.  Ist  dagegen  r  =  in,  «o  ist  F  inrdudhei.  Für  ungerades 
n  aber,  ;/  =  2m  -j-  1,  wird  die  l  orm  immer  einer  anderen  mit  Inichstens 
il  Variabelen  äqni valent.  Der  Fall  n  —  2m  ist  daher  ausgezeiclinet 
durch  den  irre«ha  ilielen  r  —  m,  welchen  er  enthält,  wogegen  bei  mige- 
radem  u  =  2m-\-  1  die  Furui  F  im  Gebiete  X  =  0  keine  gii)ssero 
Allgemeinheit  besitzt  als  für  die  nächst  kleinere  gerade  Zalil  »  —  2  in. 

Es  hängt  damit  die  besondere  Rulle  zusaninien,  welche  quaih  atist  he 
Formen  n  =  2m  in  der  Geometrie  spielen.    Im  Folgenden  soll  immer  • 
n=*2m  vorausgesetzt  werden,  obwohl  eine  grosse  Zahl  der  zu  ent- 
wiekelnden  l^tze  auch  für  ungerades  n  gelten,  was  auch  gelegentlieh 
hervorgehoben  werden  mag. 

UtUer  VoraussetMung  der  Aàjunctim  von  X  =  0  hann  man  immer 
an  SteUe  von  F  eine  andere  Normalform  f  vinführen,  welche  der  Jden- 

tum 

(6)  •  SQ^LX 
genügt. 

Es  ist  dazu  nur  erforderlich 

(7)  f^F^XX 

zu  setzen,  wo  A  — >        mithin  A  • 
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Wir  setzen  daher  im  Folgenden  voraus,  f  sei  eine  quadratische  Form 
von  n=^2m  Yariabelen,  welche  die  Identität  (7)  befriedigt,  so  dass: 

(8)  £{aikf  ^l^,    h^l  -  n, 

womit  denn  auch  »  4  («y)  A  ausfallt 

Von  den  Eigenschaften  solcher  Formen,  deren  Coefficienten  also 
CoeffideiUe»  orfftogonaUr  Suhstiktikmm  sind,  sollen  im  Folgenden  die 
wichtigsten  herroigehoben  werden.  Sie  knflpfeu  sich  an  die  Betrach- 
tang ihrer  Discriminante 

iß)  [aiM-Qi^Uç, 

in  welcher  die  Variabele  p  nor  dm  Diagonalelementen  au  angehört 
Man  hat  dann  sofort: 

(10)  n(+p)  n(-rt  -  (A  -  p»)".  • 

Die  Gleuhtiny       —  0  kann  äaiwr  keine  anderen  Wurjseln  haben 

Diese  Wurzeln  werden  aber  im  Allgemeinen  auch  beide  tcirJUicJi 

VOrlunnlen  sein. 

Man  beweist  dies  so:  Wäre 

n(+T/Ä)-.o,  n(-KÄ)^o, 

so  ist  das  Product  dcrjciiiLrt'ii  Determiiiaiite,  welche  entsteht,  wenn  mau 
die  mit  heliebiuen  Urüssen  Xi} ,  xi^  •  •  •  Xk^~^ ,  n  —  1-1'ach  geränderte 
Determinante  TT  I -f- ^'^)  mit  der  nicht  vcrschwiiideiidi'ii  Determinante 
TT  (—  J^A)  multiplicirt ,  t,'h.'icli  Null.  Es  iiiitssin  mHliiii  alle  n  —  1" 
Untei  t/eferminauten,  d.  Ii.  fidi  an,  i arseli u  indtn,  mit  Ausnahme  der  an, 
wekhe  sämmtlich  yleich  ^  A  6ind.  Die  Form  f  ist  dalier  in  diesem  Falle 
idmiisdi  mit 

was  nicht  angonomnien  werden  kann. 

Von  dirseni  speciellen  Falle  abgesehen,  hat  TTp  ==  0  also  immer 
beide  Wcrthe  zu  Wurzeln.  Der  allgemeinste  Fall  ist  der,  dass  beide 
Wurzeln  ni-fadi  sind,  luul  für  diesrilun  je  die  m —  1  ersUti  ünter- 
determinaiden reihen  sänimtdeh  rerschuinden. 

Auch  dies  beweist  man  leicht  durch  Betraciitung  geräuderter 
Determinanten.  Versieht  man  niuulich  TT  (-{- ^  A)  sowie  TT  ( — /  A) 
mit  einem  m -fachen  Kande  und  multiplicirt  dieselben  so,  dass  eine 
Determinante  2n''"  Grades  entsteht,  so  überzeugt  man  sich,  dass  im 
Allgemeinen  keiner  der  Factoren  TT  (4-  y^^),  TT  ( —  /A)  unter  diesen 

10* 
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Umständen  noch  verschwindet.  Die  m"^"  Unterdeterminanteu  sind  daher 
von  Null  im  Allgemeinen  verschieden.  Multiplicirt  man  dagegen  eine 
tn  —  1  -  fach  geränderte  Determinante  TT  (-f-  ^^A)  mit  der  ni  -  fach  geriiiuler- 
ten  TT  (—  ^A),  so  entsteht  Null,  womit  dann  gezeigt  ist,  dass  die  m —  1  *) 
Unterdeterrainanten  und  alle  früheren  sämmtlich  verschwinden,  • 

Es  ist  ddlu  r  dir  Vorm  f  durrii  die  JJisrriniiiUinU'  TTp  tnit  dm  liridcn 
m -facheil  Wureeln  +  /  A  und  der  Eicmentartheiler- Charakteristik 

(10*)  1(11- ••)-(!  •••)•] 

aiusgeeeichnet**). 

Man  hat  also  die  Identitit: 

(11)  Uq^q'*  -wAp—^-f-»^'  A^-.-^H  (—  Ij-A"'. 

Die  Determinante  der  Coeffìcienten  von  f  hat  also  den  Werih(—  l)«'A'"***). 
Feiner  ergeben  eich  aus  (11)  bequeme  Fimneln  sur  Beitinunuug  der 
Snnunen  von  Unterdeterminanteo,  welche  in  der  Entwicklung  von  TTp 
nach  dem  Ja  cobi 'sehen  Satse  auftreten  würden.  Beispielsweise  ist 
£at<  *»  Of).  Multiplicirt  man  femer  die  mit  den  x  gerSnderte  Deter- 
minante der  Otkf  d.  h.  die  adpmngitie  Form  von  f: 

Xk  0  i 

mit  dér  Determinante  der  Otk,  so  ergiebt  sich  als  Werth  des  Prodnctes: 
Mithin  ist 

(12)  ^  — (— 1)««-«A'»-Y. 

Das  heisst:  die  adjungirtr  Form  ilf  tat  nur  um  cinai  coiistantcu  Factor 
von  der  urspriinijUchen  verschiedeil.  Also  sind  die  ersten  Untenleter- 
minanten  von  TT(0)  bis  auf  den  Factor  (— 1)'«A"'-'  den  Coeffìcienten 
Uik  selbst  gleich.   Es  folgt  daraus  noch  der  allgemeinere  Satz: 


♦)  Fflr  iin^'ci  ides  «1:^  2111-^1  ist  eine  der  Wurzeln  Hh /'Ä  w 1-fach, 
di(>  andere  »(  -iacli.  Für  erbtero  venchwiaden  deno  auch  die  m***  Unterdetenai- 
iianteD,  so  dasa  die  Charaklcriätik  • 

**)  üeber  die  Beieichaaog  vergi,  die  Arbeit  des  Herrn  Weiler  Math.  Ado. 
Bd.  VII,  p.  Ufi. 

•••)  Durch  Quadrireii  liurdelben  würde  mau  nur  die  i'ormel  T[^=^ùk'*  erhalten. 
In  der  That  kann  IT«  anoh  ^ioh  ^  A"*  eein,  eobald  dne  andere  Wanalrexttiei> 
laug  stattfindet 

t  Die  oben  eingeführte  Normalform  fllllt  also  zusammen  mit  der  von 
Clebsch  benoteten  (Math.  Ann.  U,  1).  Vergi,  auch  meine  Arbeit  daselbst  IX,  61. 
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Irgend  cine  Subdeterminanie  Grades  der  a,*  ist  gleich  nhrer 
complcìnetUaren  f  mtUtiplicirt  mit  dem  Factor 

(—!)"•  A"-". 

Complementary  Subdetcrminauten  m**^"  Grades  siud  also  uur  durch  dea 
Factor  ( — I)'"  verschieden. 

Wir  gehen  nun  zu  der  Gru}>pe  linearer  Gleichungen  über,  welche 
durch  das  V^erachwinden  von  Uq  möglich  werden.  Für  TTp  =  ü  be- 
stehen die  n  Gleichungen: 

(13)  £anai  «  qüm,    »     1  •  •  •  m. 

Sie  sagen  aus,  dass  die  lineare  Form      mit  f  in  Involution  Ue^ 

In  Rücksicht  auf  das  Verschwinden  der  Uuterdeterminanten  ron 
TT  hat  man  daher  den  Satz: 

Den  beiden  Wurgeln  ±  entsprechend  liegen  mii  f  gwei  Classen 
m-gUedriger  Gruppen  linearer  Formen  in  Involution, 

Je  MUfei  §n  verschiedenen  Classen  gehörige  Formen  o,,  6,  liegen  da- 
bei unter  «îc&  tu  InvehUion,  d,  h*  es  verschwindet  für  sie  die  Form  {ab). 

Denn  man  hat  aus: 

ZOfAOf  — '  +  j/àat , 
Soikht  —  —  y^hk 

durch  Multiplication: 

SaubiOt     +  VÄ{ab)  =  —  j/A(ö6) , 

d.  h.: 

(aò)-iO. 

Wir  bezeichnen  jetst  die  beiden  m-gliedrigen  Gruppen  linearer 
Formen  dnreh: 


Sie  erlauben,  /'  in  eine  neue  bemerkenswerthe  Form  zu  bringen. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  ai^ungirte  Form  ^  mit  der  aus  den  a,  u 
gebildeten  Determinante 

(15)  Z"-»  (a'a*'-«»  «•••«*•), 

Bo  entsteht: 

Ol     •  •  •  du  Xi 

•  •  • 

H  "   ...    gm  Xm 


(16)       Ä"^  —  (— 1)'«(/"Ä)— « 


(ax)  •  •  •  («"«)  0 

so' dass  f  wieder  tmr  um  eitlem  Factor  von  der  Detemninante  (16)  ver- 
schieden ist. 
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Diese  UmfomnQug  setzt  nat-firlieh  Yotaxa,  dass  K  nicht  Tenchwinde. 
Um  die  Bedingungeu  genauer  sa  erkennen,  anter  denen  £'«•0  sein 
könnte  j  wollen  wir  fiberhanpt  zwei  Classen  von  je  m  Symbolen  a,  a 
betrachten,  zwischen  denen  die  Relationen  der  Involntion 

(aa)«0 

bestehen.    Man  erhält  duiiii,  weun 

X«  (a'^'a'"  «'•  "a"*)  • 

gesetzt  wird: 

wo  P  eine  nur  aus  den  (a  a)  zusanimenf^Ksetzte  Deterrainantc  m**'"  Gra- 
deâ|  Q  die  analug  aus  den  {u«)  gebildete  vorstellt.    Sie  mögen  durch 

P=f(aa)], 

Q  -  [(««)] 

bezeichnet  werden.  £s  gilt  nun  der  Satz: 

Wenn  K  verschwindet,  so  verschunndeti  gleicfifeüiy  die  bäden  Defer' 
minanten  Pytnd  Ç. 

Um  das  zu  beweisen,  bezeichne  luan  die  Determinanten 

(a' •  •  •  a'" u  ■•■  t*'") , 

in  denen  die  v  ganz  willkOrlicl^e  Symbole  bezeichnen,  durch  Su, 
£f.  Das  Product  dieser  bèiden  ist  dann  wieder  gleich  dem  Producte 
zweier  aus  den  OrOssen  (av),  {au)  zusammengesetzter  Determinanten, 
so  dass  : 

-  [(at;)3  [(««)] . 

Da  ferner 

Sa^  K  f       JSa       K  f 

80  hat  man: 

Z^K^liav)]  [(««)!, 
,9«  Jr  »-[(««)]((«  a  I, 

80  (lu<s  also  mit  K  gleichzeitig  [(«'^«'J  und    jia  \  verschwinden. 

Kehren  wir  nun  zu  dem  specielleren  Falle  zurück,  auf  den  wir 
vorhin  getiihrt  wurden.  In  demselben  kann  K  niemals  verschwinden, 
80  lange  die  a  und  a  in  (14)  vollständig  die  beidiMi  ;/<-gliedrigen 
Gruppen  darstellen,  d.  h.  keine  lineare  Combination  der  ti  (oiler  «)  nììtcr 
sidt  verschwindet.  Lm  dies  zu  beweisen,  betrachte  niaA  die  Determinante 
L,  welche  aus  TT  p  entsteht,  wenn  man  in  den  ni  letzten  Horizontiil- 
reihen  (>  mit  dem  Minuszeichen  versieht.  Sie  kann  tür  (i  =  +  /  A 
nicht  verschwinden,  weil  dadurch  ^^vgl.  §  VI.)  eine  apecielle  Beziehung 
von  f  zu  der  Form  : 
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▼oniasgefletei  sein  würde.  Dasselbe  gilt  von  allen  anderen  Determi- 
nanten, die  aus  TTp  durch  den  analogen  Process  in- maliger  Zeichen- 
anderong  abgeleitet  werden  kdnnen.  Nun  ist  das  Quadrat  von  L  fOr 
gleich  dem  Producte  zweier  Factoren  M  *  N,  so  dass  keiner 
der  Factoren  M,  N  fQr  jene  Wurzeln  Terschwinden  kann.  Dazu  stelle 
man  die  Determinante  É,  deren  erste  m  Reihen  die  a,  deren  tn  letzte 
dagegen  aus  den  an»  «»l**'m  gebildet  siud,  wobei  zu  den  Gliedern 
Orr  noch  —  f/'ùk  hinzugefügt  ist.  Das  Quadrat  derselben  hat  den  Werth 
PM,  diese  Determinante  JE/  verschwindet  also,  so  oft  K  =  0  ist,  da 
der  vorigen  Betraclitim^f  zufolge  mit  K  auch  JP  verschwindet.  Multi- 
plicirt  man  nun  H  mit  L  für  p  =  -|-  |/A,  so  ergiebt  sich  eine  aus 
der  a  gebildete  1  »t  tt  rniinante  m  Grades,  multiplicirt  mit  einem  Factor, 
welcher,  von  'Aihlmtm  ttiron  abjj^esehen,  gleich  iN^  ist.  Indem  man  pas- 
sende V' ertauschuiigen  der  Determiuantenreihen  und  -  Zeichen  in  L  und 
Ii  vornimmt,  erkennt  mau  sonach,  dass  (ins  Vcrsvhtcindm  von  K  das 
bäiiivdiirhi  r  7)i  -  f/ltrdri(/i  r  DckrtHhutidru  der  a  suicoìtl  als  der  Grössen 
€c  narh  sich  zi'  lmt  aardr ,  a  as  der  Vorai(ssdzun(j  t(  id(  rsjiràJ/f. 

Eine  weitere  Eigeiis(  h;ilt  der  involutüfischen  Grujjpeu  ergiebt  sich 
aus  der  fulgenden  Betrac  lituiig. 

Bildet  man  den  Ausdruck 

2;a,»y»  -  ^  fL  tur  jf*  -  a?*     Xf, , 

welcher  kurz  »iuieh  hezeiclinet  werden  mlige,  so  ergiebt  sich: 

mithin: 

^   ^  ll?|/,«]i-A[X(l-hA»A)-f  2^/-]. 
Insbesondere  ist  noch: 

(20)  [/]»  =/A, 

Ordnet  man  demnach  jedem  Werthsystcmc  Xi  das  System  fi  ob 
amjuffirtes  äw,  so  zeigt  die  erste  der  Formeln  (2t>),  dass  diese  Zimrdnung 
e'nw  rcciprohe  ist.  Jedem  \\'ertli  der  linearen  Keihe  x,  -|-  kj]  ist  nach 
(  Ix)  ein  anderer  Werth  derselben  zugeordnet.  GchOrt  das  System  der 
X  (ß  iclizütuj  ihn  (Jfhirfm  f  =  ^\  X  ==  0  at>,  so  ist  derselbe  der  Fall 
mit  der  yanzi'ìì,  liucaroi  Iii  i/ir  .r,  -{-  kfi. 

Mau  erhält  daher  sit  h  sdhst  roììjuyirtc  Wcrfìic,  indem  man  setat. 

woraus  X  =  ^^^^>        i.      •  heisst: 
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In  jedar  Ummrm  Beäie  oomjwgkrkr  Werth»  hepmäm  Mcft  jim»  tush 

(21)  fi^±fExi. 

Die  skh  sdhst  conjugirten  W of  h  système  sind  aho  nichts  anderes  als  die 
Coeffkienten  der  involutorischcn  Gruppen,  Die  Gleicbiugeu  (21)  haben 
daher  zu  Auflösungen  die  folgenden: 

Und  sich  selbst  conjugiiie  Werthsysteme,  welche  dem  Gebiete  X=»0 

(and  somit  such  f^O)  angehören,  sind  gegeben  durch  die  G  lei' 

chungen:  * 

27(a/A,)«-0,  2;(a>,)'-0, 

welche,  in  Besag  auf  die  fi  quadratischen,  Formen  nothwendig  irre- 
dueM  sind,  da  die  Determinanten  derselben,  wie  vorhin  geieigt^  nicht 
verschwinden  können. 

Die  sSmmtlichen  vorausgehenden  Betrachtungen  beziehen  sich  nur 
auf  den  Fall,  dass  beide  Wurzeln  +  ]/^  in  gleicher  Anzahl  vorbanden 
siud,  was  durch  die  Voraussetzung  begründet  wurde,  dass  die  m** 
Unterdeterminanten  von  TT  (^A)  nicht  verschwinden.  £s  können  aber 
fOr  eine  der  Wurzeln  auch  höhere  Unterdeterminanten  verschwinden. 

Formen  dieser  Art  lassen  sich  leicht  aas  f  selbst  mit  Hülfe  der 
involu torischen  Gruppen  ableiten. 

Aus  den  Coefficienten  a*.  «.*  lassen  sich  naralich  durch  lineare 
Combination  zwei  neue  Systeme  von  je  m  Grössenreihen  6  *,  bilden, 
welche  dadurch  ausgezeichnet  sind,  dass  je  r/rt i  verschiedene  der  linea- 
ren Formen  6«,  ßz  unter  sich  in  Involution  liegen. 

In  der  That,  setzt  man: 

80  wird  man  die      Factoren  A,     so  bestimmen  können,  dass  die 

î^^î^  Gleichungen 

(23)  (6^6*)-.0,     (^/JO-0,  (i^j), 

noch  80  den  bereits  erfüllten  ((«*/)»)  —  0  hinsutreten. 
Jede  FmcHon 

(24)  F^f--2yA£^'j'2y/l£^, 

iu  welcher  die  iSummeuzeichen  sich  auf  irgend  weiche  aus  den  Formen 
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inji  -  ■  ■  b'^  respective  ßlß^  •  •  •  /3;"  beliehen,  hetÜMf  dam  wieder  die 

Eigenschaft,  der  Gleichung 

{2d)  2:2''/ =  AX 

SU  genügen. 

Es  werde  nmi  die  Form 

betrachtet,  in  welcher  die  Summe  p  Glieder  enihalteii  m5ge.  Man 
findet  znnSchst  leicht,  dass  die  Ikterminanie  von  0  —  gieieh 

(p+|/S)"+'  (ç-j/S)"-'  id,  ah»  die  iii+i>-fache  Wurzel  Q-^-VÄ, 
die  m — fache  ç  "/E,  hat.  Versieht  man  die  genannte  Determi- 
nante mit  einem  I-fadieu*Rande,  so  ergiebt  sich  fttr  p  —  i  dass 
diese  gerftnderte  Determinante  Terschwindet,  so  lange 

n  —  l  -{-  p^m  -\-  \ . 

Es  versciueinde»  smach  für       — noch  die  i— m-j|-|>— 
ünkrdekmmofUen,  ähnUch  für  ç^/E  nocJi  die  l  =  m-p~  1*«". 

Setzt  man  daherkam,  so  werden  noch  die  2m — 1"^"  Unter- 
deterDiinanten  von  <t>  —  gX  für  p  =  — //A  verseli wiiideu  müssen. 
Dies  bedingt  aber  das  identische  Verschwinden  von  <t>  +  y^X,  so  dass 

(26)  f'-2yù  £-^~  +yÄX^O, 

m  r 

Ebenso  ist 

(27)  f+2  yù,  £  ^  —  /äX  . 

IH  **« 

Aus  (26)  und  (27)  ergiebt  sich  die  interessante  Transformation: 


(28) 


f 

VE 

—  27 

M 

—  £ 

m 

X 

—  £ 

m 

ai 

oder,  wenn  man  setzt 

(30)  if^yZ£(ffr''-Vr'), 

£  {yr'  -i-  fir')  ' 

Ans  den  Torigen  Betrachtongen  erhellt  sonach,  wie  f  im  allge- 
meinen FaUe  in  eine  Summe  von  gleichviel  positiven  und  negativen 
Quadraten  transformid  werden  lann.  Gleichzeitig  geht  aus  ihnen  her- 
vor,  dass  s&mmtliche  Charakteristiken,  welche  sich  aus  (10*)  durch 
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A.  To«. 


Au*;'!ehnong  der  einen  und  «'nt-ipr'M  liende  Zusanirnenziehuiìg  der  ande- 
re ii  Gru]>]>e  ableiten  lassen,  wirklich  ^urhandeu  ^ind. 

Es  m«*^  hier  endlich  noch  kurz  der  Fall  A  =  '»  betrachtet  werden. 
])ir  Witrzdn  von  ÎTp  =  "  òiìtd  'iaitn  saninttlirh  (jlnrh  S  nil.  Durch 
Quadriren  ji^eranderier  Determinanten  erj^ebt  sich  dann  leicht ,  dass 
sämmtlidu:  Lräerdderminaiikn  bis  £um  m  —  1*'*  Grade  inclusive  den 
Factor  ç  und  zwar  die  torn  ¥^  Modk  I»  der  Fatene  n—2k  enthalten. 
Die  Charakteristik  tm  f  ist  daher  im  Äügemeinen: 

(31)  r'2--2)]. 

Es  exiütirt  hier  eine  m-gliedrige  Groppe  linearer  Formen,  die  mit 
f  in  Involution  liegen;  je  zwei  Formen  dieser  Art  liegen  noch  unter 
sich  in  Involution.  Aus  (19),  (20)  hat  man^noch: 

Jedem  Werthe  ./  <  iitsj»richt  also  auch  hier  noch  ein  conjuijirter. 
Aber  die  Znordnuns^  ist  keine  recij»roke.  da  derselbe  cüujugirte  zu 
allen  Werthen  der  linearen  lîeihe      -\-    f,  J4ehört. 

An  die  Charakteristik  CM)  schliessen  sich  endlich  alle  diejenigen 
an,  welche  durch  Autlösung  der  Eiemeutartheiler  2  in  die  Gruppe 
1  i  auM  derselben  hervorgehen. 

§  II. 

088  flimultaiie  System  von  f  und  9. 

Eh  seien  zwei  quadratische  Formen  von  gleicher  Variabelenzahl 
der  im  vorigen  §  betrachteten  Gattung  gegeben. 

für  welche  nicht  Terschwinden. 

Es  soll  nun  im  Folgenden  die  Discriminante 

betracbiei  werden. 

Es  ist  eine  Fundamentaleigenschafi  van  ^g^O,  mr  reeiproke 
Wurgeln  zu  hohen. 

Setzt  man  nämlich  zur  Abkürzang: 
C3)  Bit^  HhirQkrt     r  -=  1  . . .  f»  , 

so  ist 
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wo  wieder  die  <Jrr)ssen  A,  A  nur  in  den  naiijitdia^^onalelenienteii  der 
Detenninaiitcn  rechter  Hand  .stehen.  Die  Form  der  Gleichungen  |^4) 
giebt  zu  erkennen,  dass  sobahl  r  eine  Wurzel  von  ^=0  ist,  dasselbe 

auch  von  gelten  muss,  so  dass  also  die  n  Wurzeln  in  m  Faute 

reüproker 

serfallen. 

Man  kann  dies  Tbeorem  ebenfalls  beweisen  venndge  der  Form,  in 
welcher  sich  die  Determinante  V  entwickeln  l&sst  nach  Potenzen  von  p. 
Wir  wollen  eine  solche  Entwickelung  an  der  allgemeineren  Deter- 
minante: 

1«!*  +  9bik'\rli\ 

▼omehmen  (die  Grössen  f»  befinden  sich  nur  in  der  Haaptdiagonale). 
Zunftchst  ist  der  Coefficient  von  çP  gleich: 

Für  den  Goetücienten  von  ç  erhält  mau: 

(-1)— '  2:(6aflu)  (ft^-A^-s 

ebenso  fttr  den  von  p': 


2 htkOtk  —  (ihkk  S btkOit  —         ^^-i  ^^yn-i  (—1)--» 


und  SU  weiter,  so  dass  jede  Potenz  v(»n  q  mit  einem  Coefticienten 
uiultiphcirt  ist,  welelier  eine  Determiuanie  vou  AusdrUckeu  der  Furm: 

ist*  Man  erhält  diese  Entwickelungscofficienten  leicht,  indem  man  die 
einzelnen  Glieder,  welche  als  Goefficieuten  der  Potenzen  von  p  auf- 
treten, durch  Multiplication  mit  |ai*~fft  |  —  O**  — A)"*  in  geeigneter 
Weise  umformt  Durch  successives  Fortschreiten  auf  diesem  Wege 
würde  sich  sogar  die  Determinante  der  Form 

S  («a  +  ^l'ik  ~\-  vcn      '  '  ')XiXt  «. 
in  mannigfaclier  Weise  entwickeln  lassen. 
Insbesondere  hat  man  für  f&  0 

(4)  l)«fA"-pil,A— >+c»V,A—«  A'-'-'+^'A''»], 

also,  gleich  Null  gesetzt,  eine  reciproke  Gleichung  n**"  Grades,  wobei 

Äi  «  Euikhikj 

^btküit  SbtiOn 


(5) 


gleich  einer  analogen  dreigliedrigen  Determinante 
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2."  b,k  Uik  2:  ba  Oil  2.'  b,t  (li,, 
=  2:  ^  Z  bit  (fik  2:  bit  Oil  Ebii  Qin 

u.  s.  w. 

Bezeichnet  mau  die  Wurzeln  von  Y  durch: 

(6)  ^lî         Pai  •  •  •  ^m,  Qm, 

80  ist 

Ka  existiren  also  tleuselhen  entsprechend  im  Allgemeinen  n  ver- 
sciiiedene  Systeme  der  Yariabeln  x,  welche  in  zwei  Gruppen  af,  |  zer- 
fallen, nämlich: 

'  welche  Löfltmgen  der  Gleichungen: 

sind.  Zwischen  den  Werthen  (8)  besieht  eine  Reihe  interessanter  Be- 
nehnngen. 

£8  ist  nämlich  zuerst: 

(10)  .  rai«'-o,  r«i«-o. 

wobei  auf  A;  sn  sammiren  ist  nnd  in  der  leisten  Gleichung  {  verschie- 
den sein  mflssen. 

Aus  den  Gleichungen 

(11)  £a  .ar'  2:b  ,,r\ 

tblgt  uämlich  durch  Multiplication  mit  a^i,  b^i  und  nachfolgende 
Summation  über  i 

,,,,    •  f^*'  -^K,W„ 

Da  femer 

so  ist  JSig^^f  mm  0,  falls  die  Gleichung  r  <  —      nicht  besteht.  Aus 

demselben  Grunde  ist  2.  (5;)^  — 0.   Ferner  ist  aus  (12) 

worans: 
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d.  b.:  £x\xl^O.   Zugleich  ergiebt  sich: 

Setzt  mau  ferner  die  rechte  Seite  von  (II)  gleich  f.,  so  itt 
woraus  die  weiteren  Gleichungen  (10)  folgen.   Endlich  hat  man  noch  : 


(14) 


Im  Ällycmeincn  rxistiren  also  n  Wertksystcnic,  welche  die  nämlichen 
Conjuffirten  in  Bezug  auf  die  beiden  Formen  f  und  <p  iiaben.  iSie  ge- 
hören sämmtlich  dem  Gebiete  X«=0  an  und  je  ewei  derselben,  mit  Aus- 
nahme der  conjugirten  Paare  liegen  unter  sich  in  InvoiluHon. 

Aber  auch  die  conjugirten  Paare  Xi  |,  haben  eine  Eigenschaft»  die 
hier  nicht  unerwähnt  bleiben  solL    Da  uäuüich: 

t  dXf  dii      ^  ' 

so  ist 

Setzt  man  daher  fft  «  ,  so  hat  man  durch  : 

Utoniigeii  der  Gleichungen  : 

1 

Ebenso  ist 

Tt    dXi  2r|A'  dit 

woraus  Losungen  von  ^        =  qXì  hervorgehen.    Während  also  die 

lineare  Reihe  «J^-f-  immer  dem  Gebiete  X^O  angeh&rt,  finden 
smA  im  der  lfe£le  a{  +  Wwihtjftimef  wdcke  mu  venehio' 

denen  Classm  der  mU  f  uid  9  mnikiimsehen  Qmgpen  gMrm, 
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A.  Voss. 


Die  Werthe  Xy  |  f-rprelifii  nun  in  der  ì)el<anntea  Weise  die  gleicli- 
eeitiye  kanoììische  Trans/ ormalio»  der  drei  Formen 

X,  f,  tp, 

m 

Es  wird  dabei  gestattet  sein  ansanehmeii|  dass: 
Setzt  man  dann: 

(14)  Xt^/ÜZx'^z.  +  E^^, 

so  ergiebt  die  Multipiicatiuu  mit  x.'f  4/  nach  Sumiuatiou  über  i: 

ferner  folgt  aus  (14)  unter  BerOcksichtigong  von  (13): 


(15) 


Aus  dai  61eichangen'(14),  (lö)  enirteht  endlich: 

Gieiclizeitig  trausformiren  sich  die  Formeu: 
Ii 


m  . 


in: 


8 
£ 

R 

S 
£ 


Unter  der  grossen  Zahl  specieller  FSlle,  welche  durch  das  'Auf* 
treten  gleicher  Wurzeln  von  V  her?orgerufen  werden  k5nnen,  soll 
hier  nur  ein  einziger  betrachtet  werden ,  welcher  besondere  Beachtung 
▼erdient. 
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Süllen  überhaupt  zwei  Wurzeln  und  nur  zwei  von  V  =  0  einander 

gleioli  werden,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  ^     4:  /^^'~  *   ^  ^^'^^ 

andeten  Fallen  würden  sofort  zwei  Paare  gleicher  Wurzeln  auftreten. 
Dabei  findet  nun  der  interessante  Satz  statt: 

Sobald  i  Wureel  von  Y  =  U  ist,  verschwinden  für  die- 

selbe die  sämmfUdten  ersten  UfUeràdermìnante»  der  Determinante  V. 

Den  Beweis  dieses  Satzes  kann  man  in  Terschiedener  Art  führen, 
von  denen  folg^de  nicht  nnelegant  sein  dflrfte. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  +  Wurzel  von  Y<bO 

sei,  bilde  man  das  Product  der  Determinanten 

j  ö.i.  —  qIh 
\   .    Uk  0 

für  p  =  4-  f^^i  wo  die  u  beliebige  Grössen  vorstellen.  Es  entsteht 
dann: 

deren  von  den  Bii  ^gebildeter  Kern  eine  sdUefe  DetemMumta  ist,  da: 
Nun  sind  aber  Lösungen  der  Gleichungen 


und 


0  1 


(1') 


(18) 


vorhanden.  Bezeichnet  man  durch  |  ein  System  derselben,  so  folgt 
aus  (18): 


mithin 


Es  verschwindet  mithin  die  schiefe  Determinante  gerader  Ordnung 
der  Sik.  Dann  verschwinde  aber  auch  ihre  sämratlichen  Unterdeier- 
minanten  erster  Ordnung,  womit  denn  das  identische  Verschwinden 
der  in  den  u  quadratischen  Form  (17)  nachgewiesen  ist. 

Man  kann  dasselbe  auch  folgendermassen  einsehen.  Setzt  man: 


so  ist 
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A.  Vom. 


mithin  aach  ' 

Nun  kann  im  Allgemeinen  nicht  X,  ^  sein.  Denn  wenn  nur 
eine  einzige  AuflSsung  der  Gleichungen  (9)  existiite,  so  mfissten,  da 

die  Wurzel         nothwendig  eine  Doppelwurzel  ist,  gleichzeitig  f,  q> 

und  X  verschwinden I  es  wfirde  mithin  ein  dem  Gebiete  X^O  ange- 
höriges Werthsystem  existiren,  welches  gleichzeitig  mit  f  und  q>  in 
Involution  liegt,  was  offenbar  ein  viel  speciellerer  FVdl  ist.  Vgl.  flbri- 
gens  %  VIL 

Denmach  ezistiren  im  Allgemeinen  zwei  vendtieMe  Lösungen 
der  nämlichen  linearen  Gleichungen  (9),  womit  zugleich  das  Versehwin- 
den der  Unterdeterminanten  folgt.  Daher  ist  nun  weiter 

Setzt  man  jetzt: 


d.  h.: 

so'  ergiebt  sieh: 

Unter  der  Voraussetz uwf,  dass  ^*Me  Wurzel  von  ^  b^O  ist, 

exi^iren  gtoei  lineare  Formen: 


(19) 


welche  mit  den  beidm  qua draHschen  Formen  f  und  <p  gU  ivhzediy  in  In- 
volution  liegen.  Dieselben  gehören  verschiedenen  Classen  an,  der  Art, 
dasSf  wenn  man  die  Coefficienten  von  (19)  durch  a,  b  bezeichnet: 

i!i  —  ^Si..    i-^  —  yÄ-i.. 
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Wenn  nun  ancb  -  eine  Wunel  von  V  0  ist,  to  eziatirt 
ein  zweites  Wertheyslein  X/,  ffir  welches  ganz  ebenso: 


also 

ist. 


fig,  -  - 


Daher  ist  denn  wieder 


Mau  hat  daher  uuter  Berücksichtigung  von  (19)  und  der  Glei- 
chungen : 


wenn  zur  Abkarsong 


m 


gesetzt  wird: 

lHr+^^'"  'M'+f"^-»"  ii^r+f'^""  ilf,--»^«" 
in;— K5i<,  m-^ysb.,  i||=-K5ft,  ^f;=+KÂ^/j.. 

Dabei  ist  danji: 

(aft)«0,   (6a)-0',    (a/ï).-0,  (««-0. 
Man  hat  weiter  für  jedes  A: 


(21) 


IblhrawUMlM 


2  ^Oj.-f  A«^ 


11 
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% 

AuB  den  Gleichungen  {20),  (21)  geht  hervor: 

Es  esnsUren  gwei  lineare  BeÒim  o«  +  ^'^t  h  +  ^ßt  vm  sieh  sdbsi 
ronjuffirten  WerihsifsUmen  in  Betug  auf  f,  derm  Elemente  paarweise 
in  Bezug  auf  q>  wi^ngiri  sind,  und  umgekehrt  Bwei  ühniiehe  +  Ißi, 
ß,  -|-  X  bi  in  Bezug  auf  cp.  In  jeder  Reihe  fmleii  sich  ztcei  dem  Cre- 
hieie  X  =  0  angehörige  Elemente^  welche  unt^-einander  conjugirt  in  Bezug 
auf  die  eine  Form,  »oft  seihst  eon^ugiri  in  Begug  auf  die  andere  sind, 

EnéUidi  liegen  mit  f  und  q>  in  InvcUdian  vier  lineare  Farmen 
am  ha  ttg  ßg  und  ewar  in  der  folgenden  Qruppirung: 

mit  f  mit  tp 

in  Classe in  Classe— ^    in  Classe +         in  Glasse —l/iV 
o,  —  '       «.  — 

-  6.  - 

««  —  —  et, 

—  •  ßn  ßm  — 

Die  Untersuchung  der  weiteren  speciellen  Fälle  wird  mittelst  der 
folgenden  Bemerkungen  sehr  erleichtert. 

Verschwinden  die  A  —  Unterdeterminanten  von  V  für  eine 
Wurzel  ^1  so  giebt  es  eine  Xr-gliedrige  Gruppe 

welche  die  Gleichungen  (9)  befriedigt.   Da  poch  immer: 
so  folgt: 

Finâd  das  Verschwinden  der  *— 1««»  Unferdeferminantm  für  eine 

Wureel  sUUt,  welche  von  +  j/^  verschieden  ist,  so  geldirt  die  ganse 

Chruppe  St  dem  Qênete     —  0  on. 
Setst  man  femer: 

SO  ist 
mithin: 

Hioraus  folgt: 

Findet  das  Verscliwitiden  der  i— 1"""  ünteideterminuntcti  für  eine 

Wwrsd      welâte  nidU  +        ist,  staU,  so  findet  es  atiM  slaU  für 

die  reeiproke  Wureel ,  und  zwar  werden  die  Potenzm,  in  welchni  die 
Wurgdfackren  in  den  Unterdeterminanten  aufìrekn,  in  beiden  Fülleti 
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die  nämli^e»  sein;  die  EkmeiUarÜieUerympiH:  ist  ßr  rcciproke  Wureein 
die  nämiliäte. 

Den  Beweis  des  leliteren  Zusatses,  welcher  für  die  vollstäudige 
UotersucbuDg  der  speciellen  hlA\e  besonders  wichtig  erscheint,  kann 
man,  obwohl  er  In  den  vorigen  Bemerkungen  schon  implicite  enthalten 
ist,  etwa  in  folgender  Weise  führen. 

Wenn  die  p**"  Unterdeterminanten  ?on  Vp  riûnmtlîch  den  Factor 
(p— pi)«  haben,  so  wird  die  horizontal  und  TMiical  mît  gans  beliebi- 
gen Grössen  uvw^'UVW"'  p-fach  geränderte  Determinante 
der  atk^çhitf  welche  durch  TTp  beseicbnet  werden  m5ge,  die  fol- 
gende Gleichung  befriedigen: 

TTp  —  (p— p, w  ... .  U  V  W  -  ") , 

wo  unler  7t,  wif  aiidi  im  Folgenden  unter  Jt' ,  ein  die  eiugeklaramer- 
teil  Cî rossen  euthaltender  Ausdruck  verstanden  ist. 

Multiplicirt  mau  TTp  mit  der  i)eti*rminante  der  bn ,  so  entsteht: 

(-  -  1)"' TTpA'"' =  Öp, 

Qp  ist  dabei  wieder  eine  geränderte  Determinante,  die  verticalen  Ran- 
der sind  ungeändert  geblieben,  die  Clrössen  Ih  Vk  Iii  in  deu  horizon- 
talen je  in  21U,hki,  ^  Vtbti,  *  •  •  verwandelt,  der  Kern  wird  gebildet 
aus  der  Determinante: 

II?,,     çA'  I  , 
wo  die  ii.ik  deiiuirt  sind  durch  die  üieichuugeu  (3J. 
Setst  man  nun: 

£  V{hkt  —  fft  etc.  . .  • ,    vt^  Sakt  F/  etc.  • .  « , 

so  sind  auch  die  it'  *  •  *  17'  F'  *  *  als  gans  willkarllche  Grössen 
zu  betrachten,  da  die  Determinanten  der  ait,  hk  nicht  versch winden, 
Oberdies  ist: 

Us  —  JBnifc/»,  U;  —  £uk  ttsk , 

Fy     Xv*6/t  .  • . ,     FJ  «  Hv^a^h  etc. 

Demnach  ist: 

Qp  -    I  ()  -  pjtf  71  ^m'  VW-''  V  I"  If     •  •)  . 

Setzt  man  jets&t: 

so  verwandelt  sich  Qp  in  (Q'f»)-^ — *    Q>  ist  dabei  eine  Deter- 

minante,  wdilic  liorizontal  mit  den  2J(i,icU',,  2Sn,kV'i,  •  •  -,  vertical 
mit  den  u  r'  w  gerüudert  i»t,  während  der  Kern  au^  der  Determinante: 

I  A  -  i^Ba  1 

Ii* 
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A.  Vow. 


besteht.  Deiiiuach  i»t  Q'^  gleich  dem  Producte  von  TTfi  mit  der  De« 
terminante  der  an\  oder: 

Hieraus  ergiebt  sich  dann: 

womit  der  aiitregebt'iie  îSatz  bewiesen  ist,  da  TT»  ~  ift  —  Q.^)'^7i". 

Sich  selbst  in  Bezug  aui  /'und  9/  conjugirle  VVerthsjsteme  können 

aber  nur  vermöge  ein^  Warsel  +  j/ ^.  aufireien. 

Man  kann,  auf  diese  Bemerkangeu  gestlltst,  Tabellen  fllr  die  mdg- 
lichen  Cbarakieristiken  der  Elementartheiler  von  V  anlegen.  Mau  wird 
auf  diesem  Wege  indess  eine  grössere  Zahl  von  Combinationen  erhalten 
als  wirklieh  möglich  sind,  deren  Reduction  noch  weiterer  director  Be- 
trachtungen bedarf. 

§111. 

Oeometriseko  Dontiuig. 

Die  lietrac'htniit;«'!!  der  beiden  vorigen  §  würden  sich  nun  sehr 
It.'iclit  im  Sinne  einer  Theorie  von  Flachen  /weiten  (ìrades  in  einem 
Ituunu;  \oii  ?»  —  1  Diniensiijjien  ileuten  lassen.  indem  wir  von  dem 
Falle  71  —  2,  welcher  /u  keinen  besonderen  Bemerkungen  Veranlaasung 
giebt,  absehen,  hat  man  zunächst  lür  m  =  4  Flächen  suviten  Grades 
im  Punkt-  otirr  Kin  ìniirannì. 

Aus  den  Untersuchungen  der  1.  und  11.  folgt,  dass  jedem  Punkte 
X  in  Bezug  auf  X  —  Ox  selbst,  in  Bezug  auf  f—0  sein  conjugirter 
entspricht.  -  Aber  es  giebt  zwei  gerade  Linien,  deren  Punkte  in  Bezug 
auf  f  und  X  gleichzeitig  sich  selbst  entsprechen;  es  sind  die  beiden 
Diagonalen  eines  von  Erzeugenden  von  f  und  X  gebildeten  Vierseits, 
in  welchem  f  und  X  sich  schneiden,  d.  h.  die  gemeinsamen  conjugir- 
ten  Polaren  von  f  und  X.  Der  in  Besug  auf  f  conjugirte  Punkt  eines 
auf  X»0  gelegenen  Punktes  liegt  wieder  auf  X,  die  Verbindungs- 
linie solcher  conjugirter  Paare  schneidet  f  in  einem  su  ihnen  harmo> 
nischen  Paare.  Den  Punkten  von  f — JkX  —  O  entsprechen  analog 
Punkte  òxx  nämlichen  Fliehe,  deren  Verbindungslinien  mit  den  ersten 
f  in  coustantem  Doppel  verhSltniss  schneiden,  . 

FOr  eine  zweite  Fläche  9  =  0  ex  isti  reu  nun  zwei  Pnnktepaare 
aa'j  hh'y  welche  sich  in  Bezug  auf  beide  Flächen  f  und  tp  als  conju« 
girte  verhalten  ;  sie  bilden  wieder  Ecken  eines  Vierseits  von  Erzeu- 
genden auf  der  Fläche  X.  Die  V  erbindungslinien  (na),  {bb')  schnei- 
den beide  Flächen  f  und  9  in  Punktepaaren,  welche  zu  aa  reap,  bb' 
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harmonisch  liegeu,  gleichzeitig  über  iiueh  §  II.  (19)  die  conjugirteii 
Polaren,  welche  /"  und  JV  resp.  (p  und  X  gemeinsam  sind.  Demnach 
hat  man  den  folgenden  »Satz,  welcher  aich  freilich  auch  leicht  geo- 
metrisch beweisen  lii^st: 

Die  hciihn  Gfradni,  trclcJic  zwei  Systeme  conjutjiiUr  Polaren  in 
lU'ZW!  auf  t'inr  Fläclir.  zu  eitcr  (Jn/)iiiH(f  X  =  0  scloicidcn ,  si)i(/  sflbst 
(■oii  ji(i/irfr  Folarni  dieser  Fläche  utui  sdmeideti  dieselbe  in  Funkten  dnes 
VtcraeUeti  von  'Jb^rgeugetiden.  ^ 

§  IV. 

Anwendung  auf  Liniengeometrie. 

Es  werde  mm  n  »  6  Torausgeaeizt  Dann  ist  /*«  0  ein  Complex 
gweiien  Grades  und  ewar  nach  §  II.  (18)  ein  specidler,  d.  h.  alle  Ge- 
raden, deren  Coordinaten  die  Gleichung  /"»O  befriedigen,  sind  Tan- 
genten einer  Fläche  zweiten  Grades;  wie  denn  ja  auch  unmittelbar 
aus  den  genannten  Gleichungen  hervorgeht,  dass  im  allgemeinen  Falle 
(vgl.  die  folg.  Anni.)  sämmtliche  Complexgerade  sich  in  cx)'  lineare 
BQschel  anordnen,  deren  Ebenen  und  Mittelpunkte  die  nämliche  irre- 
ducibele  Flüche  zweiten  Grades  erzeugen.  Femer  liegen  mit  f  zwei 
Classen  dreigliedriger  Gruppen  linearer  Complexe  in  Involution*),  ?on 
denen  je  zwei  verschiedenen  l  lassen  angehörende  unter  sich  in  Invo- 
lution stehen.  £s  sind  dies  die  beiden  Gruppen,  deren  specieUe  lineare 


*)  Die  Lutsprecheudcu  L'uteruuchuDgeu  für  Complexe  n""  Grades  vgl.  Göt- 
tinger Aadlncftien  Febr.  1875.  Erst  nachher  habe  ich  bemerkt,  dsM  Herr  Patch, 

von  netrarhiuugeti  ausgehend^  die  von  diesen  Unterauchungeu  ganz  verschiedcD 

sind,  btTcitti  [Creile  7b)  uniiloge  Formeln  für  die  conjugirt^3  Polaro  eines  specielleii 
Complexes  zweiten  rades  gegeben  hat.  Implii-ile  findet  sich  diese  tiestimmuiig 
auch  schon  bei  Plückcr,  Neue  Geometrie  p.  2'Ji  u.  tì. 

Zu  den  epeoiellcn  Complexen  gehören  nach  I.: 

1)  [(1 1  1)  (1  1  1)]      8)  [(l  1  i  1)  (1  I)]      3)  1(1  1 1 1 1)  IJ 

mit  nicht  verschwindender,  und 

4)  1(22  2  ]  5)  1(2  2  1  1)1  6}  [21111] 

mit  verHchwindender  Determinante.   2)  ist  der  Complex  /  =  "x^x  ~  X=-o, 

wenn  A  =  0,  B  =  0.  Die  coiyugirte  Polare  einer  Geraden  z  ist  hier  diejenige, 
welche  in  der  am  den  Geraden  a,  z  gebildeten  liegelschasr  sa  a,  ò,  s  har- 
monisch liegt  S)  ist  der  doppeltitiilende  lineare  Complex  f  ssa^^  —  ^AX,  die 
conjugirte  Polaie  ist  hier  identi«ch  mit  der  Polare  in  Besug  siof  den  linearen 

Complex. 

Für  die  Kegeleumiilt.ce  [\)  der  allgemeine  Fall,  b)  und  6)  die  aus  und  3) 
abgeleiteten,  wenn  ',a reep.  A  —  ü],  vgl.  auch  §  IX.,  geht  die  conjugirte 
Polare  immer  durch  die  SpitM  des  Kegels  (Ebene  dee  Kegetsehnittei). 
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A.  Voss. 


Complr.ve  tìiii  ìituUìi  Scluinn»  lìrr  ErzevLgendm  von  f  darsteUeu.  Die 
Cuordinateu  einer  Er^eugeudeti  aìiid 

(i)  tt'^fi±y^xt, 

sobald  unter  x  eine  Complexgerade  ventanden  wird.  Sie  sind  die 
Doppdsirahlen  des  Complexes  sweiten  Grades.  Ist  dagegen  x  eine  be- 
liebige Gerade  des  Raumes,  so  geben  die  Gleichungen 

{2}  ti  =  fi 

m 

die  Coordinateli  ilirer  coiijHijirtcn  Polare.  AIIt^<'mein  urdiieii  die  Glei- 
chungpii  (2)  jedem  lineareii  Ctjmplexe  x  einen  lonjugirten  zu.  Unter 
den  linearen  Coniplexen ,  welche  dem  aus  zwei  conjugirten  gebildeten 
linearen  Büschel  angeliören ,  befinden  sich  ijn»ner  zwei  in  venscliiedenen 
CJasseu  befindliche,  welche  mit  der  Flüche  in  Involution  liegen. 

Um  ein  Volartdracdcr  von  /"zu  construiren,  kann  man  die  (ì  erade 
X  beliebig  wählen.  Damit  ist  ihre  C(mjugirte  Polare  x  gegeben.  Eine 
zweite  (Jerade  v,  welche  x  und  ,/  sclineidet,  liefert  mit  ihrer  conju- 
girten if  dann  ein  Vierseit,  dessen  beide  Diagonalen  die  noch  i'ehleii- 
den  Kanten  z  z  des  Polartetraeders  bilden. 

Es  führt  das  aber  zu  dem  allgemeineren  Begriffe  von  sechs  linea- 
ren Complexen  x  x  y  y  z  / ,  welche,  zu  zwei  und  zwei  conjugirt, 
unter  sich  in  Involution  liegen,  sobald  sie  nicht  conjugirt  sind.  »Solche 
Complexe  bilden  ein  Volarsextupel  von  /",  es  giebt  deren  ocP . 

Die  Einiiilnung  der  Polarsextupel  führt  nun  zu  der  alljcmtiHókn 
kanonischen  Transformation  eines  Complexes  f. 

£s  seien  nämlich:  • 

X  X*  y  y  e  d 

die  Complexe  eines  Sextupeb,  so  dass 
Dann  ist: 

(xy)  =  0,  (yir)«.0,  {BX)^0, 

während  liie  Summen  der  Quadrate  der  Xi,  yt,  St^'  •  •  gleich  eins  ge- 
setat  werden  können,  wenn 

<y'A»l. 

Kndlich  ist: 

iyy)  tf/f 

.  {0m')  «  9f„     [m  «  2:anXtXk  etc. 

Benutzt  man  nun  sur  Transformation  der  Variabelen  in  |<  die 
Substitution: 
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(3)  Xi  =  x,ii  +  ^'fe  +      +  yl  §4  +  ^*l6  H-  »ii^  , 

so  ist: 

(4)  i  «  £  +  2<J  \jAtÌ2  +  /ifefc  +  /ifeW  , 
während  aus: 

folgt: 

Die  Transfonnatioa  anf  ein  Polaiietraeder  liefert  dagegen: 

l  /•  +      +  y  +  4,'^  +  ^2  ^ 

welche  Gleichungen ^mit  der  kanontachen  Form,  die  in  §  II.  gegeben 
wurde,  an  Teigleichen  sind. 

§  V. 

Das  simultane  System  zweier  speciellen  Complexe  zweiten  Grades. 

Wenden  wir  uns  nun  zur  Betrachtung  zweier  Flachen  ^-«0; 
80  ist  ersichtlich,  dass  die  Wurzeln  der  Gleichung  V  «  0  §  II.  deh 
auf  ihr  gemeinsanies  JPioiarsexhtpd  beziehen.  Im  AJlgemeinen  exisHrt 
nur  ein  eingiges  Polarscdupd  und  zwar  in  der  speekUeii  G  es  fait  des 
Polarfcfraeders.  In  der  That  erhalten  vc'ir  drei  Paare  gerader  Linien, 
welche  sich  mit  Âusuahme  der  ein  Paar  bildenden  gegenseitig  schnei- 
den, d.  h.  Kanten  eines  Tetraedera  conjugirter  Polaren  bilden. 

Der  Complex  zweiten  Grades: 

welcher  nach  §11.  (13)  aämmtliche  Tetraederkanten  entbUIt,  hat  dem- 
nach die  Ecken  und  Seitenflächen  desselben  zu  Ausnahmepunkten  und 
Ebenen.  Er  ist^lso  ein  tek-aedraler  Complex, 
Da  nun  die  Gleichung  (1)  in  der  Form: 

geschrieben  werden  kann,  so  hat  man  den  Satz: 

Alle  Geradetif  deren  conjugirte  Polaren  in  Betug  auf'  zwei  Fläclien 
itweiten  Grades  sich  schneiden  j  treffen  ihr  gemeinsames  Pdarieiraeder 
ffi  Pumàkn  eines  comlanten  DoppdverhäUnisses*). 


'i  Ks  irit  leicht,  diesen  S;it/, ,  den  idi  atulerswo  iiooli  nicht  henieikt  hiil'e, 
auch  analjtiäch  zu  vorificiron.  Der  Werth  duä  buppelverbältoiasea  ergiebt  »ich 
lebr  leidit  aus  der  anter  (2)  gegebenen  kaaoniichen  Form  von  J{, 
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A.  VuM. 


13) 


Für  die  Tangenten  der  gemeinsamen  BanmcurTe  Yierier  Ordnung 
oder  ^ie  Erseugenden  der  nmhtlllenden  OefeloppabeleA  vierter  dam 
der  beiden  Fliehen  findet  daher  ebenfalls  UnTeiftnderlichkeit  dieses 
Doppelferh&ltnisses  statte  ein  Sata,  den  man  geometrisch  als  eine  an- 
mittelbare  Folge  ans  dem  Begriff  eines  FlächenbUschels  zweiter  Ord- 
nung leicht  erkennt. 

Der  tetraedrale  Complex  JR  ist  das  einfachste  Beispiel  einer  simul- 
tanm  Covariante.  Man  kann  leicht  die  Gleichungen  anderer  Covarian- 
ten  angeben,  z.  ü.  derjenigen  S  und  Z,  welche  Yon  den  conjugirten 
Polaren  der  Tangenten  der  einen  Fläche  in  Bezug  auf  die  andere  ge* 
bildet  werden.   Dieselben  sind  bereits  unter  §  II.  (16*)  gegeben. 

Wir  geben  endlich  noch  die  lianonischen  Formen  an,  welche  nach 
§  "II.  durch  Transformation  auf  das  gemeinsame  Polartetraeder  ent- 
stehen: 

B^0t0^  (p,  H-  p,)  +  8^3^  {Q%+9a)  +        (P5  +  ^fc)  » 

^     ~  ^  P.«  ^  IST  ^  »5"  ^ 

Die  CoefHcienten  Q^Çj,  Ç^Qi}  (f-^Ç^  ^iud  die  conjugirten  Wurzeln 

der  Gleichung  sechsten  Grades: 

so  dasa: 

A 

Pi  P4     ^  Pe     "s^  • 

Dio  Gleichung  (3)  eiithillt  neben  A,  A'  noch  drei  simidtanr  In- 
varianten '^3*  verwandehl  nun  (3)  durch j^ie  »Substitution: 

(4)  '-f  +  ll^ 

in  die  cubisclie  Gleichung: 

(5)  A'3iï3  _  ^jjsr'A'^  +  -?(A'^,— 3 A'A )  -      +  2^, AA'  —  0. 

Diese  eubische  Gleichung  ist  nun  offenbar  eine  Ueoofoetils  âér  H- 
quadratiaehen  Gleichung j  auf  wddie  das  FtvUem  des  gemeinsamen  Po- 
larietraeders  in  Funkt-  oder  Ehmencoordinaien  führt.  Um  die  Abhängig- 
kdiy  in  welcher  die  Gleichungen  sechsten  und  vierten  Grades  stehen, 
genauer  kennen  zu  lernen,  werden  wir  die  Transformation  kanonischer 
Formen  in  Punkt-  oder  Ëbenencoordinaten  in  Plücker'sche  Linien- 
coordinaten  betrachten. 
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Ist: 

(6)  a,      -f  a.,x^'  -f  a^Xr^^  -f  r/,./-,^  =  0 

die  (Tlcichuii«^  eiiRT  Kliiclie  zweiten  (Jradetj,  so  geht  dieselL«!  durch 
£iiit'iihruii<^  der  IM ück er  sehen  Cuordiiiatcu: 

wobei 

über  in 

Dabei  ist  dann,  wie  man  unmittelbiw  sieht,  A     a^a2a^a^,  also 
^feieft  der  DäermmafUe  der  Form  (6). 

Bildet  man  ferner,  von  der  durch  "/Â  diyidirten  adjungirten  Form 
▼on  (6)  ausgehend: 

c«)  +  ::;'+-^- 

wieder  die  Gleichung  des  Complexes  zweiten  Grades,  so  erhält  man 
die  nftmlicbe  Gleichung  (2),  so  das«  dieselbe  gleichzeitig  auf  die  bei- 
deli  Formen  (6)  und  (8)  bezogen  werden  kann. 

Betrachtet  man  ferner  zwei  Formen: 

{fl,)2  =  0,     (6.)'  =  0, 

so  sind  die  biqinulratisthen  (ileichuugeu,  aut  weiche  die  Frage  iiach 
dem  gemeinsamen  l'olaitetraeder  fülirt: 

Bezeichnet  man  nun  die  Resolvente  der  biquadratischen  Gleichung: 
in  der  Form 

als  Euler'sche  Resolvente,  so  hat  man  den  Satz: 

Die  Euler *achen  Bmlvenien  der  beiden  Qkicliiuujm  (9)  sind 
idetUisch, 

Man  erhält  in  der  That  l>eidemale  die  cubiscbe  Gleichung: 

^'3-3     A'^O/^4-(00'-  4AA')A,c:-LA'0''— 4<|)AA'+ A0'-| * 

Bildet  man  jetxt  auch  die  (Gleichung  in  Liniencoordiuaten  für  die 
Form  (b^ys^O  uiid  dann  die  Discriminanto  V,  so  zpijL^t  eine  directe 
Vergleichung,  dass  die  Ck>efificieuten  Ai,  A^,  die  folgenden  Werthe 
haben: 
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(10) 


ee;  -  aa', 


Dieselben  beweisen  den  Satz: 

Die  BesolveiUe  der  bicubischen  Gleichung  (3) ,  tvie  sie  in  (5)  vorliegtf 
ist  idetiHsch  mit  der  Euler 'sehen  Resolvetüe  der  Gleichungen  (9).  Denn 
von  der  Identiiät  beider  Imsgehenü,  würde  man  gerade  die  Formeln  (10) 
erhalten. 

Damit  ist  der  Zusammenbang  aufgedeckt,  in  welchem  die  linien- 
geometrischen  Invarianten  A  A'  .J3  zu  den  früheren  Invarianten 
stehen. 

Dass  A,  A'  nicht  wesentlich  von  den  gleichnamigen  Punktinva' 
rianten  verschieden  sind /mag  man  schon  aus  dem  Umstände  entoeh> 
men,  dass  ihr  Verschwinden  in  beiden  flUlen  dasselbe,  nämlich  Dege- 
neration der  Flache  in  einen  Kegel  oder  Kegebchnitt  bedeutet,  ihre 
Crrade  sind  ausserdem  in  beiden  Fällen  dieselben.  Ferner  wird  die 
Eigenschaft,  daas  Polarteiraeder  der  einen  Fläche  exisHren,  deren  Kan- 
ten Tangenten  der  anderen  sitid^  durch  A^  =0  ausgedrüdst*).  Dabei 
mag  auf  dio  interessante  Analogie  aufmerksiun  gemacht  werden,  in 
welcher  die  Invarianten  0  und  <t>  stehen.  G  ist  bekanntlich  die  Summe 
der  Producte  der  Coeflii  icutcn  von  /"  in  die  der  adjungirten  Form 
von  9>.  Die  Invarirmlr  <t>,  welche  in  der  Pu/nkti)'  owfric  dur  compii- 
drterr  IHIdung  half  hefoUjf  imn  auf  liniengeomiitisclicm  Standpunkte 
genau  dasselbe  Bildungsgcsrtz^*).  Dauiit  dies  klar  hervortrete,  hat  man 
vermöge  der  Identität  der  Form  ç>  und  ihrer  ac^ungirten  sich  pas- 
send umgeformt  zu  denken***). 

Dip  Wertiie  der  G  ,  0  sind  ül)rigens  nicht  eindeutig  bestimmt  durch 
.die  Forint'ln  n<n.  Es  biTuht  das  auf  dem  Ihustaiide,  dass  in  der  That 
diese  For?uL>ln  sieb  .sowoiil  auf  die  Darstellung,'  der  Fliicbe  in  Funkt- 
als auch  in  Ebeiiencoordinaten,  also  gleichzeitig  auf  die  beiden  Ulei- 
chuugen  (0)  i)e/ieiien  müssen. 

Die  gleiciizeitige  Hetrachtung  der  liniengeumetrischen  Invarianten 
neben  den  bisher  bekannton  leitet  nun  zu  weiteren  Covarianten-Com- 
plexen.  Unter  ihnen  ist  besonders  hervorzuheben  die  (nicht  in  sich 
dualistibchej  Covariante  j/; ,  für  welche: 


•         •)  Auch  dieB  lüBst  aicli  auf  dieselbe  Weise,  wie  man  das  Verschwinden  der 
Invarianten  6,  6'  zu  deuten  pflegt,  an  den  liniengeometritchen  Formen  darthun. 
**)  Man  Tgl.  hiermit  den  Aosdmck  fDr^,  welchen  nach  8almon>Fiedler*8 

Baumgeometrio  I,  \k  2ü6,  2.  Auflage  Cathcart  gegeben  hat. 

**■*)  Das  gleichzeitige  Verschwinden  von  Ay       fiihrt  das  Vcruchwiiidni  der 
Detcrminautr  der  Corarianton  mit  sich,  welche  in  Punktcuordiuateu  luit  1\  T' 
.   bezeichnet  werden.   Vgl.  ìUiluion-Fiedler  p.  259. 
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für  jedes  k  eifien  ^tedälm  Complex  gwcUm  Grades  darstellt 

Man  hat  dann  zu  aetien: 
(12)       if  —  a,*|»  +  a,  V  +  «,V  +        +        +  »«^e*» 
wo:  « 

/     0  0\ 

«1  ==  V^  '  A  ~  A^' 

/     0         G'  \ 
A    '  A'v' 


1 

/  0 

A  ^ 

1 

Pi 

*i  -  Ç»  ' 

1 

»4 -Usa 

I 

Q* 

1 

1 

Qt 

fc  — 

Dass  in  »1er  That  einen  speciellen  Complex  uud  zwar  in  der 
Nortuait'orm  darstelit,  ergiebt  sich  au»  der  Furiuel: 

^    '   dMt  ÛH  dV^  dz. 

Zum  Beweise  derselben  hat  man  zu  beachten,  dass  aus  den  Eigen» 
Schäften  der  Wurzeln  von  (3)  sich  leicht  die  Gleichungen: 

(U)  2-a4'-  +  (P.+P,)(P3+P4)(P5+P«)--a*0 

Buwie  die  analugen  erge))(>n,  welche  man  durch  Vertauschuug  vuu  Q^ff^ 
mit  p,  p,  oder  p^p^  erhält. 

Den  zweifachen  Werthen  der  Invarianten  0,  0'  entsprechend  er- 
hält uian  so  zwei  Cuvarianten  «/•.  Es  sind  dicjciuffm,  derm  Girodr  dir. 
beidt  n  Flächen  f  und  (p  in  imriiimiisrhrn  l'unktpaarcn  sehnt  itint  ^  re- 
spai iic  harmonische  Tiiìkj»  idnichcncnimarc  mit  ihnen  OeniimniaL  Bei- 
läufig folgt  aus  der  Gleichuug 

«|«3  +  Pl  +  P»— <t>,. 
«»«4  +  Ps  +  Pl  —  » 
«5««H-P5  +  PS  — 

d.  h.  :  Die  singulären  Linien  der  Cmptexe  »  0  werden  durch  den 
tetraedràìen  Complex  R  ausgeschnittm. 

Die  Gleichung  (11)  stellt  das  Büschel  von  Flächen  zweiten  Gra- 
des vor,  welches  die  nämliche  Durchscluiittscurve  resp.  die  näniliehe 
umhiUlende  Developpabele  besitzt  wie  /"  uud  <f.  Auf  eine  weitere  Be- 
handlung derselben;  z.  B.  für  confocale  Flächen  zweiten  Grades,  soll 
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hier  Jiicht  eingegangen  werden.  E.s  sei  nur  noch  djirauf  liingpwiesen, 
wie  durch  deu  Umstand,  dass  in  (1.'))  ausschliesslich  Invarianten  vor- 
kommen, (Ia6  allgemeine  Friihbm  crbdigt  ist,  die  f)i)i<i(i/nvntak)i  (ova- 
rianten  i<  ans  dm  aUgenu  iw  ìi  Farinai  f  und  cp  ahzidrikn,  wozu  man 
ohne  Einiiihrung  der  liuiengeometrisch-irratioualen  luvarianten  0,  0' 
nur  schwierig  gelangen  dürfte*).  * 

Endlich  8ei  noch  bemerkt,  dass  die  Gleichung: 

(15)  A  +  AG  -I-  X'-'<t>  +  X^e'  -\-  A'A'  =  0  , 

wie  es  sein  niuss,  die  vier  Kegel  resp.  Kegelschnitte  bestimmt,  welche 
tii  dem  Büschel  (13)  vurkomnien.    Denn  das  Verschwinden  von  (15) 
ist  wegen  (13)  die  Bedingung,  unter  welcher  der  Complex  (II)  einen. 
Kegel  resp.  Kegelschnitt  darstellt. 

§  VI. 
Specielle  Fälle. 

Die  Untersuchungen  des  §  II.  gestatten,  die  sämmtlichen  denk- 
baren speciellen  Fälle  a  priori  hinzuschreiben,  welche  die  Discrimi- 
nante darbieten  kann.  Indem  wir  dies  für  n  =  Q  in  der  folgenden 
Tabelle  ausführen,  aollen  die  Elementartheilergruppeny  welche  einer 

Wurzel  +  J^^.  entsprechen,  durch  einen  flbergeeetsten  Strich  hervor- 
gehoben werden  **).  Links  daneben  gesetzt  sind  zur  Vergleichung  die 
Elementartheilercharakteristiken  der  entsprechenden  Discriminante  in 
Punkt-  oder  Ebenenoooidinaten. 

Erste  CÌ ru [»pe. 
Keine  der  Wurzeln  hat  den  Werth  ±       •  Wir  erhalten  6  Falle: 

(1)  [1111]         [111111]  1 

(2)  [211]  [2211]  2 

(3)  [(11)11]      [(11)  (11)  11]  3 

(4)  [31]  [3  3|  4 

(5)  [(21)1]  [(21)  (2 1)1  5 
  (6)    [(111)1]      [(111)  (11  DJ  6 

*)  Die  Uniersuchnng  über  die  Angehörigen  Formeo  von  Oijt  —  çf>a  >nit 
Hülfe  der  in  §  I.  und  II.  entwickelten  Belracbtnngen  leicht  gefïihrt  werden.  Hier 

♦  roten  namoiiMich  die  mit  S,  T.  bexeichneten  Covarianlcn  und  einige  and'irc  auf; 
um  niclit  zti  weitliinfi}?  zu  werden,  hind  die^e  VcrliäUiii.shC  hier  übergiin^eii. 

Eine  mehr  als  eingliedrige  Eleiuentartheilcrgruppe  bezieht  sich  im  Allge- 
meinen auf  die  Existens  einer  linearen  Reihe  (Bfltehel)  oonjugirter  Polarcomplene. 

Dieselben  sind  sämintücli  »-jiecitdl,  wenn   die  betretende  Wiirztd  von  -|j  j  ^. 

verschindcn  i^t,  im  anderen  Falb'  allgemein,  lieber  die  Diecriniiiiante  di-s  Polar- 
tetraeders  vergleiche  die  Arbeit  dea  ilcrru  Lürutb  (Schlöuiilch's  Zeittfcbr.  f. 
Math.  Tin,  1868),  der  Fall  (12)  ist  dort  nicht  angegeben. 
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Zweite  Gruppe. 

.  Die  Warzeln  ±        sind  höchstens  als  Doppelwurzeln  vorhan- 

den,  4  FäÜe:   

[(IT)!!  11]  7 

[(rf)  2  2]  8 
I  1  l  (11){1  l)]  9 

[Uli  u  j  10 

Dritte  Gruppe. 
Eine  der  Wurzeln  ±f/%  isi  vierfach,  8  Falle: 


(7) 

[22] 

[(31)111 

U 

[(31)  (11)] 

12 

r(22)lll 

13 

[(22)  (11)] 

14 

[(2 1  1)  1 1  j 

1Ô 

• 

[(211)  (11)1 

16 

(9) 

[(11)  (11)] 

[(1111)11] 

17 

[(Hl  i)(iï)] 

18 

Vierte  Grappe. 

• 

Würze 

±  /% 

ist  sechsfach. 

(10) 

[4] 

[(5Ì)] 

19 

[(42)] 

23 

[(411)] 

24 

(H) 

[(31)] 

.  [(33)] 

20 

[(321)] 

25 

(12) 

mi\ 

1(3 11  DJ 

21 

[(222)1 

26 

(13) 

[(2 1 1)] 

[(22 1  DJ 

22 

Die  beiden  letzten  Fälle  [2 1 1 1 J  [  1 1 1 1 1 1]  können  Ton  foniheiein 
ansgeschlotsen  werden ,  der  erste  wOrde  'çip^f-\-  A  a,*,  der  zweite 
91p  bediugcn.  Aber  auch  die  FSUe  23,  24,  25,  26  treten  in 
Wirklichkeit  nicht  auf;  die  übrigen  wird  man  im  Folgenden  angegeben 
finden. 

Es  werde  zunächst  der  Fall  betrachtet,  wo  eine  der  Wurzeln  der 
Gleichung  §  V.  (3)  gleich  +        ist.    Die  erlurUerliche  Bedingung  ist: 
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(1)  i2A^AA'-^A,)  =  2  yAA{A,-^AA') , 
oder 

(2)  *  [e  ;/A' -  0 YAj^  =  0 . 

Nacli  den  allgenieiiien  Uutersucliungon  de»  §  II.  exìstìrt  dami  ein 
Büschel  linearer  Complexe,  deren  Coefficienten  a;,  ir  die  Gleichungen 

befriedigen.  Unter  ihnen  befinden  sU^  ewei^  welche  mit  fund  tp  gteUk- 
geitig  in  InvoluHon  liegen. 

Sie  hUden  mit  den,  den  4  anderen  Wureén  enispre^enden,  Geraden 
ein  Biischd  von  linearen  Polarsextupdn,  Die  Directricen  der  linearen 
Congnienz  sind  die  beiden  Kanten  des  eigentlichen  Polartetraeders,  die 
Charakteristik  :   

(Î)  [01)1111]. 

£8  können  aber  auch  -|-  f/^»  und  —  beide  Wurzeln  der  Glei- 
chung sechsten  Grades  sein.   Dasn  ist  erforderlich: 

-j-  2A^AA'  ==  0  ,     ^2  -f  AA'  =  0 

oder 

e,  —  0,    e  — 0, 

während  die  Gleichung  6**"  Gerades  Übergeht  in 

80  dass  die  beiden  letzten  Wurzeln  gegeben  sind  durch: 

Diesen  letzteren  beiden  <Mitsj»recliend  t-xistiren  zwei  einfaclie  Cöiijugirte 
Polaren  (Kant^Mi  des  P(ilarl»-'tra<'<k'rs  1 ,  ausserdem  aber  zwei  liiiseliel 
von  liiican-n  Pohin  oniplt'xen,  (/i  ui(/i  niiiss  cìììc  J hìppclschnar  von  Polar- 
svsii(pdn.  A  Ul  li  liier  liefern  die  Directricen  der  linearen  Congrueuzeii 
die  übrigen  Kanten  des  Polartetraeders ;  die  Charakteristik  ist: 

(10)  [{71)01)11]. 

Liniengeometrisdi  ist  dieser  FaU  ausgezeichnet  durch  die  Exisicnz  von 
vier  linrarcn  Komplexen ,  weiche  mit  f  und  tp  gleich  zeit  ig  in  JnvoitUian 
lirgni,  wie  dies  in  §  II.  (19)  nachgewiesen  ist.  Und  ferner  folgt  aus 
den  dort  angeführten  Entwicklungen  :  Für  jede  Fläche  existirt  ein  Polar- 
tetraeder,  von  welchem  vier  Kantm  Erecìignuìe  der  anderen  Fläche  sind. 
Die  beiden  einfachen  Wurzeln  nd^^fprechen  demnach  zwei  geraden  Linien, 
wddie  beide  Flächen  in  Vierseiten  von  Erzeugenden  schneiden.  Jedes 
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Viersen  bildet  saftmi  semen  Diagonalen  ei»  Boitaiietraeäer  derjmigen 
FUk^f  (ter  es  nicht  angehört. 

Um  diesen  Full  un  einem  Beispiel  zu  erläutern,  betrachte  man 
die  beiden  Complexe: 

9          4-  l'a'  +  Pz'  +      +  P,'  4-  P.'  =  0 , 

f  -^«Pt*  —  «l»a'  —  »PÌ'  +  «J»4'  —  «  W  -  Pb*  —  0 . 

Die  Wurzeln  der  Gleicbuug  sechsten  Grades  sind,  da  ^«  <=a^: 

•-+/a'  • — /!•  • — ♦--«'• 

Den  Doppel  wurzeln  entsprechen  als  Lösungen  der  Gleichungen: 
Pi-^0,  1),  — 0,      — 0,  ji««=»0, 

«»'^ — ;1 

Pi  — 0,  1^4  —  0,  A  — 0,  i)e  —  <>» 

d.  h.  zwei  linoure  Congruenzcn,  deren  Directricen  vier  Kanten  des  f 
und  q>  gemeinsamen  Polartetrueders  bilden.  Die  Gleichungen  der  vier 
linearen  Complexe,  welche  mit  f  und  9  in  Involution  liegen,  sind 

IJcr  Ii)  II I- iff  dir  Involution  eines  luK  arcn  (  lonplrxes  mit  zwei  FUicheti 
gweihii  Gradis^  zu  welchem  die  bisher  ])e8proclu*jien  Fülle  geführt  haben, 
soll  nun  in  dem  Folgenden  noch  genauer  untersucht  und  seinem  geome- 
trieehen  Inhalte  nach  dargelegt  werden. 

Liegt  ein  linearer  Complex  mit  einem  apeeiellen  Complexe  xweiien 
Grades  in  Involution,  so  enthülU  àersMe  alle  Erzeugenden  der  einen 
Art  Aber  map  beweist  leicht^  dass  demsdben  auch  noch  gwei  Ergeugende 
der  anderen  Art  angehören,  dass  mithin  das  Sirahlensystem,  wdches  dnr<^ 
die  leiden  Von^pkxe  bestimmt  ist,  ans  den  Temgentenbüsch^  längs  gwei 
JErgengenden  der  anderen  Art  besteht. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  dreigliedrige  Gruppe  der  involutori« 
sehen  Complexe  des  Complexes  zweiten  Grades  durch: 

st',  =  a^X  -f  h^^  -\-  c^v , 

so  giebt  «X  —  '*)  /'x  —  0  die  Er/.euf|;enden  erster  Art,  während 

die  speciellen  ('omplexe  von  (\  die  (Jtradt'ii  der  anderen  »Scliuar  zu 
Âxeu  haben.  Damit  nun  z.  B.  der  Complex  a«  =  0  eine  der  letzteren 
enthalte,  ist  zu  setzen: 

Äi     {ab)ii  -f  (a€)v  =  U, 
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so  dass  sich  eine  qiiadrati-sche  Gleichung  für  die  À  ^  v  ergiebt|  deren 
Determinante  nach  §  I.  (15)  nicht  verschwindet. 

Liegt  n^D  der  lineare  Complex  C|  «  Og  f  und  tp  in  Involution, 
flo  werden  die  oorrespondireDden  Sehaaren  Ton  Erzeugenden  gegeben 
sein  dnroh: 

«,-.0,   6,-0,  c  — OfÖr/; 

Aus  diesen  rìleichunt^eu  folgt  aber  unniittellnir,  dd^s  vorh  ein  sweifer 
mCompUx  v.cistirt,  urkiwr  thntfalls  mit  beiden  FUirlim  in  Involution  liegt, 
dem  dann  die  hcideti  anderen  tidiaaren  anycltoren. 

Die  Coefftcienteu  desselben  sind  nämlich  durch  das  System  der  z 
gegeben,  welches  die  Gleichungen: 

fl,  =  0,       =  0,    r,  =  0,    /3,  =0, 

befriedigt,  bezeichnet  man  diesen  Conipit'x  durch  (\,,  so  finden  sich 
also  auf  jeder  Flüche  zwei  Erzeugende  der  zweiten  Art,  w  elche  (\,  und 
zwei  der  ersten  Art,  welche  C'.,  augehören.  Die  beiden  (ieraden,  welche 
die  vier  (\  angehürigen  (»eraden  .schneiden,  sind  conjugirte  Polaren  in 
Bezug  auf  C,.  Daraus  folgt  dann  ohne  Weiteres:  Diese  beiden  Ut.: feren 
Geradeil  schneiden  beide  Flächen  in  je  eitiem  Viersei t  rmi  Erwtt</cnden. 
Dasselbe  gilt  von  dem  Geradenpaare,  welches  analog  zu  C,^  gehört,  wo* 
mît  eine  bemerkenswerthe  Gruppirung  von  Yierseiten  auf  beiden  KU&chen 
gegeben  ist. 

Man  bexeicbne  femer  durch  C»^  die  Schaar  der  Erseugenden  einer 
Fläche  ir,  welche  dem  linearen  Complexe  Ct  angehört  Man  betrachte 
nun  Cif  und  irgend  zwei  der  anderen  Art,  welche  conjugirte  Polaren 
in  Bezug  auf  aind.  8ie  werden  offenbar  sßeichMeUiff  von  swd  Er- , 
Mengenden  der  Sduiar  Ciip  gesdmUkn,  denn  alle  Complexgeraden,  welche 
die  eine  von  zwei  conjugirten  Polaren  des  Complexes  tr^eu,  treffen 
auch  die  andere.   Das  liefert  den  folgenden  Satz: 

In  die  Raumcnrve  vierter  Ordnum/,  weh  he  den  SchniH  der  beiden 
Flüehcn  bildet ,  lassen  sieh  zwei  du  fat  h  nneiìdUehe  Sehaaren  von  wind" 
schiefen  VierstHen  ein^^ehreiben,  drrm  (Inji  iisriten  aus  je  zwei  Ersettgenden 
der  einen  und  der  <indi  reu  Fliidn  Itrstt  hm*).  Die  nümliehcn  Vierseite  he- 
giehen  sich  gleichgeUig  im  dmlisiischen  Hinne  auf  die  ftmhiiüende  Deve- 
loppabele. 

Ist  (\  ein  spcdeller  Conijdex,  so  ist  seine  .Txr  eine  beiden  I'lädini 
getneinsaute  Erzeugentic,    Der  Complex       ist  dann  im  Allgemeinen 


•)  Auf  diesen  Satz  wurde  ich  zuerst  durcli  H<"n-u  Sf  iirni  uufm«  rk.-iani.  Zu 
euiur  Ueihe  weiterer  Sätze  gelaugt  luaa,  wenn  man  die  iluunicurvu  von  vercichie- 
deoen  Paukten  aus  auf  eine  beUehige  Ebene  projicirt.  Ei  tei  noch  bemwkt,  dus 
die  Oleicboog  der  Bamnonrve  reap,  der  Developpabelen  dareb  die  drei  Gleichungen 
/"«•O,  ^••O,  B'^O  vorgettellt  werden. 
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noch  nicht  apeciell,  er  enthält  Yon  den  Schaaren  Ci/*,  C|9  swei  Ge- 
radenpaare 1%  i^'f  beetinimt  durch: 

^,  =  0,  a{  =  0,  A  =  o,  n  =  o,  £=0. 

Keines  dieser  Geradenpaare  kann  coincidiren,  dagegen  existirt  nur  eine 
einzige  Gerade,  welche  beide  Paare  trifft,  nämlich  die  Erzeugende  a. 
Multiplicirt  man  nämlich  die  mit  den  x  x'  %  |"  horizontal  und  vertical 
geänderte  Determinante  der  Form  x  (d.  Ii.  die  Cayley'sche  Deter- 
minante der  vier  Geraden)  mit  dem  Quadrat  der  Determinante  (^ßabc^y\ 
80  entsteht: 

I  ihï)  {cX)  ^  \  ißx)  ißx")  2 


AZ 


wddier  Aoadrock  wegòn  £<K{*^0  venchwindet.  Yernchwinden 
endlich  die  beiden  Invarianten  6,  0',  so  haben  wir  vier  lineare  Complexe 
C,  C3  C\ ,  welche  mit  f  und  9  in  Involution  liegen.  Bezeichnet  man 
die  Schaar  von  Eraeugenden  auf  einer  Fläche  welche  iwei  Complezen 
Ci,  C|  angehört,  durch  Ckt  Mft  ■<>  finden  sich  nach  §  II. 

auf  f  die  Schaaren  C^j/*  und  C,,/' 
„  <p  „  „  C„qpund  C^ç). 
Nun  giebt  es  zwei  (»erade  von  C'jj/j  welche  conjugirte  Polaren 
sind  in  Bezug  auf  C,  und  (\.  Sie  werden  von  zwei  Erzeugenden 
der  Schaaren  C^^q>  und  Cy^tp  gleichzeitig  geschnitten.  Es  entsteht  so 
em  Fterseil  vc»  Erzeugenden  der  Fläche  %  dessm  Diagonaien  Ergeugende 
von  f  sind.  Ein  zweites  Vievseit  correspondirt  mit  der  zweiten  Schaar 
von  f,  so  dass  im  Ganzen  vier  Vierseite  f&r  die  Flächen  ezistiren,  bei 
denen  je  vier  Kanten  aus  Erzeugenden  der  einen  und  die  Diagonalen 
aus  Erzeugenden  der  anderen  Fläche  gebildet*  werden. 

Der  früheren  Betrachtung  analog  ergiebt  sieh  noch: 
In  die  Baumeurve  vierter  Ordnung,  in  wdcker  sith  f  %»nä  q>  s^nei^ 
den,  iäss^  sidh  auf  vierfaeihe  Art  eine  einfa^  unendUehe  S^ar  wm 
Vierseiten  einschreiben,  deren  Gegenseiten  Ergeugende  der  einen  und 
anderen  Fläche  sind. 

Auf  die  Existenz  von  Polartetraedem  der  einen  Kläche,  deren  vier 
Kanten  Erzeugende  der  anderen  sind,  ist  schon  oben  hingewiesen. 

§  VII. 

Fortsetzung. 

Die  Gleichung  §  V.  (3)  erhält  ferner  ein  Boppclpaar  gleicher 
Wurgelnj  wenn  die  Discriminante  ihrer  cubischen  ilesolvente  ver- 
schwindet.  Sei  demnach  ^|  ^  ^3,  ç^mmç^-  ^  und      beziehen  sich 

lUtlinutbéh*  AaBftlw   X.  IS 
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aaf  zwei  coiijugirte  Polaren.    Dag^o  eotepricht  der  Wunel  ^,  = 
in  den  Gleichungen: 

ein  VVerthsjrstem  der  jr,  für  welches:  * 
2:  Ui^XiXt  =  0 ,   2^bikXiXk  =  i) ,   iC  —»  Ü , 
AQBserdem  folgt  hieraus: 

(*«)-=  0,    Z  =  0, 

Wir  eilialteii  demnach  swei  Gerade  x,  e,  welehe  conjugirte  Pdaren 
in  Besog  aaf  heide  Flächen,  zugleich  aher  Tangenten  derselben  sind, 
die  Toi^  einem  gemeinsamen  Punkte  auslaufen.  Die  Fiädien  haben  daher 
einen  gemeinsd^gftik^  Beruhrungspimki,  Das  System  der  oonjugirteii 
Polaren  besteht  ans  den  beiden  Geraden  x,  «  und  den  beiden  den 
Wuneln  ^>  zugeh5rigen  Geraden,  von  denen  die  eine  durch  den 
Punkt  (xß),  die  andere  in  der  Ebene  {xm)  verläuft. 

Setat  man  etwa*) 

80  ist  die  Gleichung  einer  .sie  berührenden  Fläche: 

'  a ,  X,  ^-{-  2  a  j  o:^,  a:j  -f  2  6,  aî|  iP|+<i3  Xj'^  c  ar/^  +  2  b^x^  as,-f-  2  A  jp,  «3  «=0, 

-  «»«i)  -f  2 AfliPi |>2  +  2(at&,  -  «s*i)Pi A  —  2A6jP,P4 
(2)  <P{    +  2(«,6,  -  a,  6,)PiP*  +  2Afl,p,i,.  +        +  2AÒ,j»,p^ 

Da  die  Gleichung       =     die  Gestalt 

annimmt,  so  hat  man  in  der  That  die  Charakteristik: 

(2)  [22 1  II, 

in  dem  besonderen  Falle        5,'  —  ca^  dagegen: 

(«)  [22(Trj|. 

Ks  werden  sich  die  beiden  I  lächen  stutioitär  Ijerührcn,  wt-iiii  die  Hcscil- 
vonte  ?on  V  drei  gleiche  Wurzeln  hat.  V\i\  diesen  Kall  an  dem  ange- 
geführten Beispiele  darzustellen,  hat  man  in  (2j  zu  setzen: 


*•)  Ks  bind  immer  gleichzeitig  die  Gleichunc^eii  der  Fliiclu'ii  in  Funkt-  und 
Plflcker'ächen  LiuieDcoordiuaten  augegebeu;  im  letzteren  Falle  uatürlich  lu  der 
Normaliorm ,  so  dasa 

IL  IL  ^  IL  ^Lm  IL  ATT 
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(6,-A)'  =  ajC 
und  damit  wird  die  Charakteristik: 
(4)  [33]. 

Es  können  aber  auch  für  ^,  m  alle  ersten  Unterdeterminanten 
von  Y  verschwinden;  wie  vorhin  gezeigt,  findet  das  Gleiche  dann  atich 
für  (),  =  Ç  ,  statt.  Wio  zu  Ende  des  §  II.  bemerkt  ist,  ezistireu  dann 
zwei  lineare  Reihen  von  Werthen: 

welche  die  Cileichungon  II.  (9)  helriedigen.    Dabei  ist  nothwendig 

so  dass  zwei  BOschel  von  Creradeu  vorhanden  sind,  deren  Strahlen  in 

Besug  auf  "beide  Flächen  die  nâtnlù^en  conjugirten  JPûïaren  zul-ommm. 
In  demselben  befinden  sich  zwei  ausgezeichnete  G  erade ,  fUrwelehe: 

(3)  27(a:»+A|*)(£,+AÇO  =  0, 

d.  h.  der  (nuidratischeii  (ìleicliung  (8)  entsprechend  ,  deren  beide 
Wurzeln  A,,  A.,  sein  mögen,  giebt  es  zwei  Paare  sich  schneideiuler 
coujugirter  Polaren.  Da  nun  auch  für  A  =  A,  oder  A  =  Aj  die  folgenden 
Gleichungen  bestehen: 

so  sind  dieselben  gleichzeitig  Tangenten  beider  FlScheB.  Dorata  folgt, 
das»  f  und  q>  sich  in  gwei  verschiedenen  Fimkien  berühren  \  die  Ver- 
bindungslinie der  Berührungspunkte,  sowie  die  Verbindungslinie  der 
Centra  der  (leiden  genannten  Bfischel  ist  dann  das  System  der  conju- 
girten Polaren,  welches  den  beiden  Wurxeln  entspricht. 

Man  kann,  unter  Beibehaltung  der  Gleichung  für  /»O,  etwa 
setzen: 

Damit  wird: 

mit  der  Charakteristik: 

(3)  f(ll)(ll)lll. 

Auch  hier  hndet  ciu  besonderer  Fall  statt.    Weuu  uümiich: 

so  werden  die  conjugirten  Polaren,  welche  (f^,     entsprechen,  Direc- 


r 
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trieeii  dner  CongnieiiB  conjogiiier  Polaroomplexe ,  uod  tlie  Charakte- 
ristik ist 

(9)  [(]i)(n)(n]i. 

Weill!  /'  uiul  (p  eine  Erzeugende,  z.  B.  x^=Of  a;^ «=  0  genieiusam 
habeu,  so  ist  etwa  zu  setzen: 

Ira  Allgemeinoii  kann  man  noch  =  0,  a,.,  =  0  voraussetzen.  Die 
Discriminante  T  =  ()  hat  vier  gleiche  Wurzeln  q  ^  a^^a^^  und  zwei 
einfache,  die  Charakteristik  ist 

(")     •  C(3'l)ll]. 

Der  linearen  Reihe,  welche  der  vierfachen  Wnrsel  entspricht,  gehört 
ipeddler  Complex  an  (die  Congruens  der  ooujugirten  Polarcomplexe 
ist  eine  specielle),  dessen  Axe  die  gemeinsame  Erzeugende  ist  Den 
beiden  einfachen  Wurzeln  dagegen  entsprechen  swei  coi^ugirte  Polaren. 
Sie  liegen  in  den  beiden  längs  der  gemeinsamen  Erzeugenden  beiden 
Flachen  gemeinsamen  Tangentialebenen  nnd  zwar  so,  dass  eine  jede 
durch  den  Berührungspunkt  derjenigen  Ebene  geht,  der  sie  nkht  an- 
gehört 

Einen  besonderen  Fall  bildet  die  Annahme  a„  «=  0,  —  0. 
Es  ist  dann  die  yierfache  Wurzel  g        0,4a,,,  die  doppelte  ç^a^a^, 

aber  beide  sind  jetzt  von  der  Art  +  y  so  duss  die  Charakteristik 
wird:  • 

(12)  IG^i)(n;j. 

Die  beiden  conjugirten  Polaren,  von  denen  eben  gesprochen  wurde, 
erscheinen  nun  als  Directricen  einer  linearen  Congruenz.  (ìeouietriscli 
ist  dieser  Fall  ausgezeichnet  (hireli  eine  involtiforisrlie  Faanoiff  der 
'fangcììtcììdtnu  ÌÌ  nm  f  nnd  ff  ilhujs  der  yatieinsamcìt  ErztKfjmdrn  :  Jedeoi 
Punkte  derselben  entspreclien  zwei  Tangentialebenen  in  Bezug  auf 
/"  und  q)f  denselben  ist  dann  «  in  amlt  it  r  Punkt  zugeordnet,  dem  die 
nämlichen  beiden  Ebenen,  alu  r  in  liezug  auf  (f>  und  /"  entsprecheu. 

Ist  dir  (/emriiisanir  Erzi  Hf/cndc  Tanytmte  der  liaumcto  t  r  dritter 
Ordnung,  in  welcher  sich  /  und  cp  schneiden,  so  kann  man  in  (6) 
«,^  =  0.24,  «,4  =  0  setzen.  Dann  sind  l»  gleiche  Wuraelü  V  ~  ^13* 
vorhanden,  mit  der  Charakteristik 

(19)  L(61J], 
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besondere  Fälle  finden  hier  nicht  statt,  da  die  ersten  Unterdeterminanten 
nicht  ohne  wesentliche  Âenderang  der  gegenseitigen  Beiiehuugeu  Ton 
f  und  9  den  Elemeniurtheiler  2  erhalten  können. 

Will  man  den  Fall  awekr  unmäiifh  ìMÌher  ErMeugendm,  wdehe 
badß»  Flächen  gemeinsam  sindf  aus  (6)  ableiten,  so  ware  su  setzen: 

«14  "=  «2a  =  "ii  =  «n  = 

«24  =  «13 

und  die  Charakteristik  wird: 

(21)  [(3Ì1Ì)]. 

Wir  gehen  jetst  su  dem  Falle  Aber,  daas  sich  dlîe  beiden  Flädte»  in 
einem  KegdedtniU  and  moei  Erteug^en  «ftMocfen.  Man  kann  hier 
setsen: 

(T)     9  '  (aii>i     «jP«+  »4  P3  +  ^ A)'  (o,p,  +  asPj  +  o^p^) 

»-2a,ATT  — 0. 

Es  ist  eine  vierfache  Wui/j  I  o  Aa^  und  zwei  eiuiache  ç  =  A*, 
p  =  0|'  vorhanden,  mit  der  Cliarakteristik: 

(13)  [(22)  1 1] . 

Es  existirt  ein  Bfischel  conjugirter  Polaren,  gebildet  aus  den  beiden 

gemeinsamen  Erzeugenden.  Den  einfachen  Wurzeln  entsprechen  die 
Durcbschnittslinie  ihrer  Ebene  mit  der  Ebene  des  Kegelschnittes  und 
die  Verbindungslinie  ilires  Poles  in  Besug  auf  jenen  Kegelschnitt  mit 
dem  Schnittpunkt  der  Erzeugenden. 

Dieser  Fall  ist  ausgezeichnet  durch  eine  lleihe  von  besonderen. 
Zunächst  kann  A  ==  a^  sein.  Die  Erzcngcmkn  schneiden  sich  dann  a«/" 
dem  JKegelschniUe*    Die  Charakteristik  wird: 

(20)  1(33)]. 

Ist  dagegen  jl     —       so  sind  sowohl  die  Doppel-  als  auch  die  vier« 

lache  W  urzel  vom  Charakter  +  ^  ^.  und  die  Charakteristik  wird: 

(14)  [(22)  (ÎT)] . 

Endlich  können  aber  fttr  die  Tierfache  Wturzel  noch  die  zweiten 
Untwdeterminanten  verschwinden,  wodurch  man  zu  den  beiden  Fallen 

(15)  [(2ÌT)  ni , 

(16)  mDinn 

geführt  wird. 

Der  Fall,  wo  f  und  <p  sich  in  Kegelschnitten  schneiden,  ist  schon 
oben  unter  [(  1 1  )  (  1 1  j  II]  behandelt  Jierühren  sieh  diese  Kegeisehnitte  und 
setzt  man  demgemaas  etwa 
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so  sind  zwei  dreifache  Wurzelu  ç  «=s  a',  p  =  -|-  2ac  vorhaadeu  j 
zugleich  ût  die  Charakiemtik  : 

(5)  [(21)  (21)1, 

and  man  erhält  zwei  Büschel  von  Geraden,  welche  in  Besug  auf  f 
und  9  cofajagirfce  Polaren  sind. 

Berührm  skk  f  und  9  iäitgit  tm»  JTis^dkAmf^  so  hat  man  zwei 
drei&cbe  Wnraeln  mit  der  Charakteristik: 

(6)  [(III)  (III)], 

so  dass  zwei  Bfindel  conjugii  ter  Polaren  vorhanden  sind.  In  diesem 
Falle  Terschwindet  die  CSovarianie  J2  für  jede  Gerade  des  Raumes,  so 
dass  der  FlSchenhflsehel  in  der  einfachen  Form  /*-{-  A97  dargestellt 
werden  kann. 

Ein  specieller  Fall  hiervon  ist  wieder,  f  tm<2  9  vuoti  Paare 
wméRieh  naher  ErzvHynuh  n  gemeinsam  htäten.   Man  wird  hier  setaen: 


Pi"  H- Pi"  +  '^PsPt  —  2jp||>^  — 


^IPiPi^O, 

und  erh&lt  die  Charakteristik 

(22)  [^511)] . 

Schneiden  sich  die  Flächen  in  einem  Vierseit  von  Erzeugenden, 
SO  hat  man  eine  vierfache  und  zwei  einfache  Wurzeln,  den  letzteren 
entsprechen  die  Diagonalen  des  genannten  Vierseites,  und  jede  Gerade, 
welche  beide  Diagonalen  trifft,  hat  in  Bezug  auf  beide  Flächen  die 
nämliche  conjugirte  Polare.   Die  Charakteristik  ist: 

(17)  -  [(fîTljUJ. 

Auch  hier  kann  noch  ein  specieller  Kall  .staltfinden,  tier  «ich  auch 
aus  dem  Hclion  oben  behandelten  Falle,  <i(iss  rii  r  Erzeugende  von  f  ein 
Jfolartdraeder  von  9  bilden  y  ableiten  lääüt.    beizt  man  nämlich: 

SO  ergiebt  sich,  wie  schou  in  §  VI.  getuudcu  wurde: 

(10)  ((iï)(rr)ii], 

wahrend  dem  besonderen  Falle  a^a^^  et^a^ 

(18)  [(uTï)  (TT)j 

entspricht,  welches  als  äpecialfail  von  [(l  1 1 1)  11 J  aufzulassen  ist. 
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§  vm. 

Goiljiigirte  Polaren  In  Besog  ani  lineare  Complexe  und  lineare  Gompleze 
in  Verbindung  mit  Fliehen  iweiten  Grades. 

Indem  wir  die  Un^rsnchiuigen  tod  mehr  als  zwei  specielleu  Com- 
plezen  ffir  jetzt  nicht  weiter  verfolgen ,  woQen  wir  nocÄi  darauf  hin- 
weisen, wie  ganz  ähnliche  Betrachtmigen  über  gemeinaame  oonjugirte 
Polaren  anch  in  Besag  auf  lineare  Complexe  und  specielle  Complexe 
zweiten  (brades  angestellt  werden  k5nnen. 

Zwei  lineare  Complexe  a«  0,  6«  »  0  haben  die  nämliche  con* 
jugirte  Polare  der  Oeraden  x  (dea  Complexes  x),  wenn  die  Gleichungen: 

(1)  *i  -  2a.  ^  -  9  ^) 

bestehen.  Mau  erhält  80  wieder  eine  Gleichung  sechsten  Grades  für 
Qf  welche  die  Form; 

(2)  (*-t)'[^^^'»-(H- 1)^-0 

hat.    Der  Wurzel  ç  =  1  entspricht  die  Lösung         0,  5,  =  0,  d.  h. 
die  Congruenz  der  beiden  Complexen  gemeinsamen  Geraden  (allgemeiner 
das  System  der  zu  beiden  in  Involution  liegenden  Complexe)  für  die 
'anderen  beiden  Wurzein  ist  dagegen,  da  aus  (1)  folgt: 

Z(l-^)-.0 

im  Allgemeinen  X  «>•  0;  sie  führen  auf  die  beiden  Directrioen  der  ge- 
nannten Congruenz. 

Ein  besonderer  Fall  ist  hier  (ah)  0,  d.  h.  involntorische  Lage 
der  beiden  Complexe.  Die  Wurzel  ^  «  —  1  ist  dann  ebenfalls  eine 
Doppelwurzel,  für  welche  überdies  alle  ersten  Unterdeterminanten  der 
aus  (1)  zu  bildenden  Determinante  verschwinden.  Es  existirt  also  eine 
lineare  Reihe  conjugirter  Polarcomplexe,  unier  denen  die  beiden  Diiee» 
tricen  wieder  die  l)ekanntc  Stelle  einnehmen.  Der  andere  Ausnahme- 
fall (aby  — *  ii ist  ebenfalls  leieht  zu  deuten. 

Sollen  femer  gemeinsame  oonjugirte  Polaren  eines  linearen  Com- 
plexes 

mit  dem  specielleu  Complexe  zweiten  Grades 

/'=  AVi.jta.x*  «=»0 
aufgesucht  werden,  so  ist  zu  setzen: 

(3)  Ç  (xi—2a;c  "^^  =  2:aiitXk. 
Man  erhält  die  Gleichung  sechsten  Grades: 
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(4) 


0 


ç^'a  +  ç*h  4-  ç^c  +  ç^d  ^-  pe  +  /*, 


Sie  hat  offenbar  zwei  Paare  gleicber  Wurzelu  ztV^f  welche 
noch  alle  ersten  Unterdeterminauten  der  Determinante  von  (3)  verschwin- 
den. Dadurch  wird  es  möglich,  die  Gleichung  (4)  ?öllig  entwickelt  hinza- 
schreiben. 

Setzt  man  nSmlieh: 

bi  0 

80  erhält  man  leicht: 

a-=(aò), 

c  =  -  2(rtò)A, 
und  da  bereits  bekannt  ist,  dass  S  durch  (p' — À)*  theilbar  ist: 

so  dass  die  Gleichnng  (4)  wird: 

(6)  (P»- +  A  +  2p  i^j  -  0. 

Da  ausserdem: 


BO  ist  JiC  *=  0  für  die  beiden  einfachen  Wurzeln  der  Gleichung  (5V 
Ferner  sind  diejenigen  Werthsysterae  der  a^x^,  welqhe  zu  zwei  nicht 
reciproken  Wurzeln  QtQj  gehören,  immer  in  Involution.  I>enn  aus  der 
Gleichung: 

folgt  {a^xf)  =  0,  sobald  nicht       —  A. 

Bs  existiren  daher  zwei  Reihen  linearer  Complexe,  welche  die 
nämlichen  Coujugirten  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen  Complexe 
besitzen.  In  jeder  befinden  sich  zwei  specielle;  ihre  Axen  äiml  Er- 
zeugende Ton  f  und  bilden  ein  Vierseit,  dessen  Diagonalen  den  ein- 
faehen  Wurzdn  entsprechen.  Einen  besonderen  Fall  bildet  die  An- 


(aa]<  — ^>A. 
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Die  Gleichung  (5)  liât  dann  nur  die  Wurzeln  4:  f/A ,  von  denen 
die  eine  vierfach  ist.  Es  sind  dann  zwei  dupprltziihlende  Büschel  von 
Tangenten  der  /  vorhanden,  welch»'  /.u<,fhMrh  (h'iii  linearen  Complexe 
angehören.  Der  Jball  ^  =  U,  |^attj  =  Ü  endlich  iöt  sehr  leicht  zu  er- 
ledigen. 

§  IX. 

Metrische  Probleme. 

Der  Fall,  dase  für  die  Form  9  in  §  II.  i^'  —  0  ist,  ist  daielbet 
nicht  mit  berOclcsicbtigt.  Wir  werden  daher  hier  eine  Diecussion  des» 
selben  geben,  zugleich  aber  auf  eine  besondere  Deutung  hinweisen,  die 
sich  diesem  Falle  in  Bezug  auf  mekis(^e  Anschannugeu  geben  ISsst.  Da- 
bei mag  es  genügen ,  f»»6  an  nehmen. 

Bereits  von  den  Herren  Frahm,  Lindemann,  Ovidio  ist  in 
ausgedehntestem  Masse  von  metrischen  Untersuchungen  in  der  Linien- 
geometne  Gebranch  gemacht  worden.  Es  mag  daher  in  Betreff  des 
Folgenden  namentlich  auf  die  Arbeit  des  fierrn  Lindemann  verwiesen 
werden*).  Um  in  engerem  Anschluss  an  bekannte  geometrische  Vor- 
stellungen bleiben  au  können,  soll  hier  als  FundamentalgtòUde  der 
MastòesHmmuiig  ein  apeddler  Cony^eaß  sweUm  Grades  mit  verschwinden- 
der  Dtkrmina/iUe  zu  Grunde  gelegt  werden. 

Es  sei 

(1)  F-«,«4./|.»-|-y.»e-0 

die  (iieichung  rines  Kttji  Isrinntl  (Kegel)  -Comjih'xrs,  dessen  durch  rc,  ß,  y 
beätiinmte  Ebene  E  als  UHUuiUch  ferne  Ebene  anzusehen  ist.    Dabi  i  i^i: 

Z«,«-0,  -SA»-0.  Ef?^Q,  («/î)-0,  (^y)-Ö,  (ya)-.0. 

Eine  beliebige  (jJerade  (linearer  Complex)  a  schneidet  die  Ebene  E 
iu  einem  Punkte,  dessen  Polare  in  ßeeug  auf  F  die  Coordinateu 

hat;  sie  gehört  dem  Complexe  JP  selbst  an,  wenn 

Sind  die  a  Coordinaten  eines  linearen  Complexes,  so  bedeutet  '  die 
letztere  Gleichung,  dass  das  Büschel  der  Complexgeraden  in  E  sein 
Centrum  auf  dem  K^elschnitt  F  hai 


*)  Linde  mann,  ProjectiviHcbc  Mechanik,  Math.  Annaleo  Bd.  VII,  p.  56. 
Pie  Arbeiten  von  Frahm  and  Ovidio  waren  mir  kider  nicht  sugftogUch. 
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A.  Vow. 


Zwei  gerade  Lin if'ii  ,  h\  all<4;emeiiier  zwei  Comjilexe  a^,  ht  bilden 
ferner  eiu  g«nvisses  Üoppelvcrliiiltiiiss  mit  dem  Kegrls(  hiiitte.  Es  ist 
darunter  das  Doppelverhiiltiiibs  der  beiden  Centra  der  den  beiden  Coni- 
plexen  in  E  angehörigen  Bibjchel  in  Bezug  auf  den  Kegelscbnifl  zu 
verstehen.  Der  Wertii  desselben  ist  das  Verhältnis^  der  beiden  Wurzeln 
Q  der  quadratischen  Gleichung,  welche  entsteht,  wenn  in  der  Glei- 
chung (1)  au  Stelle  von  x,-  -i-  p/>,  gesetzt  wird.  Insbesondere  werden 
also  zwei  Complexe  auf  einander  senkrecht  stehen,  wenn: 

(3)  (a«)  {ba)  +  ißß)  (bß)  +  (ay)  {by)  -  0. 

Die  letztere  Gleichung  aber  kann  man  auch  so  interpreüren,  dass 
C  mit  dem  in  Bezug  auf  .F  su  a  conjugirten  Polaroomplexe  in  In- 
volution liegt  oder  umgekehrt:  Complexe ,  wdche  gu  einem  gegebenen 
tenihredU  steten,  Uegen  gu  dessen  eonjugirtem  Folarcomplexe  in  Inva- 
kditm*). 

Die  conjugirte  Polare  einer  unendlich  fernen  Geraden: 

(4)  =  i  «i  +       H-  vyt 

in  Beaug  auf  den  spedelleii  Complex  «weiten  Grades: 

f-o 

ist  • 

Die  Geraden  ßi  bestimmen  den  Mittelpunkt  der  I<l8che  f  durch  ihren 
gemeinsamen  Schnittpunkt.  Soll  demnach  die  Fläche  sur  Classe  der 
Faràbcìaide  gehören,  so  muss  die  Determinante: 

[da  W  cV^'^^j 

verschwinden,  welche  man  leicht  in  die  Form: 

I  [aa'laß]  [ay] 

\  Iß'^ilßßiißy] 

bringt,  in  welcher,  wie  auch  vorhin  [aß]  «    Eui  ist 

Man  erhält  die  Gleichung  des  Kegelschnittes,  in  welchem  die 
Fläche  /  der  Ebene  E  begegnet,  wenn  man  die  Coordinatcn  y  der 
unendlich  fernen  Geraden  in  /  =  0  einsetzt.  Damit  also  die  P'läche 
eine  Kugel  sei,  uiuss  die  aus  /  resultireude  Gleichung  für  A,  fb,  v  mit 


*j  Vgl.  Lindemann  p.  M. 
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lier  Form  A"'  -{-  a  i/-  =  ü  sich  ideutificîren  lasseu.  Die  unU^rcLlien- 
deii  iiuiiiuguugeu  aiml: 

[«^1^0,  [ßY\=-o,  [y«J-=o, 
[««]  —  [ßß]  «  [yyj . 

In  ähnlicher  Weise  wflrde  man  auch  die  Bedinguugen  für  Ro- 
tationsflächen n.  s.  w.  aufstellen  kdnnen.  £inen  allgemeineran  Weg  dazu 
erhält  man  indessen  durch  Benutzung  der  Discriminante  Y  des  §  II. 

Ist  namlidi  der  Complex  tp  ein  Kegel-  (Kegelschnitt)  GompleZi  so 
verschwindet  A'.  Die  Gleichung  sechsten  Grades  §  V.  (3)  reducirt 
sich  «her  auf: 

(6)  A»  —  qAA*  +  pMj  A  —  pM,  —  0 . 

Den  drei  Wurzeln  .P|         derselben  entsprechend  hat  mau  daun: 

Ans  diesen  Gleichungen  schliesst  man  sofort,  dass  im  iUlgemeinen: 

X'  =  0,    X"  =  ü,    X"'  =  0,   Z'  =  0,    Z"  =  i),    Z"'  =  0. 
(xV')«=0,  {x"s)  =  i),  (/'/')  =  0,  (:c"2")  =  0,  (a;'/")=0,  (*"V)  =  0. 


0, 


D.  h.  es  entsteht  ein  gemeinsames  Polartetraeder  von  /*  und  fp, 
dessen  Kanten  â^,  x'*y  nT^  sind,       d' ,  à**  verlaufen  durch 

die  Spitze  des  Kegels ,  %  x'"  in  der  Polarebene  der  letzteren  in 
Bezug  auf  f. 

Man  kann  nun  der  Gleichung  (6)  eine  andere  Form  geben,  welche 
eine  interessante  Veigleichung  unseres  liniengeometrischen  Polarpro- 
blems  mit  dem  analogen  für  Punkt«  oder  Ebenencoordinaten  gestattet. 

Legt  man  nämlich  an  Stelle  von  9  «  0  geradezu  die  Gleichung  (1) 
^«bO  zu  Grunde,  so  ergiebt  sich  durch  eine  leichte  Umformung  der 

Discriuiiiiautf  T  des  §  II.,  wt-im  iiocii  ^  =  ^  gesetzt  wird,  die  fuigeude 
UelenmiuinUi  drittm  Gratias: 


(8) 


[««]—!»  [«fl  [«y] 

[yß]  [yy] 


Wie  leiclii  zu  übersehen^  ist  damit  die  cubische  Gleichung  gegeben, 
welche  das  Polartetraeder  von  f  liefert,  dessen  drei  vom  Mittelpunkte 
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von  /"  aiislaiifemie  Kanten  Hatqitaxt  n  der  Flikhc  sind.  Und  raau  kauii 
au  die  Gleichung  (H)  uatürlicli  alle  diejenigen  Betrachtungen  über  die 
gegenseitige  Lage  des  Complexes  F  und  der  Flache  f  anknüpfen,  die 
im  Problem  der  Hauptaxentransfonnatioii  einer  Flache  sweiten  Grades 
bei  der  analogen  cubischeu  Gleichung  anftreien;  womit  eine  Behandlung 
der  Theorie  der  FlSchen  sweîteo  Grades  angedèutet  ist,  welche  glaeh- 
zeitig  die  drei  geometrischen  Anschannngsweisen  der  Pkmkt-,  Ëbenen- 
und  Liniengeometrie  in  sich  begreifl. 

Darmstadt,  im  Januar  1876. 
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üeber  die  Vieltbeiligkeit  der  ebenen  algebraischen  Ourveu. 

Von  Axel  üaknauk  iu  Leipzig. 


Die  Frage,  aus  wie  vielen  von  einander  verscliiedtMien  reellen  Zügen 
eine  Curve  n'"^  Ordnung  mit  oder  oline  8ingularitäten  höthsteus  zu- 
sammengesetzt sein  kann,  ist,  wie  e.s  scheint,  bisher  nicht  autgeworten 
worden-,  jeilenfalls  lindet  sich,  soweit  mir  die  hierher  gehörige  Litteratur 
bekannt  ist,  eine  Beantwortung  derselben  nur  fUr  einzelne  F^le.  Bei 
der  Classification  der  Curven  nach  ihrem  Qaiehlechte  trat  zunächst  die 
Eigenschaft  gleieb  su  Tage,  dass  alle  Chrvm  vom  (TesesUedbl.*  /«»O  (von 
Cayley  Unicursalcnrfen  benannt),  falls  sie  überhaupt  reell  sind,  nur 
einen  Zng  besitzen,  wobei  die  Singularitäten  (vielfache  Punkte,  bezOg- 
lieh  vielfache  Tangenten),  auch  wenn  sie  isoHrt  vorkommen,  nicht  aln 
ZQge  gezählt  werden.  Diese  Eigenschaft  Hess  sich  aus  der  rationalen 
und  eindeutigen  Darstellung  der  Curve  vemittelat  eines  Parameters 
ohne  Weiteres  erschliessen*).  Die  Untennohung  der  Curven  dritter 
Ordnung  hatte  schon  firflhersu  dem  Resultate  gefOhrt,  dass  hier  nicht 
mehr  als  zwei  getrennte  ZOge  auftreten,  ein  Satz,  der  sich  vermöge 
der  eindeutigen  Beziehung,  welche  zwischen  Curven  gleichen  Ge- 
schlechtes beäteht,  oder,  was  in  diesem  Falle  das  nilmliclie  besagt, 
vermöge  der  Darstellbarkeit  aller  dieser  Curven  durch  elliptische  Func- 
tionen leicht  dahin  erweitern  lässt,  dass  alle  ('iirvcti  vom  Ge&cMecht: 
p  s  1  höchstens  zwei  von  einander  verschiedene  Züge  besitzen.  Auch 
ist  bekannt,  dass  die  allgeroeino  Curve  vierter  Ordnung  vom  Geschleift: 
|)  SS  3  aus  fyier  gesonderten  Theilen  zusammengesetzt  sein  kann. 

Es  ist  nun  der  Zweck  dieser  Note,  nachzuweisen,  dass  ein  gleich 
einfaches  (Jesetz  fflr  Curven  beliebigen  Cieschlechtes  gilt,  drnujcmâss 
eine  Cui-ve  vom  GesckkcM  p  nie  nieiir  als  p  -\-  \  ycirenut  verlaufende 


*}  Dass  dicae  nitionale  und  eindeutige  Darstellung  dHS  CiurvenelemeDtes  x 
durch  einen  Parameter  l  zugleich  zu  einer  wechselseitig  eindeutigen  gemacht 
werden  kann,  "o  duäs  die  Werthe  von  x  durch  eine  continuulicht*  Aufeinander- 
folge aller  Werihe  von  l  im  Âllgemeinen  eindeutig  erhalten,  werden,  ist  neuer- 
dingi  von  Lflroth  naehgewieten  worden.  Math.  Aan.  Bd.  IX,  p.  16S. 
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Züge  rvfhäU,  Südann  aber  zu  zeigen,  dass  (uult  ir i ridirli  ^  für  jede  Gr- 
schlcclätizüld  Curvm  mit p-\-\  Züycii  existiren.  Die  Methode,  welclio 
bei  dieser  Darstellung  zur  Auwenduug  kouuneu  wird,  gründet  sicli, 
entsprechend  der  Definition  der  CurTe  durch  eine  algebraische  Glei- 
ckuQg  mit  reellen  Co6fifideAten,<an8MUie88Kch  auf  das  Be  son  fache 
Theorem  und  auf  die  nach  den  Unterrachungen  von  Staudt  und 
Möbius  geläufige  Unterscheidung  der  algebraischen  OurrenzOge  in 
paanre  und  tmpoare. 

Unter  einem  voUständigm  Zuge  wird  im  Folgenden  die  Gesammt- 
heit  aller  der  Theile  su  verstehen  sein,  deren  Durchlaufen  nothwendig 
ist,  um  von  einem  Punkte  des  Zuges  nach  Ueberschreitong  anderer 
Punkte^  und  awar  eines  jeden  im  Allgemeinen  nur  eiomali  zu  dem 
Ausgangspunkte  zurückzukebreui  mag  dann  auch  dieser  Zug  im  End- 
lichen in  verschiedene  Äestc  zerrissen  erscheinen*,  wie  z.  R.  l>ei  der 
Hyperbel.  Dabei  muss  ferner  betont  werden,  dass  die  Aeiiderung 
der  Tangentenricbiuug  eine  continuirUche  sein  soll.  Zufolge  dieser 
Bemerkung  sind  zwei  Curvenziige,  auch  wenn  sie  sich  schneiden,  noch 
immer  als  zwei  gesonderte  zu  betrachten. 

EndHeh  soll  hier  gleich  gesa<^d  werden,  dass  die  uaclistehenden 
Untersuch uu;4en ,  /imächst  für  Ordnuiigsourvcn  ausgesprochen,  einen 
vollstäiulijjj  tlualeii  (  liarakier  tragen,  so  dass  sie  j^iMig  hleiben ,  auch 
wenn  die  Curve  als  ihneh  die  Bewegung  eiuer  (Jeradeu  erzeugt  ge- 
dacht wild.  Denn  hierbei  lassen  sich  die  Curveiizüge  in  gleicher 
Reihe  in  padre  und  unpfiarc  trennen,  je  nachdem  die  Anzaiil  der  von 
einem  Punkte  der  Ebene  au  den  Zug  ausgeheudeu  Tangenten  gerade 
oder  ungerade  ist.  Die  in  diesem  Sinne  unpaareu  Züge  sind  durch 
eiue  ungerade  Âuzahl  ron  Rückkehrpunkten  cbarakterisirt  ;  und  zwar 
muss  diese  ungerade  Zahl,  falls  keine  Doppel taugenten  oder  Wende- 
tangenten am  Zuge  auftreten  sollen,  auch  hier  mindestens  gleich  drei 
sein.  Das  Auftreten  dieter  beiden  Singularitäten  aber,  Ton  denen  jede 
als  zwei  Rflckkehipnukte  absorbirend  betrachtet  werden  muss,  ändern 
den  Charakter  eines  paaren  oder  unpatfreu  Clapsenauges  ebensowenig, 
wie  der  des  paaren  oder  unpaaren  Orduungszuges  durch  das  Entstehen 
von  Doppel-  oder  Rfickkehrpunkten  gestört  wird. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  gehe  ich  zu  dem  Beweise 
des  oben  aufgestellten  Satzes  selbst  Uber.  Derselbe  verlangt  den  Nach- 
weis :  erstli(^  der  Unmöglichkeit  von  p  +  ^  mehr  ZOgen,  fodatm 
der  EiListenz  von  p-^  i  Zügen. 

I. 

Betrachtet  man  zunächst  eine  Curve  n*"  Ordnung,  ohne  irgend 
welchen  vielfachen  Punkt,  deren  (ìeschleeht  p  mithin  gleich  \(n — 1). 
(»1 — 2)  ist,  so  gilt  der  äaiz,  dass  diese  Curve,  fails  n  eiue  gerade  Zahl 
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ist,  gar  keiiieu,  lulls  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  nur  einen  uupaarcu 
^Zug  besitzt.  Denn  da  sich  zwei  impaare  Züge  mindestens  iu  einem 
Piuilde  aehiimden,  so  wflrdeo,  falls  die  Onnre  f***'  Ordnaog  mehrere 
solcher  ZQge  enthielt,  Doppelpunkte  auftreten ,  was  für  die  allgemeine 
Curve  eben  ausgeschlossen  ist. 

Wir  nehmen  nun  au,  die  Curve  »**''  Ordnung  bestände  aus 
p-^-l^^in — 1)  (» — 2} -|- 1  paaren  ZOgen  (dieselben  sollen  der 
KOrze  halber  im  Folgenden  auch  als  „Ovale"  bezeichnet  werden)»  zu 
denen,  falls  n  ungerade  ist,  noch  ein  oupaarer,  falls  n  gerade  ist, 
noch  ein  paarer  Zug  tritt.  .  Jeder  paare  Zug  hat  bekanntlich  die  Eigen» 
Schaft  von  jedem  anderen  algebraischen  Zuge  immer  nur  in  einei'  ge- 
mafe»  Anzahl  v(*n  Punktr  n,  dio  auch  gleich  Null  sein  kann,  geschnitten 
zu  werden.  Diese  Eigenschaft  wird  uns  nützlich,  indem  wir  eine  Curve 
n  —  2'"  Ordnung  construiren,  welche  jedes  der  p-\-  l  Ovale  in  einem 
auf  demselben  willkUhrlich  angenommenen  Punkte  schneidet.  Durch 
Festsetzung  eines  Schnittpunktes  wird  dann  jedesmal  eiu  gweUer  Mif  dem 
Ovale  niitbediugt  sein. 

Eine  aligemeine  (\irve  w  -  2^"'  Ordnung  ist  aber  erst  durch 
^(«  —  2)  (v -\- 1)  Punkte  hestiuiuit,  so  dass,  wenn  auf  den  i?  -j-  l  Ovalen 
je  ein  Schnittpunkt  gegeben  wird,  noch 

i(n-2)(n+ 1)  =         l)(n-)2)  —  1  =  n  -  3 

Punkte  gewählt  werden  können,  durch  welche  diese  Curve  ebenfalls 
hindurch  gehen  soll.  Verlegt  man  dieselben  sämmtlich  auf  den  noch 
fibrigen  Zug  der  Curve  n^'"  Ordnung  und  bestimmt  die  Anzahl  der 
Punkte,  in  denen  die  so  construirte  Curve  die  gegebene  schneidet,  ^o 
ergiebt  sich,  dass  diese  Zahl  mindestens  gleich  n{ii  2)  -|-  2  werden 
würde,  was  der  Annahme  einer  irreducibelen  Curve  n'""  Ordnung  wider- 
streitet. 

Denn  die  ;)  -|"  '  Ovale,  von  tlenen  jedes  in  zwei  Punkten  gesehnitten 
werden  müsste,  liefern  zusaniinei)  («  —  \  2)  f-  2  Punkte.    Der  ge- 

sondert betrachtete  /n<^'  erfordert,  falls  er  gerade  ist,  ebeiis(j  eine  ge- 
rade Anzahl  von  8elinilt]>unkten,  so  dass  aus  der  Annahme  der  v  -  3 
Punkte  noch  ein  weiterer  hervori^eht  ;  ist  er  dagegen  ungerade,  so  wird 
er  von  der  ((justruirten  ('ur\(',  deren  Ordnungszahl  n  —  2  dann  eben- 
falls ungerade  ist,  in  einer  ungeraden  Anzahl  von  Ptmkten  getrotlen, 
so  dass  auch  hier  die  n  —  o  gegebeneu  »Schnittpunkte  mindestens  noch 
einen  weiteren  erfordern.  In  beiden  F&Uen  ergiebt  sich  also  die  als 
unmöglich  erkannte  Zahl: 

(n-  1)  {n  -  2j  +  2  -f  (n-:i)  +  1  =  n(«-2)  -f  2  . 

Es  ist  somit  bewiesen,  dass  bei  einer  allgenieincui  Curve  Ord- 
nung die  Zahl  der  voUstäudigeu  Zuge  jeUeutails  nicht  grösser  als  ^  -f-  I 
sein  kann. 


Digitged  by  Google 


192  Ax.  Habrack. 

Dieser  Satz  behält  aber  auch  für  Curven,  welche  mit  Singularitäten 
behaftet  siud,  seine  Giltigkeit.   Bei  dem  NachweiBe  hiervon  werde  ich^ 
mich  indessen  y  um  niebt  weitläufi|3f  sein  zu  müssen,  zunächst  nur  auf 
die  einfachen  Singularitäten  (Doppelpunkte  und  Bfickkehrpunkte)  be- 
sdhränken. 

Da  bei  diesen  Betrachtungen  das  Auftreten  mehrer  unpaaren  Züge, 
durch  deren  Schnittpunkte  Doppelpunkte  entstehen,  m  b^cksbhiigen 
ist,  so  muss  die  Untersuchung  hier  so  gefOhrt  werden,  dass  man  die 
Ansahl  dieser  unpaaren  Zflge  als  bekannt  ▼oraussetst  JBs  sei  demnach 
eine  Curve  n***  Ordnung  gegeben,  von  welcher  angenommen  wird,  dass 
sie  V  unpaare  Zfige  besitzen  soll.  Dieselben  schneiden  sich  in  mindestens 
\v(v — 1)  Punkten,  welche  mithin  Doppelpunkte  fQr  die  betrachtete 
Curve  sind.  Ausserdem  m5ge  dieselbe  noch  d  Doppdpnnkte  oder 
ROckkehrpunkte  enthalten,  über  deren  Realität  und  Lage  gar  keine 
Annahmen  getroffen  werden,  von  denen  also  auch  ein  Theil  dadurch  su 
Stande  kommen  kann,  dass  sieh  je  zwei  der  v  unpaaren  Züge  in  mehr 
als         Punkte  schneiden.  Das  Geschlecht  der  Curve  wird  also: 

|,  =  ^(«~l)(n-2)  -  ^v(r-l)  -rf, 

1111(1  OS  ist  tl«»r  Nachweis  zu  crbriiigen,  dass  sol«  Ii  «'ino  Curve  jedenfalls 
nicht  uiehr  als  p  -\-  1  Züge,  also  im  vorliegeudeii  Falle  nicht  mehr 
als  ])  -\-  \  —  V  Ovale  besitzen  kann. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  erleidet  einige  ModiHc-ationeii ,  je  nach- 
dem die  Zahl  w  und  deingeniäss  auch  v  (jcrddi  (ub'r  inigeradi  ist.  Es 
Süll  zunächst  der  nsir  dieser  beiden  Fälle  näher  betrachtet  werden: 

Angenommen  die  Curve  habe  noch  p  —  v  -\-  2  Ovale,  so  construire 
man  wiederum  eine  allgemeine  Curve  n  —  2"''  Oi  timnig,  web  he  jedes 
dieser  Ovale  in  einem  vorgeschriebenen  Punkte  schneidet  und  ausserdem 
durch  die  ^v{v — !)-}-(/  Doj)pelpunkte  einfach  hindurchgeht  (durch 
diese  letzteren  sind  möglicherweise  audi  imaginäre  BestimmungssLücke 
für  die  Curve  gegeben).    Bei  dieser  Forderung  bleibeu  noch 

2)  (n+ 1)  —  ^(w-  1)  in~-2)  -|-»  —  2-.ii-f-v  —  4 

BestimmangsstQcke  zur  Construction  der  Curve  willkahrlich.  Man  kann 
mithin  verlangen ,  dass  diese  noch  durch  n-^-  v  —  4  voigeschriebene 
Punkte  (was  eine  gerade  Anzahl  ist),  gelegen  auf  irgend  einem  der 
vorausgesetzten  Ovale  hindurchgeht.  Berechnet  man  nun,  in  wie  viel 
Punkten  sich  die  beiden  Curven  und  n  —  2"*'  Ordnung  schneiden, 
so  ist  zu  berflcksichtigen,  dass  jeder  der  »  —  v  Punkte,  welche 
auf  den  Ovalen  angenommen  wurden,  noch  einen  zweiten  Schnittpunkt 
bedingt,  seihet  wenn  reelle  Doppelpunkte  auf  den  Ovalen  in  der  Form 
von  Schleifen  oder  Spitzen  aufbeten,  oder  wenn  insbesondere  Doppel- 
punkte dadurch  zu  Stande  kommen,  dass  sich  die  Ovale  unter  einander 
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oder  mit  den  unpaaren  Zügen  schneiden;  denn  das  Auftreten  dieser 
letsteren  Art  von  Doppelpankten  kann  auf  jedem  Ovale  immer  nnr 
paarweise  erfolgen.  Elienso  irifit  die  sa  constmirende  Curve  jeden  der 
unpaaren  ZOge  der  Voranssetaung  nach  in  v  —  1  Punkten,  und  da 
diese  Zahl  ungerade  ist,  während  die  su  conatmirende  Curve  eine  ge- 
rade Ordnungssabl  besitat,  so  muse  auf  jedem  Zuge  noch  mindestens 
ein  weiterer  Schnittpunkt  gelegen  sein,  auch  wenn  noch  andere  als 
diese  v  —  t  Doppelpunkte  auf  einem  unpaaren  Zuge  vorhanden  sind. 
Die  Summe  aller  Schnittpunkte  wird  demnach  mindestens  gleich: 

2(p-  v-f-21  -f-  2  J  -f  l)^-v-fn-|-v  —  4«  n(n— 2)  2 

sein  müssen,  was  der  Voraussetzung  widerstreitet. 

Ist  aber  n  und  also  auch  v  eine  ungerade  Zahl,  so  wird  mau  durch 
eine  gauz  analoge  Betrachtung  auf  dieselbe  unmögliche  Zahl  von  Schnitt- 
punkten geführt,  nur  dass  jetzt  die  Annahme  von  v  -  1  Funkten,  iu 
denen  die  Curve  ii  —  2'*'"  Ordnung  einen  unpaaren  'Äu^  st  hiit  itlen  soll, 
desshalb  noch  immer  einen  weiteren  Schnittpunkt  nacli  sit  Ii  zieht,  weil 
ein  unpaarer  Curvenzug  von  einer  algebraischen  Curvt.'  mit  ungerader 
Ordnungszahl  in  eiqer  ungeraden  Zahl  von  Punkten  getroü'en  wird'''). 

U. 

Um  die  Existene  von  Curven  mit  der  Maximalzahl  reeller  Züge 

nachzuweisen,  steige  man  von  den  bekannten  Curven  niederer  Ord- 
nung zu  denen  höherer  Ordnung  auf,  indem  man  zu  einer  allgemeinen 
Curve  n'*""^  Ordnujjg,  welche  die  ihr  zukommende  Maximalzahl  wirklich 
besitzt,  eine  gerade  Linie  hinzunimmt  und  nun  den  Verlauf  dieser  bei-  • 
den  Curven  gleichzeitig  ins  Auge  fasst.  Es  wird  sich  zeigen,  dass 
man  auf  diese  Weise  eine  Curve  n  1'"  Ordnung  dt^r  gesuchten  Art 
construireu  kann,  wenn  man  die  Curventheile,  welche  an  die  gemein- 
samen Schnittpunkte  herantreten ,  nach  bekannten  Principien  durch 
ähnlich  verlaufende  ersetzt.  Werden  alle  singulären  Punkte  dabei  auf- 
gelost, indem  die  Curve  w"""^  Ordnung  selbst  ohne  Singularitäten  vor- 
ausgesetzt wird,  so  gelaugt  mau  durch  diese  Betrachtung  auch  nur  zu 
der  allgemeinen  Curve  n -\-  V*'  Ordnung  und  kann  also  noch  nicht  den 
Sats  aussprechen,  dass  es  zu  jeder  Gtesehlechtsiahl  p  Curven  mit  p-\-\ 
reellen  Zügen  giebi   Der  Vollständigkeit  halber  wird  man  daher  die 


*)  Für  die  Anwendung  dieser  BetrachtungfiwetHe  auf  Curven  mit  hOhpren 
Singularitäten  soll  hier  nur  die  Regel  angeführt  werden:  Die  Curve  ti  -2'""  Ord- 
nung ist  so  2u  beâttmmeo,  daas  sie  in  einem  A;- fachen  Punkt  der  Curve  n^'  Ord- 
nung, wekher  dai  Gsiebleoht  derselben  am  1)  Einheiten  erniedrigt,  eben 
ft— 1- fachen  Ponkt  evhUt.  Denelbe  ist  demnach  ala  Sohnit^onkt  der  beiden  in 
Bstradit  getogenea  Cnrven  jfc(ft~l)-nial  su  rechnen. 
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n — 2  Geschlechtszahleu,  welche  zwischen  —  1)  (n — 2)  und  ^n(n  —  1) 
liegeu,  nachträglich  zu  berücksichtigen  haben. 

Nimmt  mau  zunächst  eine  Curve  zweiter  Ordnung  und  zwar  der 
Einfachheit  halber  eine  Ellipse  an  (ac^==ü),  und  schneidet  dieselbe 
durch  eine  gerade  Linie  («««»O)  in  twei  reellen  Pnnkten,  so  kann  das 
Gebilde,  welches  dnrch  dieee  beiden  Gurren  entsteht,  auf  swei  w- 
sehiedene  Weisen  beschrieben  werden:  entweder  man  doichlftuft  das- 
selbe in  einem  eontmnirlichen  Zage,  wobei  nur  jeder  der  beiden  Schnitt- 
punkte sweimal  flberschritten  wird,  oder  man  setst  es  aus  zwei  Zügen 
susammen,  welche  nur  in  den  beiden  Schnittpunkten  aneinanderstossen. 

FIff.  T. 

Dem  Durchlaufen  der  ersten  Art  entspricht  eine  einiheüige,  dem 
der  zweiten  eine  gweitheilige  Curve  dritter  Ordnung.  Um  die  Glei* 
chung  solch  einer  zweitheiligen  Currei  auf  die  es  hier  ankommt,  zu 
erhalten,  verfahre  man  folgendermassen:  Es  seien  q^^^=0,  g^**=0,  q^^^=0 
die  Gleichungen  dreier  Geraden,  von  denen  keine  die  innerhalb  der 
Ellipse  liegende  endliche  Strecke  von  Vx  in  reellen  Punkten  schneidet*); 
alsdann  ist,  wenn  A  einen  willkOhrlicheu  Parameter  bezeichnet,  durch 
die  Form: 

^  m  Bfischél  Ton  Curven  dritter  Ordnung  dazgestellC  Giebi  man  der 
GrOsse  l  einen  unendlich  kleinen  Werth,  so  muss  die  Cur?e  sich  in 
unmittelbarer  Nachbarschaft  des  Kegelschnittes  und  der  Geraden  er- 
strecken; ihre  sechs  Schnit^unkte  mit  jenem,  so  wie  ihre  drei  Schnitt- 
punkte mit  dieser  sind  dnrch  die  Wahl  der  Linien  q  festgelegt.  Da 
nun  die  Cnnre  die  Linie  v«  an  keiner  innerhalb  des  Kegelschnittes  ge* 
legenen  Stelle  schneidet,  so  yerlSuft  sie  in  der  Weise,  dass  ihr  einer 
Zug  längs  der  einen  KegelschnitthSlfie  und  den  ausserhalb  des  Kegel- 
schnittes befindlichen  geradlinigen  Strecken  liegt,  während  der  andere 
Zug  längs  der  anderen  Ilülfte  auch  in  der  Nähe  der  innen  liegenden 
geradlinigen  Strecke  sich  befindet.  Man  hat  also  eine  zweitheiligc 
Cwrrc  vom  Geschlecht:  p  =  1  const n(irt\  der  eine  Zug  derselben  wird 
wm  der  Geraden     in  drei  reellen  l\mkten  jfesthmtten. 


*)  Man  kann  ebensowohl  die  Featietcang  treffen,  dass  ewei  der  Linien  q  die 

begrenzte  Strecke  von  durchkreuzen,  da{,'egpn  führt  die  Annalinic,  dass  eirif 
oder  alle  drei  l<inieu  so  gelegeii  sind,  zu  einem  Hüschel  von  Cur\'en  3""  Ordnung^ 
welches  iu  der  Nachbarschaft  von  a^'  v^^mQ  nur  einüttiliye  C'urveu  enthält. 
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Von  der  lo  erhaltenen  tweithefligen  Canre  3^  Ordnung  gebe  man 
non  SU  der  gesuchten  OnrTe  4^  Ordnung  dnrefa  em  ffleuAes  Verfiüiien 
weiter.  Da  nftmlieh  sofolge  der  Aber  die  Linien  q  getroffenen  Annahme 
die  Gerade  den  einen  nnpaaien  Zug  in  drei  reellen  Ponkten  achneidet, 
80  entatehen  aoa  dem  nnpaaren  Zöge  und  dieter  Geraden  gleidiaam 
drei'  Ofale,  von  denen  swei  im  endlichen  geecbloesen  ftind,  das  dritte 
dagegen  darch  die  unendlich  ferne  Gerade  getheilt  encheint.  Diese 
drei  Ovale  atosaen  in  den  drei  Schnittpunkten  zuaanunen,  ein  viertes, 
dorcli  den  paaren  Zug  der  Cnrven  dritter  Ordnung  gegeben,  liegt  ab- 
geaondert 

Fig.  il. 


Indem  man  nun  vier  Linien:  7^  •••9^'  auawählt,  welche  nicht 
durch  die  beiden  endlichen  Strecken  auf  Vx  hindurchgehen ,  liefert  die 
Gleichung: 

bei  unendlich  kleinen  Wertheu  von  A  eine  vierUkdUge  Curve  vierter 
Ordnung,  sobald  man  die  noch  mögliche  Bestimmung  trifft,  dass  diese 
(Jurve  durch  einen  Punkt  gehen  soll,  welcher  sich  innorhalb  eines  der 
beiden  im  endlichen  gelegenen  Ovale,  die  aus  dem  unpaaren  Gurren- 
suge  entstanden  sind,  beiindet.  Zugleich  tvird  wiederum  der  eine  Zug 
dieser  Curve  4"'  Ordnung  von  der  Gnaden  Vg  in  vier  reellen  Punkten 
nämUch  in  den  DurchschnittsputtiUen  dieser  Linie  mü  den  Geraden: 
jJJ*  •  •  •  g^**  geschnitfm. 

Die  allgemeine  Curve  ö**  OrUnuag,  vom  Geschlecht  |ï  «=  6,  mit 
Hében  Theilen  entsteht  nno  aus  der  viertheiligen  Curve  vierter  Ord- 
nung, da  wiederum  die  Linie  v^  so  liegt,  dass  sie  den  einen  Zug  der- 
selben in  vier  reellen  Punkten  trifft.  Denn  dieses  Gebilde  lasst  sich 
nach  denselben  Priucipien,  die  oltcii  aufgewandt  wurden,  in  drei  Ovale 
und  einen  unpaaren  Zug  zertlieileii.  Die  Linie  scÌMeidd  diesen 
leUsterm  Zwj  in  fünf  neWn  Punkten. 

Es  ist  leicht  einzusclien,  dass  man  auf  diese  Weise  weiter  vor- 
gehen kann.  Man  gelangt  dabei  immer  von  einer  Curve  «'"^  Orilnuug 
mit  ^(m— l)(n  —  2)  -[-  1  Zügen,  von  denen  mindestens  ein  Zug  durch 

13» 
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eine  Gerade  Vjc  in  n  reellen  Puukten  getroffen  wird,  zu  einer  Curve 
n  -f-  1'"  Ordnung  mit  ^  fn  — 1)  (n  — 2)  -f  «  =  ^  n(n  —  l)  -|-  1  reellen 
Zügen,  womit  der  verhingte  Nachweia  erbracht  ist. 

Es  kommt  liei  diesem  Fortganjjfe  nur  auf  zwei  Diu^^e  an:  erstliili 
muss  unter  den  7)  -f-  1  Zügen  der  Curve  w'"  Ordnung  mindestens  einer 
existiren,  welcher  von  einer  Geraden  r^.  in  w  reellen  Punkten  getroffen 
wird^  sodann  müssen  die  n -|-  1  Linien  r/^"  so  gewählt  werden,  dass 
keine  die  Gerade  t',  innerhalb  der  n  —  1  endlichen  Strecken  schneidet, 
welche  durch  die  Durchschnittspunkte  der  Curve  n^**  Ordnung  gebildet 
werden.  Sind  diese  Bestimmungen  getroffen,  so  hat  man  die  noch 
immer  erfflUbare  Forderung  zu  stellen,  dass  die  zn  construirende  Curve 
w  +  1***  Ordnung  durch  einen  Punkt  geht^  welcher  innerhalb  eines  der 
II  '  1  im  endlichen  geschlossenen  Bftume,  welche  zur  Bildung  ?on 
ebeusoTÌelen  Ovalen  Anlass  gebeui  in  hinreichender  NShe  der  nrsprfing^ 
tichen  Curve  gelegen  ist*). 

Um  die  AUgemeingiltigkeit  des  Satzes,  dass  es  m  jeder  Geschlechts- 
zahl p  Curven  mit  p  + 1  Zfigen  giebt,  einzusehen,  mfissen  auch  Curven, 
welche  mit  Singularitäten  behaftet  sind,  in  den  Kreis  der  Betrachtung 
gezogen  werden.  Es  fragt  sich  nfimlìch,  ob  man  bei  einer  allgemeinen 
Curve  n  -|-  1**^  Ordnung  mit  p-\-  Ì  Zflgen  successive  soviele  reelle 
oder  imaginire  Doppelpunkte  entstehen  lassen  kann,  dass  das  Geschlecht 
derselben  um  eine,  zwei  •  •  •  bis  mindestens  n-—2  Einheiten  rerringert 
wird,  wodurch  dann  alle  zwischen  ihrem  anfänglichen  Geschlechte  und 
dem  Geschlechte  einer  allgemeinen  Curve  n^'  Ordnung  li^enden  Zahlen 
erhalten  werden.  Geht  bei  diesem  Fortgange  Jedesmal  «tir  ein  Zug  ver- 
loren, so  ist  der  behauptete  Satz  bewiesen. 

Entsprechend  dem  Principe,  welches  bisher  angewandt  wurde,  soll 
nuUi  um  dieses  zu  erweisen,  ein  Weg  gezeigt  werden,  auf  den  man 
von  einer  Curve  n'"^  Ordnung  mit  n  —  3  (oder  weniger)  Doppelpunkten 
ZU  einer  Curve  n  -f-  1'*"'  Ordnung  mit  n  —  2  (oder  weniger)  Doppel- 
punkten wirklich  gelangen  kann,  so  dass  nicht  mehr  als  die  erforder- 
liche Zahl  von  Zügen  verschwindet,  das  heisst:  noch  immer  p  -\-  Ì 
vorhanden  bleiben. 

Setzt  man  die  Existenz  einer  Curve  n^"  Ordiinng  («*=0)  voraus, 
welche  ■  2  Doppelpunkte  und  p  -|-  1  ^üg^'  l»csit/t,  rleren  einer  von 
einer  geraden  Linie  (rj.  =  <0  in  n  reellrn,  vom  einandtT  verschiedenen 
Punkten  getroffen  wird,  —  Annahmen,  weiche  bekauntlich  für  Curven 

*)  Innerhalb  des  BOwdieh!  a;  •    + 1  •  «Jf ^  ff'^'^^^o  gewfthrt  bei 

dieser  fiestiiDroongswdae  der  Linien  ^  die  serfUiene  Curve  a*  •  fi,  »  0»  je  nach- 
dem 9t  gerade  oder  ungerade  ìhI,  den  Uebergang  von  Curven  mit  ^n(il  — 
sttJCarven  mit  1)  — (n— 3}  oder  mit  j^»(M— 1)  — («  — ä)  Zflgen. 
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niederer  Qrdnang  z.  B.  für  »  »  3  oder  4  erfilllbar  nnd  —  so  länt 
tich  jedenfallt  eioe  sweite  Curre  n*^  Ordnung  (a"=*0)  constraiien, 
welche  die  nämlichen  Punkte  wie  die  erste  zu  Doi)pel{)unkten  besitst 
nnd  ausserdem  die  Gerade  Vm  inn  ? orgeschriebenen  Punkten  schneidet 
Man  wfihle  nnn  diese  n  Punkte,  durch  welche  a]|->iO  hindurchgehen 
soll,  derart,  dass  einer  Ton  ihnen  mit  einem  der  gemeinsamen  Schnitt- 
punkte Ton  Va  und  a*  susammeufallt,  und  zwar  mit  einem  der  beiden, 
in  welchen  die  auf  v»  abgetheilten  endlichen  Strecken  mit  der  durch  das 
unendliche  gehenden  /.usitminenstoesen.  Die  übrigen  n  —  1  Punkte 
nehme  man  auf  dieser  letztgenannten  Strecke  selber  au.  Fflgt  man 
nun  noch  eine  Gerade  (ir.r=0)  hinzu,  welche  durch  denselben  Schnitt- 
punkt von  Vg  und  ,  durch  welchen  auch  a||  gel^  wurde,  hindurch- 
geht, so  wird  die  Gleichung: 

für  bclioV»ipe  Wertlic  von  X  im  Allf;emeineu  eine  Curve  n  -f  Ord- 
nung mit  II  ~  "2  Düppel  punk  ten  darstellen.  Denji  die  Doppfljiuiikte 
der  Curve  "  Ordnung  und  der  eine  Schnittpunkt  von  r.r  und  iCj.  sind 
singuliire  Punkte  lür  alle  Curven  dieses  Büschels.  Bei  unendlich 
kleinen  Werthen  von  ?.  vorläuft  die  Curve  unendlich  benachbart  zu  dem 
Gebilde  •  und  besitzt  die  dem  Geschlecht  entsprechende  Maximal- 
zahl, weil  auch  hier  die  wesentliche  Forderung  befriedigt  ist,  dass  ausser 
dem  einen  Ovale,  welches  sich  an  den  durch  das  unendliche  gehenden 
Zug  als  Schleife  ansetzt,  jedes  andere  zu  einem  selbstständigen  Zuge 
sich  gestaltet.  Ës  folgt  dieses  wiederum  aus  der  Annahme,  dass  weder 
die-  Corre  a"  noch  die  Linie  durch  eine  der  endlichen  Strecken 
von  t',  hindurchgeht.  Bei  der  Curve  n  -j-  1'"  Ordnung  treten  somit 
n  —  2  Züge  mehr  als  hei  der  Curve  Ordnung  auf,  wodurch  der 
behauptete  Satz  bewiesen  ist.  Zugleich  erkennt  man,  dass  eine  zu 
benachbarte  gerade  Linie  den  einen  Gurveuzug  in  n  1  reellen,  von 
einander  verschiedenen  Punkten  schneidet,  so  dass  man  von  der  so  ' 
gewonnenen  Curve  n  -f- Ordnung  auf  die  nämliche  Weise  zu  einer 
Curve  n  +  2*«  Ordnung  mit  n  —  I  (oder  weniger)  Doppelpunkten 
Obergehen  kann. 

Mit  diesen  Betrachtungen,  welche  sich  noch  auf  mannigfache  Weise 
indem  lassen,  ist  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft  algebraischer  Curven 
voUstSndig  bewiesen: 

Es  gicbt  zu  jeder  OescMechtsMohl  p  Ourven  mit  der  MaximaUM 
von  p  +  Ì  ZHçen* 

Solche  Curven  der  Untersucliuu}^  der  algebraischen  Integrale  und 
der  durch  Umkehr  derselben  entstandenen  Functionen  zu  Grunde  zu 
legen,  scheint  von  erheblichem  Yortheile  zu  sein,  da  sich  bei  ihnen 
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ftmctloneHe  Besiehungen,  Tolbtindiger  als  bei  den  Corren  mit  weniger 
Zügen,  in  reeller  Weise  Teruischanliclien  lassen.  So  gewinnen,  um 
hier  noch  dieses  eine  sn  erwBhnen,  die  2p  Perioden  eines  anf  die  Corre 
besOglichen  Überall  endlichen  Integrales  die  geometrische  Bedeutong; 
dass  p  derselben  durch  den  Uebergang  Ton  einem  reellen  Zuge  zu  den 
p  anderen  entstehen,  während  die  p  fibrigen  Perioden  durch  das  Um- 
laufen dieser  p  reellen  Zflge  zu  Stande  kommen.  Die  Periode,  welche 
sich  auf  den  einen  erstgenannten  Zug  bezieht^  muss  bœeiis  als  lineare 
Combination  der  anderen  betrachtet  werden.  Eine  genauere  Darlegung 
dieser  Verhältnisse  setzt  indess  eine  nähere  Untersuchung  darüber  vor- 
aus, auf  welche  Weise  sich  bei  einer  Curve  n^*'  Ordnung  die  adjun- 
girten  Carven  n  —'3'"^  Ordnung  legen  lassen,  und  welcher  Art  das 
System  der  2p  -\-  2(n  — 2)  Tuugeuten  ist,  welche  von  einem  Punkte 
der  Curve        Ordnung  ausgehen. 

Auch  müssen  die  vorstehenden  Betrachtungen  noch  nach  der 
Richtung  hin  erweitert  werden,  dass  bestimmte  Gruppirun^en  und  Lagen- 
beziehungen verschiedener  Curvenzüge  hinsichtlich  des  Eintiusses  unter- 
sucht werden,  welchen  sie  auf  die  Erniedrigung  der  Anzahl  überhaupt 
vorhandener  reeller  Züge  ausüben.  Da  sich  hieraus  der  Einfluss  viel- 
facher Punkte  erschliessen  laK.sen  wird,  so  werden  diese  Untersuchungen 
unter  anderem  dazu  führen,  auch  für  Curveu  im  Räume  die  Frage  nach 
der  Vieltheiligkeit  zu  lösen. 

Leipzig,  im  Januar  1876. 
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aJgebraisdien  Corvè*). 

•    Von  Fbux  Kleim  in  MUnehen. 


In  seiner  Untersuchung  der  Curven  vierter  Ordnung  (diese  An- 
nalen  VII.,  p.  410,  Comptes  Rendus,  Juli  1878)  hat  Zeuthen  eine 
Reihe  schöner  Sätze  hewiesen,  die  sieb  auf  die  Reulitäisverhältnisse 
der  28  D()})peltaogenten  dieser  Curven,  wie  ihrer  24  Wendetangenten 
beziehen.    Wir  greifen  unter  ihnen  folgende  heraus: 

1)  Zeuthen  unterscheidet  beiden  reellen  Doppeltaugenten  solche 
fon  der  ersten  und  solche  von  der  zweiten  Art.  Die  letzteren  berühren 
je  zwei  verschiedene  Zfige  der  Curve,  während  die  ersteren  entweder 
denselben  Zug  zweimal  berühren  oder  überhaupt  keinen  Zug,  d.  h. 
isolirte  Doppeltaiigenten  sind.  Die  Zahl  der  DoppeltangefUen  erster 
Art  ist  nun  immer  gleicii  Vier,  so  lange  die  Curve  keinen  vielfachen 
J^wikt  besitzt. 

2)  Andererseits  bemerkt  Zeuthen,  dass,  bei  den  Curven  vierter 
Ordnung  ohne  Doppelpunkt,  jede  Doppeltangente  erster  Art,  welche 
reelle  Berührungspunkte  hat,  eine  „Einbuchtung'^  des  von  iiir  berührten 
Curvenzuges  abschliesst,  d.  h.  einen  Theil  der  Curve,  welcher  zwei 
Wendungen  enthält.  Und  auch  umgekehrt,  so  oft  bei  einer  Curve 
vierter  Ordnung  (die  keinen  vielfachen  Punkt  besitzt)  eine  reelle 
Wendung  auftritt,  wird  sie  mit  einer  zweiten  \\  endung  zusammen  einer 
Einbnchtung  angehören  xwd  so  zu  einer  Doppeltangente  erster  Art 
mit  reellen  Berührungspunkten  Aulass  geben.  Es  ist  also  die  dopiielie 
Zcihl  derjenigm  Doppdtangenten  erster  /Irt^  tvckhe  rceüe  BerührungS' 
putikte  Juihen,  gleich  der  Zahl  der  reelleti  Wendungen.  (Insbesondere 
folgt  hieraus  als  Maximaliahl  der  reellen  Wendungen  bei  Cur?en  vierter 
Ordnung  AdU,  wie  Salmon  vemiuihet  batte.  [Higher  Plane  Curvee, 
2.  Aufl.,  n.  248]). 

*;  Vergi.  Jilrlaager  lynchte.  Dec.  1876. 
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Indem  man  diese  beiden  Sätze  combinirt,  kaiiu  man  sagen: 
Bei  einer  Curve  vierter  Ordnung  ohne  vielfaehen  Punkt  ist  die  ZaiU 
der  reelie»  Wettdungen,  vermehrt  um  die  dojppeite  Zahl  der  iaoUrlen 
DoppeUangenten,  gleich  Acht. 

Ë8  ist  uün  sehr  merkwQrd^,  dass  der  80  ausgespruc-hene  Satz 
einer  unmittelbaren  Verallgemeinerung  auf  Curvon  n^"  Ordnutig  fähig 
ist;  7A1  deren  Ableitung  eben  die  einfachen  Methoden  ausreichen,  deren 
sich  Zeuthen  in  seiliem  Aufsatze  bedient.  Bei  bei  einer  Curve  n"''^ 
Ordnung  ohne  vielfachen  Punkt  w'  die  Zahl  der  reellen  Wendungen, 
t"  die  Zahl  der  Ì8olirteu  Doppeltangenien. 

Ikum  hat  man  das  Theorem: 

ier-|-2r«n(«-2).  • 

Auch  ist  die  Modification,  welche  dieser  Satz  beim  Auftreten  singu- 
lärar  Punkte  erheischt,  übersichtlich  anzugeben.  £s  soll  die  Curve, 
wie  im  Folgenden  der  Einfaebheit  wegen  durchgehends  angenommen 
wird,  nur  mit  einfachen  PlOcker'schen  Singniaritilten  behaftet  sein, 
und  es  bezeichne  h  ihre  Classe,  r'  die  Zahl  ihrer  redien  Spitzen,  d"  die 
Zahl  ihrer  reellen,  ieolirten  Doppelpunkte. 

Dmm  hesMU  die  Rdtâion: 

n  +     -i-  21"  =    4-  r'  4-  2d  " . 

Diese  Formel  kommt  auf  die  vorige  surück,  sobald  man  der  Gnnre 
keine  anderen  vielfachen  Punkte,  als  isolirte  reelle  Doppelpunkte  bei'' 
legt.  Denn  dann  ist  r'  =  0,  k  —  n(n —  1)  —  2d".  Andererseits  um- 
fasst  unsere  Formel  z.  B.  die  bekannten  Bealitötsverhältnisse  der  Wende- 
punkte  bei  den  Curven  dritter  Ordnung,  sofern  für  71  —  'A  Doj»j»el- 
tangenteii  noch  nicht  auftreten  können  und  also  t"  «  0  zu  setzen  ist 

Wir  beweisen  zunächst  die  Formel: 

in  ihrer  Gültigkeit  für  Curveii  ohne  vielfachen  Punkt.  Wir  zeigen  vor 
Allem,  dass,  bei  diesen  Curven,  w'  -f-  2t'  einen  constali tcMi  Zahlenwerth 
be8it/.en  muss;  hinterher  bestimmen  wir  den  ]ei/,kren  au  einem  Bei- 
spiele. Die  Curvengleichungen  sind  dabei  immer  mit  reeüeti  Coefticieuteu 
gedacht,  wie  im  Gegensatze  zu  einer  späteren  Betrachtung,  bei  der 
aoadrflckKch  das  Gegentheil  vorausgesetzt  wird,  bemerkt  sei. 

Es  mögen  also  ç>  0,  0  zwei  Curven  Ordnung  ohne 
singuläre  Punkte  vorstellen:  es  sollen  die  Werthe,  welche  bez.  bei 
ihnen  die  Zahl  1^  -f*  annimmt,  veigUehen  werden.  Zu  dem  Zwecke 
denke  man  sich  durch  allmähliche  reeHe  Aenderung  der  Goustanten 
9  in  ^  fibergefBhrt.  Dies  kann  noch  in  sehr  mannigfacher  Weise  ge- 
schehen! and  man  kann  .es  daher  immer  venneiden,  dass  dabei  Curven 
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fibenchritten  werden ,  deren  Coefficienten  gleichMeUiff  swei  vorgegebenen 
algebraisehen  fiedioguugen  genügen.  Ourven  dagegen,  deren  Coeffici- 
enten eine  einaelne,  beliebig  gegebene  algebraische  Bedingung  erftülen, 
werden,  allgemein  zu  reden,  beim  Uebergange  eine  endliche  Anuhl 
▼on  Malen  aoftieten;  —  im  besonderen  Falle  kann  diese  Anzahl  Noll 
sein.  Curren  s.  B.,  die  nnr  einen  Doppelpunkt  besitzen  (der  dann 
selbstversifindlich  veeü  ist),  mOssen  in  Betracht  gezogen  werden;  Aber- 
flttsäig  ist  es,  in  der  Curvenreibe  Our?en  mit  Spitze,  oder  mit  zwei 
Doppelpunkten  oder  mit  einer  vierfachen  Tangente'*)  etc.  Yoraa8zus(  t/,en. 

Eine  Aenderung  der  Zahl  {w'-{-2r)  kann  bei  einem  solchen  I'eber- 
gange  nach  algebraischen  Priocipieu  nur  in  folgenden  Fällen  möglicher- 
weise eintreten: 

1)  wenn  zwei  Wendungen, 

2)  wenn  zwei  Doppeltangenten  coincidiren, 

3)  wenn  eine  isolirte  r)oppeltan<?ente  /"  aufhört,  als  solche  zu 

zählen  (res|)  umgekehrt,  wenn  einu  nicht  isolirt^  Doppel- 
tangente isolirt  wird). 

niese  Mögliehkeitt  ii  kiuinen  aber  leicht  noch  weiter  eingebe hriinkt 
werden;  andererseits  erweisen  sie  .sich  zum  l'heil  von  einander  abhängig. 

Wir  werden  den  Fall ,  da.ss  die  Uebergangseurve  einen  vielfachen 
Punkt  hat  (der  dann  nach  dem  Obigen  nur  als  reeller  Dojipelpunkt 
vorausgesetzt  zu  werden  braycht),  erst  sogleich  discutiren  ;  indem  wir  ihn 
ausschliesseu,  bleiben  nur  noch  folgende  Fälle  ev.  zu  berücksichtigen: 

ad  1)  der  Faüf  dass  zwei  reeüe  Wendungeti  eines  Curvenguges 
eonseeuHv  werden.  Dann  ist  die  betr.  Tangeute  eine  rierpunktige.  Sie 
ist  als  solche  eine  Doppeltangentc ,  welche  den  Uebergang  bildet 
zwisehen  einer  Doppeltaugente  mit  reellen  BerOhrungspunkten  und 
einer  isoUrten  Doppeltaugente.  Es  tritt  dann  also  gleichseitig  die 
unter  3)  Torgeaehene  Möglichkeit  ein;  in  dieser  GleichgeiH^ieU  Uegl 
weiierhin  der  Kern  des  ffamen  Beweises. 

ad  2)  Von  den  Fällen,  in  welchen  zwei  oder  mehr  Doppeltangenten 
coincidiren,  sind  offenbar  nur  diejenigen  zu  berQcksichtigen,  in  denen 
eine  isolirte  Doppeltangente  betheiligft  ist.  Aber  unter  ihnen  werden 
schliesslich  nur  solche  möglicherweise  von  £influss  sein  können,  bei 
denen  jnoei  isolirte  Doppeltaugenien  coincidiren.  Freilich  kann  sich 
eine  isolirte  Doppeltangente  mit  zwei  eonjugirt  imaginären  zu  râler 
reellen  dreifachen  Tangente  vereinigen  (die  letztere  besitzt  dann  nur 
einen  reellen  Berührungspunkt).  Ueberschreitet  mau  aber  eine  solche 
Curve,  80  wird  aus  der  dreifachen  Tangente  nur  wieder  eine  isolirte 


*)  Vierfach  heiwt  itu  Folgenden  eine  Tangeiit«,  welche  au  vier  Stellen 
berührt;  eine  Taitgeote,  die  vier  oosMCutive  Pankt«  enihftlt,  pti  „vieipnaktig'* 
genannt. 
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Tangente  litrvurgehen,  imlciu  sich  von  Neuem  zwei  imaginäre  Doppel- 
tangenten ablösen.  Denn  die  isolirte  Doppeltangente  bat  sich  mit 
ihr  nicht  gUichwerthigm  Doppeltaugeukn  vereinigl^  und  das  kann  auf 
die  Zahl  f  keinen  Einflnss  baben. 

Sonach  l)leibt  nur  das  Zu^amnwnfalkii  zwi  icr  isolirter  DoppdUm- 
gentm  ad  2)  unterauchen]  wir  werden  weiterhin  zeigen,  dass  ein 
solches  Zusammenfallen  gwei  Bedingungen  aquiviJent  ist;  und  also  über- 
haupt nicbt  in  Betracbt  kommt. 

ad  3)  Der  einzige  Uebergaug,  der  zwischen  isolirten  und  nicht 
isolirten  Doppeltangenten  besteht,  wird  durch  die  vierpuukte  Tangente 
gebildet.  Sonach  leitet  3)  zu  der  unter  1)  aufgeführten  Möglichkeit 
xorilek. 

Erörtern  ^vir  jetzt,  vurab  den  Einfluss,  den  das  Auftreten  eines 
reellen  Doppelpunktes  auf  w  und  t"  besitzt.  Dieser  Doppelpunkt  kann 
isolirt  oder  nicht  isolirt  sein.  In  jedem  Falle  absorbirt  er  nach  den 
Plficker'sehen  Formeln  6  Wendungen.  Auch  macht  Plficker  schon 
darauf  aufmerksam*),  dass  beim  isolirten  Doppelpunkte  diese  sechs 
Wendungen  sämmtlich  imaginär  sind»  während  beim  nicht  isolirten  Dop- 
pelpunkte zwei  und  nur  zwei  reell  sind.  Die  Zahl  wird  daher  im  letzteren 
Falle  und  nur  in  diesem  um  zwei  Einheiten  yeimindert.  Aber  diese  zwei 
Wendungen  uf  erscheinen  von  Neuem  wieder,  wenn  man  die  Curre  mit 
Doppelpunkt  flberschrettet.  Denn  der  Dopp^punkt  absorbirt  eben  immer 
zwei  reelle  Wendungen,  von  welcher  Seite  man  ihn  auch  entstehen  lassen 
mag.  Besshaib  erleidet  also  die  Zahl  w'  ifceMe  Aenderwug,  wem  man 
eine  Owne  miHt  Ikpfei/pwikt  ubereàir^Mt. 

Dasselbe  eigiebt  sich  für  f.  Hat  eine  Gurre  einen  Doppelpunkt, 
so  fallen  eine  Anzahl  Doppeltangenten  je  paarweise  in  die  Tangenten 
zusammen,  die  man  vom  Doppelpunkte  an  die  Curre  legen  kann.  Von 
den  BerOhrungspunkten  der  .Doppeltangeute  rflckt  dabei  der  eine  in 
den  Doppelpunkt  hinein,  während  der  andere  abgetrennt  liegt,  da 
immer  angenommen  worden  kann,  dass  keiner  der  im  Doppelpunkte 
sich  kreuzenden  Curvenaste  im  Doppelpunkte  eine  Wendung  besitzt. 
Desshalb  kann  keine  reelle  Doppeltangente  mit  imaginären  Berührungs- 
punkten betheiligt  sein.  Also  auch  die  Zahl  f"  bleibt  ungeändert,  wenn 
eine  Curve  mit  DoppelpuniU  übereciiritten  wird. 

Hiernach  ist  das  Auftreten  vielfi^her  Punkte  fftr  den  hier  gestellten 
Zweck  nicht  weiter  zu  untersuchen.  Erörtern  wir  jetzt  den  Fall  ad  1). 


*)  Vergi.  Theorie  der  cUgtòraisdien  Curven  n.  64.  Auf  da»  voa  Plücker 
gebranclite  Beweispriodp  koaunen  wir  noch  im  Teste  so  qirechen.  Einen  Beweis 
anr  ans  Betmchtang  der  Logeuverhältniüsß  giebt  Tür  C,  Möbius:  Ueber  die  Grund- 
fàmtn  der  Linien  dritter  Ordnung,  Abhancü  der  Sftohi.  Akad.  1849, 


Digitized  by  Google 


Ueber  SiogolariC&ten. 


203 


Zw^  rirllc  Weitduiujen  icnden  comrcutir ,  tniin  hat  vim  virrpunktige 
Tanijenie.  Bei  Ueberscbreitung  einer  solchen  Curve  wird  gleichzeitig 
w  um  zwei  Einheiten,  t"  um  eine  Einheit  geändert.  Die  geometrische 
Anschauung  '-^eigt,  dass  eine  isolirt*'  Doppeltangente  aus  der  vier- 
puuktigeu  entsteht,  wenn  die  beiden  Wendungen  w  iniagiuiir  werden; 
t"  tcäciist  daher  um  eine  Einheit,  wenn  w'  um  zwei  Einheiten  abnimmt^ 
reap,  umgekehrt  und  daher  bleild  w'  2f  beim  Ueberschreiien  der 
här,  Curtfe  eonskmt. 

Es  bleibt  jetzt  nur  nodi  zu  /eigen,  dass  das  Zusuuunenfalleu  zweier 
isolirter  Doppeltangenten  zwei  Bedingungen  äquivalent  ist. 

Untersuchen  wir  zu  dem  Zwecke,  wie  überhaupt  bei  einer  Curve, 
dio  keine  vielfachen  Punkte  besitzt,  ein  Zusammen t'alkn  von  Doppel- 
taugent^jn  eintreten  kann,  und  welche  von  den  bez.  MOglichkeitei»  durch 
nur  eine  Bedingung  zwischen  den  Coefficienten  dargestellt  werden. 
Man  findet)  dass  eine  Doppeltangente  nur  dann  mehrfach  zählt,  wenn 
sie  entweder  mehr  als  zwei  Berührungspunkte  hat  und  also  vielfache 
Tangente  ist^  oder  wenn  aie  sum  Mindeaten  in  einem  ihrer  BerOhrungs- 
punkte  einen  höheren  Contact  besitst.  Durch  eine  Bedingung  sind 
charakterisirt  der  Fall  der  dreifiachen  Tangente  und  der  Fall,  dasa  die 
Doppeltangente  in  einem  ihrer  Berührungspunkte  osculirt  und  also  zu* 
gleich  Wendetangente  ist.  Der  Beweis  dieser  Behauptung,  die  sich 
auf  allgùnein  algebraische  Verhaltnisse  und  nicht  insbesondere  auf  Be- 
dingungen der  Bealitü  besieht,  soll  hier  nicht  ausgefilhrt  werden;  er 
wird  mit  bekannten  Mitteln  geleistet. 

Aber  keiner  der  beiden  durch  nur  eine  Bedingung  dargestellten 
Falle  kann  durch  das  Zusammenfallen  sweier  iaoUHer  Doppeltangenten 
herbeigeAlhrt  werden.  Denn  jede  derselben  hat  ein  Paar  conjugirt 
imaginSrer  BerQhrungspunkte,  und  indem  dieselben  auf  eine  gerade 
Linie  rficken,  können  nicht  drei  gteidtwerthige  oder  noei  un^etehwerfkiffe 
Berflhrungspunkte  entstehen.  Man  wfirde  entweder  eine  vierfache  (nach 
.wie  vor  isolirte)  Tangente  erhalten,  oder  eine  solche,  die  an  zwei 
coigugirt  imaginären  .Stellen  osculirt. 

Die  ZM  w*^2f  ist  aHeo  ßr  aUe  CWmH  ahne  vielfadte  FnMt 
dieedbet  wie  behauptet  wurde. 

Um  sie  jetzt  an  emem  Beispiele  abzuzählen,  nehme  man  Torab 
'  eine  Gurre  der  m**"  Ordnung,  die  in  lauter  niedere  Gurven  zerfallen 
ist  und  bei  der  man  daher  dié  Lage  der  Singularitäten  und  die 
Realität  derselben  deutlich  flbersieht.  Sodann  löae  num  die  dabei 
vorhandenen  vielfachen  Punkte  in  bekannter  Weise  auf,  und  man  er- 
hält eine  Curve  ohne  solche  Punkte,  bei  der  sich  ein  Abzählen  von 
und  t"  ohne  Weiteres  ermöglicht.  Der  Einiluss,  den  ein  reeller 
Doppelpunkt  auf  die  Zahl  w  ausübt,  wurde  oben  für  den  allgemeinen 
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Fall  angegebeu;  er  wird  ein  anderer*),  wenn  einer  der  Aeste  des 
Doppelpunktes  im  Doppelpunkte  eine  Wendung  betitst  Um  derartige 
Untermiehuugen  nicht  noch  au  ben5thigen,  wählen  wir  die  zerfallene 
Cn  80,  dasa  unter  ihren  Bestandtheilen  aich  keine  gerade  Linie  be- 
findet 

Sei  auachst  m  eine  gerade  Zahl,  n  =  2^1.  Daun  zeichne  man  etwa  fi 
congruente  ooncentrische  Ellipsen,  deren  Hauptaien  unter  reap,  gleichen 

Winkeln  (     gegen  einander  geneigt  aind.   Jede  EUipee  achneidet  die 

andere  in  vier  reellen  Punkten,  so  dass  im  (ìair/en  A  =  ÎL^i^?L 

reelle,  nithf  isolirte  Doppelpunkte  bei  der  vorhantleu  sind,  und 
sonst  oü'enbar  überhaupt  keine  Doppelpunkte.  Auch  die  Lage  dor 
^  n(»i  — 2)  (n^  — 9)  [ei^rontlichen  oder  uneigentlichenj  Doppeltangenten 
dieser  t\  ist  ersichtlich,    bie  sind  reprasentirt:  - 

1)  Durch  die  \  n  (n  —  2)  reellen  Tangenten,  welche  irgend  zwei  der 
fi  Ellipsen  ^'emein.sani  berühren. 

2)  Diircli  (Ho  — 2)(w  1)  'langenteu,  welche  man  von  den 
Durchschnittspunkten  zweier  Elli|)sen  an  eine  dritte  ziehen  kann.  Diese 
Tanf^enfen  sind  theils  reell,  thcils  jiaarweise  conju<,nrt  imaginär.  Keine 
von  ihnen  hat  zusammeutallcude  lier  Uli  rungspuukte.  Sie  zählen  als  Dup- 
peltangenteu  doppelt. 

3)  Durch  die  als  Do]»peltangeuten  vierlach  zählenden 

L  n(n     2){n'-2  n~2) 
Verbindungslinien  der  genannten  Durchschnittspunkte  unter  einander. 
8ie  sind  alle  reell;  als  ihre  Berührungspunkte  sind  bez.  die  beiden 
Durchschnittspnnktc  aufzulassen,  welche  sie  verbinden. 

(j'eht  man  von  der  so  beschriebenen  C„  zu  einer  benachbarten 
Curve  ohne  vielfachen  Punkt  über,  so  liefert,  nach  dem  wiederholt  be- 
nutzten 5:?atze,  jeder  d»'r  ^n{ti  —  2)  Doppelpunkte  zwei  reelle  Wen- 
dungen j  Ulan  bekommt  also: 

w'  =  n  (n  —  2) , 

da  vor  Auflösung  der  Doppelpunkte  überhaupt  keine  recUeu  Wendungen 

vorhanden  waren. 

Ferner  ej;giebt  sich: 

Denn  man  kann  einzeln  verloigen,  was  aus  den  Doppeltaugeuten  der 
zerfalleneu  Curve  wird.  Die  Doppeltangenten  1)  bleiben  reell  mit 
reellen  Berührungspunkten.  Von  den  Doppeltangenten  2)  spaltet  sich 
jede,  je  nach  der  Auflösungsart  des  Knotenpunktes,  in  zwei  reelle  und 


•)  Vcrf.'!  Zcuthf-n:  Almindolif»(' Kgewltaber  ved  Syttemer  af  plooe  Kurver, 
AbhauUi.  der  Däiüscheu  Akadeiuie  1873. 
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dann  nicht  isolirte  Doppeltaiigenten  oder  in  zwei  conjujçîrt  imaginäre. 
Ebenso  übersieht  man,  dass  jede  der  Doppeltangenten  3)  vier  reelle 
und  nicht  isolirte  oder  vier  paarweise  imaginäre  Doppeltangenten 
ergiebt.  Ks  entsteht  also  bei  der  Âuflosung  der  Dop]>elpunkte  keine 
isolirte  reelle  Doppeltangente  j  Tor  der  Auflösung  war  keine  vorbanden, 
und  also  hat  man  im  Beiapiele  (9t^0(mod2)): 

w'  -f  2t  '  =  n  (w  — 2). 

Zugleich  ist  ficzcifft,  dass^  für  ein  gerades  n,  Curven  mit  der  Maximai' 
gahl  reeUer  Wendumgen,  n(n—2),  wirkUeh  exisHrm, 

FQr  ungerades  n  ergiebt  sieb  ein  geeignetes  Bebpiel  folgender- 
massen.  Sei  »  »  2^»  4~  3*  ^  zeichne  man  n  Ellipsen,  wie  im  Torigeu 
Falle,  und  ergänze  dieselben  za  einer  C«  durch  eine  CiuTe  dritter  Ord- 
Dung,  welche  jede  der  Ellipsen  in  sechs  reellen  Punkten  schneidet. 
Dies  ist  möglich,  wenn  man  z.  B.  der  Cturre  dritter  Ordnung  folgende 
Gestalt  giebt: 


ir 


J9 


mo  AB  einen  Abstand  bedeutet,  der  grösser  ist  als  die  grosse  Axe 
der  henntzten  Ellipsen,  CD  einen  Abstand,  der  kleiner  ist  als  die  kleine 
Axe  der  Ellipsen.  Diese  Curve  lege  man  in  der  Art,  dass  M  in  den 
gemeinsamen  Mittelpunkt  der  Ellipsen  f&lH;  so  wird  sie  jede  der 
Ellipsen  in  sechs  reellen  Punkten  treffen. 

Mau  mache  nun  ganz  ähnliche  Abzäblungen,  wie  so  eben.  Es  ist 
bei  ihnen  nur  darauf  zu  achten,  dass  die  bereits  au  sich  drei 
Wendungen  enth&lt.  Ânch  sei  als  Moment  beim  Beweise  hervorgehoben, 
dass  keine  der  12  Tangenten,  welche  die  Q  mit  der  einzelnen  Ellipse 
gemein  hat  (nnd  die  theils  reell,  thefls  imsginar  sein  werden),  eine 
isolhrte  Doppeltangente  der  C,  liefern  kann;  denn  isolirte  reelle  Tan- 
genten giebt  es  bei  der  reellen  C,,  oder  gar  der  reellen  Ellipse  nicht. 
Auf  diese  Weise  findet  man: 

Auch  hei  ungeradem  n  ist 

w      2t"=^  n  (n-2), 

und  Curven  mit  der  Maximaltahl  reeUer  Wendungen,  n  («—  2),  exittiren. 

Andererseits  ist  evident»  dass,  bei  ungeradem  ft,  eine  Minimalzahl 
für  die  reellen  Wendungen  existirt.  Oenu  jede  solche  C«  (ohne  viel- 
fachen Punkt)  hat  bekanntennassen  einen  unpaaren  Zug,  der  als  solcher 
mindestens  drei  Wendungen  besitzt.  — 
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Die  allgemeinere  Formel: 

«  -f  w'  -f  2  r  —  t  -f  r  +   d  " 

ergiebt  rich  aus  der  jetst  bewiesenen  folgendennanen. 

Man  denke  rieli  die  Üonre  mit  vielfachen  Punkten  aus  einer  be- 
nachbarten ohne  vielfachen  Punkt  entstanden. 

Dann  hat  man  für  letztere: 

uud  es  sind  nun  tlie  Moditii  atiuneii  zu  uiitersuclieii,  welche  die  viel- 
fachen Punkte  au  den  Zahlen  m/,  /"  anbringen.  In  dieser  Hinsicht 
stelle  ich  iulgende  Sätze  voran,  vou  denen  die  beideu  ersten  zum  Theil 
schou  benutzt  wurden: 

1)  Jeder  reelle,  nicht  isolirte  Doppelpunkt,  sowie  jeder  reelle  Rfick- 
kehrpunkt,  absorbirt  zwei  reelle  Wendungen  w\ 

2)  Der  isolirte  reelle  Doppelpunkt  hat  auf  die  Zahl  uf  keinen 
Einfluas. 

3)  Die  reelle  Verbindungsgerade  sweiercoiy'ugirt  imaginärer  Doppel- 
punkte absorbirt  gwei,  und  die  reelle  Verbindungsgerade  zweier  oonja^ 
girt  imaginärer  Rttckkehrpunkte  absorbirt  drei  reelle  isolirte  Doppel- 
tangenten r. 

4)  Andere  Reductionen  in  den  Zahlen     und  f  finden  nicht  Statt. 

Die  Sätze  1)  2)  werden  von  Plficker  gegeben.  £r  beweist  sie 
ittr  Oirven  dritter  Ordnung  und  erschliesst  daraus  ohne  Weiteres  ihre 
allgemeine  Gflltigkeit.  Es  heisst  das,  algebraisch  zu  reden,  dass  man 
die  bei  der  beliebigen  Curve  in  der  singulüren  Stelle  stattfindende 

Reihenentwickelung  bei  einem  bestimmten  Gliede  abbricht.  In  dem- 
selben Sinne  wird  man  ähnliche  Sätze  beweisen ,  indem  man  sich  an 
dem  Beispiele  einer  Curve  von  hinlänglich  hoher  Ordnung  von  ihrer 
Bichtigkeit  überzeugt. 

Für  den  Satz  3)  geben  geeignet  gewälilte  Curven  vierter  Ordnung 
brauchbare  Beispiele;  z.  B.  die  vieluntersuchten  C^,  welche  die  Kreis-' 
punkte  zu  Doppelpunkten  haben,  uud  die  Cartesischen  Oval^  bei  denen 
die  Erriq»nnkte  Spitzen  sind.  Bei  ihnen  findet  mau  nur  noch  nm, 
bez.  eilte  Doppeltangente  erster  Art  (im  Sinne  Zeuthen's),  uud  daher 
sind  zwei,  bez.  drei  dieser  Doppeltangenten,  die  jedenfalls  it^olirfr  Dop- 
peltangenten waren,  durch  die  vielfachen  Punkte,  resp.  deren  Ver- 
bindungslinie, absorbirt. 

Die  allgemeine  Formel  ergiebt  sich  jetzt  sehr  einfach.    Es  sei  för 
eine  gegebene  CCirve  der  »''"  Ordnung  und  der  /.'  "  Classe: 
d'    die  Zahl  der  reellen,  nicht  isolirteu, 
d"  die  Zahl  der  reellen,  isolirten, 
d"  4lie  Zahl  der  imaginären  Doppelpunkte. 
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Sei  ferner: 

r  die  Zahl  der  reelleD, 

r  '  die  Zahl  der  imaginären  Spitzen. 

Daun  hat  man  nach  den  vorausgeschickten  Sätzen: 

w  -f-  2r'  =  «  (w  -  2)  -  2a'  -  2r'  —  2</"'  -  3r". 

Aber  andereneita  ist  nach  den  Plüeker 'sehen  Formeln: 
Jfe  •  «  (« - 1)  -  2  —  3  (Z+r"). 

Also  folgt: 

In  dem  Umstände,  dass  diese  Formel  sich  selbst  dualistisch  ist, 
wird  man  eine  Contrôle  der  in  ihr  auftretenden  Zalilencoefficienten 
erblicken. 

Es  ma^  hier  zuvörderst  eine  Anwendung  dieser  Fomel  angeschlossen 
werden.  P]s  sei  eine  complexe  Curve  von  der  Ordnung  n,  der  Classe 
k  gegeben,  d.  h.  eine  Curve,  deren  Gleichung  complexe  Coefficienten 
besitzt.  Dieselbe  wird  eine  Anzahl  reeller  isolirter  Punkte  (d)  und 
reeller  ieoHrter  Tangenten  (t)  enthalten,  welche  aber,  allgemein  an 
reden,  nicht  weiter  mit  besonderen  SingularitSten  behaftet  sind,  sondern 
einfache  Elemente  der  Cnrre  vorstellen.  Zwisdtm  diesm  beiden  ZMm 
finde»  wir  eine  BekiHon.  Man  ?ereinige  nSmlich  die  Gunre  mit  der 
ihr  complex  conjogirten.  So  hat  man  eine  Curve  von  der  Ordnung 
2n,  Ton  der  Classe  2  h,  welche  ausser  ê  isoUrten  Doppelpunkten  und 
%  isolirten  Doppdtangenteii  Oberhaupt  keine  reellen  Elemente  enthilt 
Sie  enthftlt  keinerlei  höhere  Singuhuritäten;  daher  ist  unsere  Formel  an- 
wendbar. Man  findet  also: 

Bei  einem  complexen  Kegelschnitte  z.  13.  können  0,  2,  4  Punkte  reell 
sein;  dann  sind  auch  0,  2,  4  Tangenten  reell*).  Eine  complexe  Curve 
dritter  Ordnung  sei  in  Linien -(Koordinaten  durch 

(p  -\-  iijf  ^  0 

dargestellt;  dann  haben  die  Curven  sechster  Classe 

sicher  vier  und  höchstens  zwölf  reelle,  gemeinsame  Tangenten  etc. 


*)  Ei  etgiebt  aicb:  Sind  2  und  nur  2  Punkte  reell,  so  liegen  UicHelben  inner- 
halb denelben  von  den  beiden  dann  vorbandenen  reellen  Tangenten  gebildeten 
Winkelnuunes.  Nimmt  man  S  reelle  Punkte  in  anderer  Lage  gegen  %  reelle  Tan* 
genten  an,  so  werdeu  gleich  4  Punkte  utui  4  Tangenten  reell;  die  4  Punkte  he- 
gen bei.  innerhalb  der  4  von  dm  4  Tangenten  gebildeten  Dreiecke. 
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Sodann  sei  noch  einer  ViralUjcmviiicrunf]  gedacht,  welche  mau 
unserer  Formel  zu  Theil  werden  lassen  kann  und  die  sich  da,rauf  be- 
zieht, dass  mau  statt  der  geraden  Linien  der  Ëbeue  ein  reelles  Netz 
Yon  Ourren  lieHebiger  Ordnung: 

betrachtet  Man  kann  dieaea  Netz  in  bekannter  Weise  dazu  benutzen, 
um  eine  beliebig  gegebeiie  Curve 

f-O 

eindeutig  zu  transfonuiren;  den  ïSchnittpunktsysU  iuen  von  /  mit  den 
Curven  des  Netzes  entsprechen  dann  die  Schnittpuuktsy steme  der  trans- 
formirten  Curve  mit  den  Geraden  der  Ebene.  Den  bekannten  Erörte- 
rungen Aber  diesen  Gegenstand  hat  man  nur  einige  wenige  Betraeh- 
tungen  ttber  die  Bealit&tsf  erhlltnisae  bei  einer  derartigen  Transformation 
hinauBuf&gen,  um  ftir  die  transformirte  Curve  unser  Theorem  anwenden 
SU  können  und  damit  fOr  die  Curve  f  die  gemeinte  Verallgemeinerung 
SU  finden.  £b  sei  in  dieser  Richtung  Folgendes  hervoigeboben.  Auf 
der  Curve  f  giebt  es  Paare  von  Punkten,  durch  welche  noch  BOschel 
von  Curven  tp  hindurehgeben.  Dies^b«i  vereinigen  sich  bèi  der  ein- 
deutigen Transformation  zu  Doppelpunkten  der  transformirteu  Curve. 
Diese  Doppelpunkte  sind,  sobald  die  betr.  2  Punkte  auf  f  reell  sind, 
reell  und  nicht  isolirt;  situi  aber  die  Punkfr  auf  f  conjugirt  imaginür, 
so  enÜiüU  die  transformirte  Curve  einen  reelkti,  isolirten  Dopp^^unkt, 
Auf  solche  Weise  findet  man  folgenden  Satz: 

Es  sei 

N    die  Zahl  der  beweglichen  »Schnittpunkte  der  tp  mit  f, 
K    die  Zahl  derjenigen  q> ,   welche,  durch  einen  beliebig  ge- 
wählten Punkt  hindurchgehend,  /'  berühren, 
W  die  Zahl  derjenigen  reellen  xp ,  welche  f  osculiren, 
T'  die  Zahl  solcher  reeller  9,  die  f  in  zwei  imaginären  Punkten 
berühren , 

M'    die  Zahl  der  reellen  Spitzen  von  f,  mit  Ausnahme  derjenigen, 
die  etwa  Grundpunktc  des  Netzes  sind, 

D'  eine  Zahl,  die  aus  zwei  Bestandt heilen  zusammengesetzt  ist. 
Sie  umiasst  zunächst  die  Zahl  derjenigen  isolirten  Doppel- 
punkte von  /",  welche  nicht  Grundpunkte  des  Netzes  sind. 
Sie  umfasst  sodann  die  Zahl  der  eben  genannten  Vor- 
kommnisse: dass  auf  f  Paare  conjugirt  imaginärer  Punkte 
gefunden  werden  kdnnen,  durch  welche  noch  ein  Büschel 
von  Curven  tp  hindurchgeht. 
Dann  hat  man  immer: 

4.  W     2  T"  =  Ä'  4-  H-^  ziy. 
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Mail  nehme  z.  B.  als  Netz  die  Kreise,  welche  durch  einen  festen 
Punkt  gehen  (wo  dann  die  betr.  eindeutige  Transformation  einfach 
eiue  Umfurmung  durcli  recipruke  Hadieu  wird),  als  Curve  /'  eine  Ellipse 
oder  eine  Hyperbel. 

Daun  hat  mau  beide  Mal: 

N^4,  K'^Q,  — 

Aber  D*'  iit  das  eine  Mal  gleich  1,  das  andere  Mal  gleich  NuU. 
Die  unendlich  fem^  Gerade  nlmlich  bildel  mit  allen  durch  den  ange- 
nommenen  Punkt  hindurchgehenden  geraden  Linien  ein  Bflsehel  von 

Kreisen,  welche  /'  in  zwei  festen  Punkten  schneiden,  und  diese  beiden 
Pankte  (die  unendlich  fernen  Punkte)  sind  bei  der  filUpie  conjugirt 
imaginär,  bei  der  Hyperbel  reell.   Man  hat  also: 

bei  der  EUipse:  ir+2r'-»4, 
bei  der  Hyperbel:  IT'+ar"  — 2. 

In  Worten  :  Bei  ein'  r  (jiychmcn  Ellipse  oder  Hyperbel  construire 
man  alle  Kriimmungskrei.si ,  soivie  alle  Kreise,  xvelehe  in  zwei  conjugirt 
imaginären  Funkten  berü/tren.  Wevii  man  dann  die  letzteren  doppelt 
zahlt,  so  erweist  sieh  die  gange  Ebene  bei  der  EUipse  vierfach,  bei  der 
Hyperbel  doppelt  mit  Kreisen  überdeckt. 

Manchen,  im  Januar  1876. 


u 
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Note  sur  les  singularités  des  courbes  planes. 
Par  H.  G.  Ziotbbk  à  Copenhaga«. 


Le  but  du  prémni  article  est  d'exposer  quelques  résultats  dans  une 
forme  dont  je  me  servirai  dans  on  travail  suivanl  Les  résultats  eux- 
mimes  sont  d^jà  publiés  et  démontrés  par  d'antres  auteurs,  celui  du 
n<*  1.  par  M.  StoU*);  si  je  n'eu  supprime  pas  pour  cette  raison  la 
démonstiationy  c'est  parce  que  j'ai  besoin  de  renrojer  aux  équations  et 
aux  définitions  qu'elle  contient.  Pour  déterminer  dans  les  u<>*  2—4. 
ce  que  j'appelle  les  valeurs  principales  des  équivalents  plUckeriens  (voir 
les  n**  2 — 4.),  je  roe  sers  des  méthodes  indiquées  par  M.  Cayley  daua 
son  remarquable  mémoire:  On  the  Bigher  Singularities  of  a  pUme 
Curve**),  et  démontrées  dernièrement  par  M.  Halphen,  soit  par 
l'analyse***),  soit  par  des  procédés  géométriques f).  La  démonstration 
géométrique  que  j'exposerai  dans  le  n"  4.  ressemble  à  colle  de  M.  Hal- 
phen; toutefois  je  ue  me  rontente  pas  d'un  simple  renvoi  aux  notes 
de  ce  savant,  parce  »jue  ma  démonstration  fait  le  complément  naturel 
de  celle  dont  je  me  suis  servi  autrefois  pour  prouver  et  étendre  le 
théorème  sur  la  (  oudervatiou  du  genre  d  une  courbe  assujétie  à  des 
transformations  birationnellesft).  C'est  pour  des  raisons  semblables 
que  je  ne  neglige  pas  la  démonstration  du  n"  3. 

1.  Nous  ferons,  pour  étudier  les  propriétés  d'un  point  singulier 
d'une  courbe,  usage  du  procédé  ordinaire:  nous  prendrons  pour  origine 
des  coordonnées  le  point  singulier,  et  nous  développerons  —  ou  sup- 


♦)  Mathematischü  Annulen  t.  VIII.  —  M.  Nötlior  IVnonce  aussi  sans  dé- 
monstratiou,  à  la  fin  d'un  article  independent  de  celui  do  M.^tolz,  dans  lo  t.  IX 
des  Hatbematiaehe  Annalen. 

**)  Tlie  Quarterly  Jonnial,  vol.  7,  1866. 

***)  Complet  rendus,  89  juin  1874;  une  autre  démonstration,  fondée  «or  no 

théorème  comnniniqiu'  dütiH  un  cours  ih-  M.  Kronecke-r,  pbI  indiqaée  par  M. 
i>lol2,  et  M.  N Other  k>ä  démontre  au  moyeu  de  tranatformatioou. 
t)  Compte»  rendus,  16  mars  1876. 

tt)  Mathematiiofae  Annalen  1 111,  p.  180.  —  H.  Bertini  avait  indiqgé  aa> 
térieurement  une  démonstcaHon  temblable  dn  mAme  théorème. 


Digitized  by  Google 


Sur  les  lingidaritëi  dei  eonrbM  phuiet.  31 1 

poserons  développâmes  -  les  expressions  des  ordonnées  y  de  points  pla- 
cés sur  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  singulier  en  des  séries 
suivant  des  puissances  ascendantes  de  leurs  abscisses  .t.  On  dit  que 
detix  points  se  trouvent  sur  la  mtme  Inanciif,  s'ils  sont  représentés  par 
la  même  série.  Le  plus  petit  multiple  commun  des  dénominateurs  des 
exposants  de  cette  série  (réduits  à  leurs  formes  les  plus  simples)  s'ap- 
pelle, ai  la  droite  x^O  u'eat  pas  tangente  à  la  braBche,  le  degré  de 
muU^^UeUé  de  ia  (ranche  regardée  emme  Ue»  de  pomia*,  s'il  est  égiX 

à  m  la  série  sera  développée  soÎTaïkt  des  puissanees  entièree  et  poaitiveB 

1 

de  acf^^i,  JSUe  aura  donc  la  forme  suivante: 

(1)  y  «  a,a^  4-  2<Ka:*'  -  a^^  ^  ^1 ' 

où  la  somme  ^  comprend  ions  les  termes  à  Veioeption  du  premier; 
toutes  les  valeurs  de  mer,-  sont  entières,  et  r  et  m  peuvent  avoir  des 
facteon  communs. 

Suivant  la  supposition  déjà  faite,  que  4?  «  0  ne  soit  pas  tangente 
à  la  branche,  nous  avons  r  >  m;  en  preiêatU  la  tangente  de  la  hraneke 
pour  axe  y  0,  nous  obtenons  que  r  >  tn.  Le  numérateur  r  est  le 
nombre  de  points  d'intersection  de  la  tangente  avec  la  branche  qui 
coïncident  a^ec  le  point  singulier. 

A  côté  des  coordonnées  ponctuelles  x  et  y,  nous  ferons  usage  aussi 
de  coordonnées  taugentielles  X  et  Z,  dont  la  relation  avec  les  coor- 
données ponctuelles  sera  définie  par  la  circonstance  que  l'équation 

(2)  X«  +  3f-fZ-0 

exprimera  (juc  le  point  {x ,  y)  se  trouve  sur  la  droite  {X ,  Z).  Alors 
les  coordonnées  de  la  tangente  en  [x ,  y)  à  une  courbe  dont  on  con- 
naît léquatiou  ponctuelle,  auront  les  expressions  suivantes 

(3)  ^-''Â-P' 

et  les  coordonnées  du  point  de  contact  d'une  tangente  à  une  courbe 
donnée  par  son  équation  tangentielle,  se  détermineront  d'une  manière 
tout>à-fait  analogue. 

Nous  nous  proposons  ici  de  chercher  la  forme  de  la  série  servant 
à  exprimer  par  X  la  coordonnée  Z  d'une  tangente  —  voisine  de  la 
tangente  singulière  v»0  ou  X  =  ZmmO  —  de  la  branche  représentée 
par  la  série  (l  ).  Le  plus  petit  multiple  commun  m'^  des  dénominateurs 
des  exposants  de  la  nouvelle  série  s'appelle  le  degré  de  muUiplidté  de  ia 
itranchc  regardée  comme  enveloppe  de  ses  tangenles,  et  indique  le  nombre 
de  tangentes  menées  à  la  courbe  d'un  point  de  la  tangente  singulière 
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qui  coLucideut  avec  celle-ci  (nou- compris  les  tangentes  à  dautxes 
branches,  s'il  y  eu  a).    Si  lu  serie  prend  la  forme  de 

(4)  Z«a,'X^  +  2a,'X-:, 

/  sera  le  nombre  des  tangentes  passant  par  le  point  singulier  qui 
coïncident  avec  la  tangente  singulière. 

Au  moyen  des  équations  (3)  on  trouve  les  expressions  suivantes 
des  coordonnées  d'une  tangente  de  la  branche  représentée  par  l'équa- 
tion (1): 

(6)  X  l.a,x^^^a,a,iKri-'  -^a.r--^*^«*^"*'"''» 

(Ö)  Z-î:^a,a;- 4- ^C*^-l)fl<^''*-^«.r+ ^(«i-l)«*r"  • 

Ou  peut  déduire  de  l'équation  (ô)  une  série,  servant  à  exprimer 

développée  suî?ant  des  puissances  entières  et  positives  de  X*^,  En 
substituant  cette  série  à  |  dans  l'équation  (6),  on  obtiendra  pour  ex- 
primer Z  la  série  suivante 

(7)  Z  — ai'iC'^+..., 

qui  doit  être  la  série  cherchée  (4). 

Certes,  on  ne  peut  pas  en  conclure  mméâiaiemeni,  que  m'»  r—m, 
on  que  r—m  valeurs  de  Z  correspondent  à  une  valeur  donnée  de  X\ 
car  on  pourrait  s'imaginer  que,  dans  la  série  trouvée  (7),  tous  les 
termes  où  un  facteur  de  r  —  m  n'est  pas  aussi  facteur  du  numérateur 
de  l'exposant  dispifraissent.   Mais,  en  tout  cas,  il  est  certain  que 

m        r—m*         ^  ' 

et,  par  conséquent,  que  r'  ^  r.  Or  on  peut  déduite  la  série  (1)  ex- 
primant y  par  x,  de  la  série  (4),  absolument  comme  on  déduit  celle-ci 
de  la  série  (1),  ce  qui  conduit  à  r  ^  i^.  H  faut  donc  que 

/  M  r  ,    ;u  «a  r'  —  m  ,    m      r  —  m . 

Nous  avons  donc  démontré  le  théorème  suivant: 

Le  nombre  r  des  points  d^ùUerseeticn  eciwieidetUs  ttume  hramke  d^une 
courbe  avec  sa  Uuiffenie  en  un  poini  singuHer,  est  ^aH  à  edm  des  tan- 
gentes passant  par  le  point  singulier  qui  coïncident  avec  la  tangente  sm- 
gntière.  Si  m  et,  m*  sont  les  degrés  de  muttipUeité  tie  la  branche  re- 
gardée  comme  Ueu  de  ses  points  on  comme  envdoppe  de  ses  tangentes, 
on  aura 

r  =^  m     m  . 
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On  voit  par  une  8Ìm})lc  addition  quon  poni  appliquer  à  un  com- 
plexe de  branches  par  un  point  singulier  qui  y  ont -la  même  tangente, 
ce  que  nous  venons  de  dire  d'une  seule  branche. 

2.  Pour  appliquer  à  une  courbe  algébrique  douée  de  singularités 
sujiérieures  les  équations  pliickerienues,  il  faut  regarder  comme  réunies 
en  chacun  de  ses  points  singuliers  un  nombre  de  points  doubles  (ò) 
et  de  points  stationnaires  (f),  et  en  chacun  de  ses  tangentes  singu- 
lières, un  nombre  de  tangentes  doubles  (Ô')  et  de  tangentes  station- 
naires (f').  Nous  appellerons  ô  et  e  l'cquhalcut  pliickcricn  du  point 
singulier,  et  d'  et  i  Vequivaletit  pliickerien  de  la  tangente  singuiièrc. 

Comme  il  ny  a  que  trois  équations  plUckeriennes ,  les  équivalents 
pliickeriens  d'un  point  singolier  et  d'une  tangente  singulière  n'auront 
pas,  en  général,  desTaleun  entièrement  déterminées;  mais  M.  Cayley 
a  montré,  comment  on  peut  en  déterminer  les  valeurs,  si,  à  cdté  des 
relations  plackeriennes,  on  a  égard  à  l'équation  qui  sert  à  exprimer 
le  genre  de  la  courbe.  Nous  démontrerons  dans  les  deux  n**"  'Suivants 
les  théorèmes  qui  servent,  avec  ceux  qu'on  en  déduit  par  le  principe 
de  dualité,  à  déterminer  ces  valeurs  uniques  que  nous  appellerons  les 
valeiirs  pn»ie^Î€8  des  éjuhàlmUs,  et  nous  montrerons  après  comment 
on  en  déduit  les  expressions  de  leurs  valeurs  générales.  Le  théorème 
du  n*  3.  est,  du  r^jrte,  aussi  applicable  aux  valeurs  générales. 

8b  8i  Von  désigne  par  â  et  s  VégmoeUeiU  pUidterien  d^un  poùU 
singuUer  tPmte  eourhe  ailgébrique,  2d-|^3c  sera  égal  ou  dSotiUe  de  ia 
somme  des  wêfe»  des  s^menis  infinimmt  peUts  itUereq^  par  ia  eaurbe 
sur  une  séeanh  doni  la  distance  au  point  singuUer  est  infiniment  petite 
da  premier^  ordre,  et  qui  ne  ecMteide  avec  aucune  des  tangentes  en  ce 
point. 

Dans  cette  forme,  que  nous  avons  empruntée  à  un  théorème  sem» 
blable  de  M.  Halphen*)  sur  le  nombre  d'intersections  de  deux  courbes 
confondues  en  un  pointy  ce  théorème  de  M.  Gay  ley  5;e  déduit  sans 
difficulté,  soit  d'une  appii(  ation  du  théorème  cité  de  M.  Halphen  à 
l'intersection  de  la  courbe  donnée  avec  une  courbe  polaire,  soit  de  la 
démonstration  de  la  première  relation  plOckerienne  par  le  principe  de 
correspondance**). 

Nous  ferons  usage  ici  de  cette  dernière  démonstration. 

Regardons  comme  correspondantes  les  droites  AX  et  A  Y  qui 
joignent  un  point  fixe  A  à  deux  points  d'iusersectiou  de  la  courbe  avec  une 


•)  Bulletin  de  la  Société  Mathématiquf  de  France  1,  p.  133.    ha  restriction: 
„et  qui  ne  coïncide  avec  aucune  tangente  à  Tune  des  courbes  en  ce  point",  que 
If.  Halphen  fût  dans  son  énoncé,  n*est  paa  aéoowire,  pendant  que,  dans  le 
IbéOfème  qni  nous  occupe  ici,  la  nécessité  de  la  restriction  analogue  est  évidente. 
**)  Voir  léi  NmrntOu  Atmak»  de  Mathématique»  2*  léne,  t  V,  p.  295  et  soiv. 
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droite  passant  par  un  antre  point  fixe  S,  Alors,  si  nous  désignons 
par  n  Tordre  de  la  courbe,  à  une  droite  ÄX  correspondent  n{n — 1) 
droites  j1  Y,  et  réciproquement  II  y  aura  donc  2fi(ii — 1)  ooôieideuces 
de  droites  correspondantes  ÄX  et  ÄY,  dont  les  ont  lien 

dans  la  droite  AB.  Les  antres  droites  où  a  lien  cette  coihcidence 
sont  celles  qui  joignent  A  aux  points  de  contact  des  n'  tangentes 
qui  passent  par  B,  n  étant  la  classe  de  la  courbe,  et  celles  qui  joignent 
A  aux  points  singuliers  de  la  courbe.  Pour  compter  lea  coïncidences 
qui  ont  lieu  en  chacune  de  ces  droites  on  fait  usage  de  la  règle  sui- 
vante, applicable  en  général  à  trouver  les  degrés  de  multiplicité  des 
solutions  indiquées  par  le  principe  de  correspondance*): 

Le  nombre  de  coïncidences  de  et  ^  F  qui  out  lieu  en  une 
droite  A  D  par  ,1 ,  est  egal  à  la  somme  des  ordres  des  angles  iiitiui- 
ment  petits  XAY  lormés  dune  droite  ^X,  qui  fait  avec  AD  un 
angle  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  des  droites  correspondan- 
tes A  Y. 

Cette  regle  nous  Tuontre  que  le  nombre  des  coïncidences  qui  out 
lieu  dans  la  droit«?  joignant  A  à  un  point  singulier  Z)  fdout  aucune 
tangente  ne  passe  pas  1?),  est  précisément  égal  à  la  somme  double 
dont  parle  le  théorème.  Si  I)  est  un  point  double  on  trouve  le  nombre 
2,  s'il  est  un  point  statiounairu,  le  nombre  3,  d'où  résulte  la  première 
formule  de  Pifieker.'  Il  fimt  donc  que,  si  le  x)oiut  D  est  équivalent 
à  Ò  points  doubles  et  s  points  stationnaires,  le  nombre  trouvé  soit  égal 
à  2^-|-3e.   Donc  etc. 

Les  ordres  des  segments  infiniment  petits  se  déterminent  sans  dif> 
ficnlté  par  les  séries  dont  nous  avons  parlé  dans  le  n*  1. 

Note.  8i,  dans  la  démonstration  précédente,  le  point  B  se  trou- 
vait sur  une  des  tangentes  au  point  singulier  2>,  le  nombre  de  coïn- 
cidences ayant  lieu  en  AD  serait  égal  à  2d  +  3£  ^t»  le  nombre  de 
tangentes  par  B  qui  coïncident  avec  BD,  on  bien  (selon  le  n*  1.),  si 
le  point  est  A- tuple  et  que  /  points  d'intersection  de  la  courbe  avec 
BD  coïncident  avec  D^  k  2Ò  -\-  '^s  -\- 1  —  h.  En  déterminant  ce  même 
nombre  de  coïncidences  par  la  règle  dont  nous  venons  de  faire  usage, 
on  trouve  qu'il  est  égal  aussi  au  double  de  la  somme  des  ordres  des 
Segment«  infiniment  petits  interceptés  par  la  courbe  sur  une  sécante 
passant  par  B  (un  point  de  la  tangente  DB),  et  dont  la  distance  au 
point  J)  est  infiniment  petit  du  premier  ordre.  Dans  le  cas  où  une 
seule  branche  de  la  courbe  passe  par  le  point  D  on  obtient,  en  faisant 
usage  de  la  même  représentation  analytique  que  dans  le  n*  1.,  le  CQrçl- 
luire  analyUquc  suivant: 

*j  Voir  le  Builetin  des  Sciences  MathémaUqua  et  Attromontiqueif  publié  par 

MM.  Darboux  et  lioûel,  t  V,  p.  187. 
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Sait  If  MM  ftmeikm  de  x  regprémitée  poir  ime  série,  déoélegpée  M»- 

vant  des  ijui^sancoi  tntUrti>,  2>ositivcs  et  ascendankji  de      ,  m  étant  un 

nombre  entier,  et  soit     l'exposant  du  premier  terme  de  cette  série;  alors 

je  dis  que,  ai  Ven  en  dédait  la  série,  dMoppés  emoont  des  pmsaanees 
de  y,  qui  sert  à  exprimer  x,  le  double  de  la  somme  des  exposants  des 
premiers  termes  des  différences  des  vaHeurs  de  X  détermitwes  par  cette 
dernière  série,  et  le  doUbk  de  la  somme  analogue  formée  'éPexposants  de 
la  première  série,  auront  pour  différence  m. 

Cortes  y  nona  avons  supposé  dans  notre  démonstration ,  qoe  la 
fonction  que  représente  la  série  donnée  dans  les  limites  de  convergence 
soit  algébrique;  mais  cette  circonstance  n'est  pas  essentielle  pour  le 
corollaire.  —  En  démontraui  directement  ce  corollaire,  on  obtiendra 
une  noQTelle  dé^^onstration  du  théorème  1. 

4»  La  valewr  prineipate  du  nombre  des  points  stationnaires  réunis 
e»  Ml  point  singulier  d^une  courbe  algébrique,  est  égoU  à  la  somme 
£{m^Î)  des  degrés  de  mutiiplieité ,  dimimiés  i^aeun  ifune  unUé,  des 
brantàes  par  Je  point,  les  brandies  éUmIt  regardées  comme  Ueux  de  points. 

Considérons I  pour  prouver  ce  théorème,  deux  courbes  (C|)  et  ((^) 
des  ordres  n,  et  n,  et  des  classes  »/  et  n^,  placées  dans  le  même  plan, 
et  dont  les  points  se  correspondent  un -à -un.  Soient  P|  et  deux 
points  corfespondauts  et  mobiles  sur  les  deux  courbes,  et  et  deux 
points  fixes  du  plan  qui  n'ont  par  rapport  aux  deux  courbes-  aucune 
position  particulière.  Alors  le  -Heu  dn  point  d'intersection  Q  de  P| 
et  -42-^2  s®^*  courbe  de  l'orçlre  »i-f-M2,  ayant  en  un  point 
«2" tuple  et  en  un  point  ri, -tuple,  co  qu'on  voit  en  comptant  les 
points  d'intersection  de  ce  lieu  avec  des  droites  par. 4,  et  par  Öu 
trouve  la  classe  du  mT-me  lieu  ,  que  nous  appellerons  la  courbe  auxiliaire, 
en  comptant  les  tiingentes  par  ou  par  A.^,  et  les  deux  valeurs  qu'on 
trouve  ainsi  doivent  être  égales.  Les  tangentes  par  .4,  (ou  -4.,)  seront: 
1*  les  2 «2  (2n,)  qui  coïncident  avec  les  n.,  (n,)  tangentes  en  ce  point 
n,-tuple  fn, -tuj)l«'),  2"  les  (w/)  tangentes  à  lu  courbe  (C,)  ((C,)), 
et  3°  une  partie  des  droites  joignant  .4j  {A.,)  aux  points  singuliers  de 
(C|)  fde  (Cj)).    Nous  allons  rendre  compte  de  ces  dernières  tangentes. 

Considérons  sur  la  courbe  (C|)  une  branche  qui  (regardée  comme 
lîea  de  ses  points)  est  itti -tuple  en  un  point  singulier  0^.  A  ce  point 
conrespondent  sur  (Cj)  autant  de  points  (qui  ne  peuvent  ee  confondre 
qu'en  des  points  multiples  de  Cj)  qu'il  y  a  de  branches  par  0|.  Dé- 
signons par  Oj  celui  qui  correepond  à  0|,  regardé  comme  appartenant 
à  la  branche  m, -tuple  considérée ,  et  supposons  que  la  branche  corre- 
spondant à  celle-ci  soit  m,- tuple.  Alors  le  point  d'intersection  de 
AïOi  et  AmO^,  se  trouvera  sur  une  branche  de  la  courbe  auxiliaire 
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qui  rencontre  Jij  Oj  en  fUj ,  et  0,  eu  m,  pointa  ooïnoidents.  Par 
conséquent,  le  théorème  du  n«  1.  nous  rnootre  que,  si  m,  >  m,,  m,  —  »i, 
tangentes,  menées  de  à  la  courbe  auxiliaire ,  ooîncideBi avec  .4,0,, 
et.  SI  IN|  ^  1112,  Ht}  —  fn,  tangentes  de  A^  coincident  avec  A^O^'^  si 
flii*-jfi3  aucune  de  ces  droites  n'est  tangente  à  la  branche  de  la  courbe 
auxiliaire  dont  il  s'agit.  (Dans  tons  les  trois  cas,  il  est  possible  qu'à 
cause  â^anthres  branches  multiples  par  0|  ou  0^,  d'autres  tangentes  à 
la  courbe  auxiliaîro  coïncident  avec  Tune  ou  l'jautro  de  ces  deux  droites.) 

L'égalité  du  nombro  des  tangentes  par  A^  à  celui  des  tangentes 
par«  Af  s'exprime  donc  par  l'équation  suivante 

où  la  somme  ^  s'étend  à  toutes  les  branches  multiples  par  lee  points 

singuliers  de  tontes  les  deux  courbes  ^  et  aux  branehes^rrespondantes. 
Ck>mme  il  peut  y  avoir,  au  nombro  de  ces  dernières  branches,  des 
branches  simples,  il  est  plus  commode  de  transformer  le  dernier  terme 
de  l'équation  trouvée  de  la  manièro  suivante 

^(tn,  -mj)=2'[{tM,— 1)  -  (w»j  -  1)]  =2*,      -  ^)  "2»  ^"'2- 
car  alors  toutes  les  branches  simples  de  Tune  et  de  l'autre  courbe  se- 
ront éliminées,  et  il  suffira  d'étendre  la  somme         &  toutes  les 

brancbes^multiples  de  (C,),  et  à  toutes  celles  de  (6,).  L'équatiuu 
trouvée  sera  donc  remplacée  par  la  suivante 

n,'  +        (m,  —  1)  —  2«,  =  <  +        (m,  -  1)  —  2»,. 

Une  branche  formant  un  point  stationnaire  r-sl  double  (m  =  2), 
pendant  que  les  deux  branches  qui  forment  un  point  double  ordinaire 
sont  simples.    Pour  une  courbe  qui  n'a  que  des  singularités  ordi« 

naires,  ^{m—i)  sera  donc  le  nombro  des  points  stationnaires,  et 

n-f  ^(w  — 1)  —  2n  sera  égal  à  2(p — 1),  p  étant  le  genre  de  la 

courbe.  LV'quation  trouvée  est  donc  celle  qui  C'X])rinie  l'égalité  des 
genres  de  deux  courbes  dont  les  points  se  correspondeut  un-à-un.  Dans 
cette  équation,  appliquée  à  une  courbe  douée  de  singularités  supérieures, 

^^(m — 1)  remplace  le  nombre  des  points  stationnaires  d'une  courbe 

ordinaire.    £n  appliquant  cette  même  évaluation  séparément  à  chACun 

des  points  singuliers,  on  obtient  le  théorème  énoncé. 

5.  11  n'est  pas  toujours  les  valeurs  principales  d(\s  érjiiiva](Mits  plücke- 
riens  qu'on  rencontre  dans  les  applications.  En  effet,  dans  un  système 
de  courbes  douées  d'un  certain  nombre  de  points  doubles  et  station- 
naires, les  courbes  où  plusieurs  de  ces  poiuts  se  sont  confondus  ne 
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sont  pas  tonjoure  du  même  genre  qu'une  courbe  générale  du  eyatème*). 
TontdTois  il  reste  ioiyonn  eeeentiet  de  savoir  déterminer  les  valeurs 
principales  parce  qu'elles  forment  uh  système  de  valeurs  des  équira- 
lenis,  dont  on  peut  déduire  sans  difficulté  les  valeurs  générales. 

Quant  à  ces  wdeurs  génArales  des  équivalents  piflckeriens  on  '  ne 
peut  les  déterminer  séparément,  comme  les  valeurs  principales,  pour 
les  points  singuliers  et  pour  les  tangentes  singulières:  il  faut  chercher 
à  la  fois  l'équivalent  d  et  fi  et  l'équivalent  ô'  et  e  de  toutes  les  bran- 
ches  qui  dans  le  même  point  ont  la  même  tangente,  pendant  que  les 
points  d'intersection  dé  deux  branches  à  tangentes  distinctes  sont  tou- 
jours des  points  doubles ,  les  droites  tangentes  en  deux  points  distincts, 
des  tangentes  doubles. 

Soit  d,  ê,  ô',  i  un  sxjsVcmc  quclcoagur  de  valeurs  simttltaiies  de^t 
vquivaletits  piiirhrriens  d'un  point  sinffultcr  forme  d'une  snde  branche, 
ou  de  plii.^idtrs  hramhcs  tangentes  l'une  à  Vautrr,  et  de  in  tangente  en 
ee  point ,  et  soient  d,,  £|,  d,',  Cj'  les  valeurs  prithcipaks  de  ces  éguiva- 
letds.  Alors 

d'^èf^a,    *-.t,4-2a,    d'=d,'"3«,  f'=f,'4-2a, 

où  «  est  un  nombre  entier  assujéti  à  la  seule  oondUiau  qu'il  doit  donner 

à  ô ,      â',  £  des  valeurs  positives. 

En  effet,  on  déduit  des  relations  plückerienues  que 


seule  tangente  dont  les  éqnivaI«ilB  piflckeriens  ont  les  valeurs  de  d, 
e,  if,  ê.  Nous  joignons  deux  notations  de  cette  espèce  par  le  signe 
de  ou  de  = ,  suivant  que  les  valeurs  des  équivalents  sont  les  mêmes, 
ou  que,  seulement,  elles  ont  la  même  influence  dans  les  relations 
plQckerieimes.   Les  résultais  que  nous  venons  d'indiquer  s'écriront  donc 

/d,  6  \       /Ò,  —  3«,  f,  +  2«\  _  /d,,  f,  \ 

Vd',  f7  ^  Vd,'-  3«,         2a)  —  Vd, ,  f,7* 

Un  contact  tripouctuel  de  deux  branches  simples  sera  représenté  par 


•)  Il  t'xiste,  par  exemple,  en  général,  dans  un  ^yettnif  ile  courltct»  douée» 
de  deux  poiuU  siationnaireB,  dea  courbes  aingulières  où  ces  deux  pointa,  confondus, 
forment  un  pobt  de  contact  triponetoel  de  denx  branches  thnplei,  quoique  les 
valeun  principales  de  l'équivalent  de  ce  point  soni  f  •=  3 ,  c  »  o.  (Ceux  de  la  tan- 
gente en  ri<  point  sont  <y'=3,  é'=fi.)  Voir  mon  mémoire  sur  lea  propriétés  des 
ftfstèmes  de  coutbis  planes  dans  les  Mémoires  do  l'Académie  danoise  des  Science« 
6~  série  t.  10,  IV  (p.  319). 


2d  4-3^  =2d,  4-3f,  , 
2d'-|-3s'  — SJd,'-f-3«,', 


Nous  désignerons  par 


les  singularités  d'un  point  à  une 
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•       0\       /O,  2x 

où  la  premièie  repréBentatioii  contient  1m  Taleora  prindpales  des  éqoi- 
Talents  plflokeriens. 

ApplicationB. 

6.  Nous  lions  proposons  d'étudier  ici  une  clabse  de  points  singu- 
liers, dont  nous  aurons  besoin,  dans  le  mémoire  suivant,  de  connaître 
les  équivalents  plückerieos:  les  points  quadruples ^  à  une  seule  tangente 
qui  rencoitiire  la  courbe  en  six  points  coincidents. . 

Selon  notre  théorème  1^  la  somme  des  degrés  de  mnltiplicité  des 
branches  fomunt  le  point  singulier,  regardées  comme  enveloppes  de 
tangentes,  est  égale  à  2,  pendant  que  la  tangente  compte  pour  6  tan- 
gentes menées  par  le  point  singulier  lui-même.  La  première  de  ces 
circonstances  montre  que  le  nombre  de  ces  branches  est,  au  plus,  égal 
à  2.  On  voit  donc  que  les  seuls  cas  possibles  sont  les  suivants: 

1*.  Il  y  a  deux  branches,  simples  si  Ton  les  regarde  comme  des 
enveloppes  de  tangentes,  et  dont  Tune  est  simple  Tautre  triple  si  l'on 
les  regarde  comme  des  lieux  de  points. 

2**.  Il  y  a  deux  branches,  simples  si  l'on  les  regarde  conmie  des 
enveloppes,  doubles  si  l'on  les  regfla*de  comme  des  lieux. 

3".  11  n'y  a  qu'une  seule  branche,  double  si  l'on  la  regarde  eomme 
une  enveloppe,  quadruple  si  Ton  la  regarde  comme  un  lien. 

iSi  l'on  prend  le  point  singulier  pour  origine,  et  la  tangente  pour 
axe  des  abscisses,  les  premiers  ti-nnes  des  séries  représentant  ces  bran- 
cbes  se  déterminent,  sans  difficulté,  par  la  circonstance  que  la  tangente 
rencontre  la  courbe  on  six  points  coïncidents,  et  qu'elle  compte  pour 
six  tangentes  par  le  point  singulier. 

Premier  cas.    Les  séries  auront  les  formes  suivantes 

ffi  —  a«*  +  •  •  • ,  y»  —  +  •  •  •  > 
Zt^AX*-\  ,    Z,  — 5X«-|-.-, 

où  et  y  sont  les  coordonnées  ponctuelles,  X  et  Z  les  coordonnées 
tsngentielles;  if  g  et  y,  sont  les  valeurs  de  y  qui  correspondent,  pour 
les  deux  branches,  à  la  même  valeur  de  et  Z|  et  ont  des  signi- 
fications analogues.  Si  d,,  S|,  d,',  sont  les  valeurs  principales  des 
équivalents,  on  trouvera  donc  .les  équations  suivantes 

2d,  +  3£,  =  2  .  4  .  3  4-  I  •  3  •  2  =  16,  f ,  -=  2  , 
2dj'  -f  'Ò6^'     2  •  2  «-  4  ,  «i'     0 , 

d'où  ^  c  • 

/dj,  «,\       /5,  2\ 

(I)  W,  *,7   ^,  o;' 

qui  sera  le  seul  système  de  valeurs  des  équivalents. 
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DvHXirtnv  cas.  Le  prciuier  exposant  des  scries  exprimant  y  par  j: 
sera  i[,  celui  des  séries  exprimant  Z  par  X/3.  Soient  les  premières 
séries 

1  1 
y,  ■=  a«*  +  •  •  •  + 

£  ? 
— •  aaf •  4"  •  •  ~f-  ^2^:*  +  •  •  • , 

où  «I  et  sont  les  premiers  coefficients  différents  dans  les  deux  séries, 
(j,  un  nombre  entier  >  2.  Alors,  quant  à  la  repr^ntation  tangen* 
tielle,  on  déduira  de  la  formule  (ô)  du  1.: 

X  «=  —  ^  ax*  —  '  •  '  —  ^cx  *    —  .  . . , 

d'où 

où  C  est  le  premier  coefficient  qui  dépend,  de  c.  On  aura  par  consé- 
quent, en  désignant  par  et  x.^  les  valeurs  de  x  qui  correspondent, 
pour  les  deux  branches,  à  la  même  valeur  de  X: 

JL  1 

a?,«  — a^t«.(c7j— C7,)X'    4  . 

L     L     —  i- 
£n  iubstitoaui  ces  valeurs  de  a;,*,  d^*,  x,"  —  jp.^'  dans  Téquatlon 

qu'on  déduit  de  IVqiiatiori  (T))  du  ii"  1.,  on  trouve  que  les  çéries  ex- 
primant Z  par  X  sont  des  formes  suivantes: 

où  2>|  et  i!>2  sont  les  premiers  coefficients  difltfirents  dans  les  deux 
séries. 

On  déduit  des  formes  des  séries  que 
2d,+'3«,  — 2.|-.2  l  +  2.-|.2H-2  —  12  +  2ä,    t,  =  2, 

d'où  ,  Oli. 

Z'^  +  ^i, 

Lss  valeurs  générales  des  équivalents  seront: 

V      g -3«,  2a)' 
a  et  g  étatif  des  nombres  etUiers  asst^éiis  aux  œndiliofts 
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q;>2,  0?«5|. 

Ihm  le  cu  le  plus  simple  où  g-^S  rm  trouve  les  systèmes  suivants 
de  valeurs 

/6,  2x  _  /3,  4\ 
V3,  0/ \0,  2/ ' 

ilüut  le  premier  contieut  les  valeurs  principales.  On  pourrait  en  dé- 
duire celles  qui  correspondent  à  d'autres  valeurs  de  q,  si  l'on  voulait 
regarder  comme  évident  que  tout  nouveau  point  de  rencontre  des  deux 
branches  amène  une  seule  nouvelle  tangente  commame. 

IMsième  cas.  Les  premiers  exposants  des  séries  auront  les  mêmes 
valeurs  (f  et  3)  que  dans  le  cas  précédent.  Soit  la  série  exprimant  p 
par  s 

jf  —  a«*  +  •  •  +  ca;  *  +••> 

où  ^^^^  est  le  premier  exposant  qui  a  le  dénominateur  4,  q  étant 

un  nombre  entier  >  2.  Alors  on  trouve,  en  introduisant  des  coor- 
données tangentielles,  une  série  de  la  forme  suivante 

Z^AX*  H  h  CX'^  +  . . , 

où  '^^^  est  le  premier  exposant  qui  a  le  dénominateur  2.  Par  con- 
séquent 

2d,-f  3«,  =  2  .|  .2  .2-f  2  .^i^  -2  .1  =  13  -f  2g,   *|     3  , 
•  2d/+3V«^2g+l,  f,'-l, 

doù 

«i\      /«+  2,  3\ 
Vd/,  «,7  ""Vg-  1,  iJ' 

Les  valeurs  générales  des  équivalents  seront 

/î?  +  2-3^,  3  +  2/îv 
Vg  —  1  -3/3,  1-1-2/3/' 
g     ^  50M^  (to  MOfNifes  erUiers  asaujétis  aux  eondüiims 

Dans  le  cas  le  plus  simple  où  g  =  3  ou  trouve  le  seul  système 
de  valeurs 

^5,  3> 


G;;)- 


• 
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Ueber  dreipunktig  berahrende  Curven  einer  dreifach  unendlichen 

Schaar. 
« 

Yon  H.  Kbbt  ìb  Kiel. 


Im  3.  Bande  der  Math.  Anualen  liat  Herr  Brill  die  Gleichung 
derjenigeu  Cur?e  au^estellt,  welche  aus  einer  gegebeneu  Curve  f  die 
Osculationspunkt«  einer  zweifach  unendlichen  Schaar  ausschneidet.  Die 
elegante  Form  der  in  zwei  Theile  zerfallenden  Curveiigleichung  lüsst 
vermutheu,  dass  auch  für  dreifach  unendliche  Schaaren  eine  ähnliche 
Behandlungsweia#  möglich  sei.  Mau  erhält  hier  vier  'i  heile,  darunter 
mindestens  drei  in  übersichtlicher  Determinanienform,  wie  im  Folgen- 
den gezeigt  werden  soll. 

Die  Gruudcurveu  tp,  a  der  Schaar  eeieu  von  der        f  von 

der  fi**"  Ordnung.  FOr  einen  Funkt  ?on  f,  >n  welehem  eine  Cor?e 

«I V  +  «t*  +  «8«  4-  «4»  —  ö 

der  Schaar  dreipuuktig  berührt,  giebt  die  Elimination  der  Parameter 
die  folgende  Bedingungsgleichuug  : 

9 

ÂÇjd'X|+3(«— 1)  27ç)i*rfj:|d*ap»-f-(Â-l)(s— 2)  HfpukdXidxkdxM 

worin,  nach  der  Bezeichnung  des  Herrn  Brill,  die  drei  letzten  Ver- 
ticalreihen,  enthaltend  die  gleichgebildeteu  Ausdrucke  in  ^,  %*  ^* 
gelassen  sind. 

Um  die  iSlimination  der  Differentiale  aus  (1)  bewerkstelligen  va 
können,  muas  man  eine  lineare  Gleichung 

einführen,  mit  deren  HUife  sich  ergiebt 
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(3)  x^d»^—x^dx^^f^hf^\  x^dxy  x^dx^^çhf^',  x^dx^—z^dx^^ifhf^\ 

wenn  y  einen  ProporUontf tStefactor  bedeutet. 

Der  DUferentûûauBdrack  (1)  serfttllt  in  aeehe  «nzein  sa  ImIuui- 
delnde  Thdle^ 

I.  Dem  Theile 

t  tp 

2,""  fpi  dXi 

Efpi^dx.dXk 
I  S^ikkdXidXkdXk 

kann  man  die  Foim  geben;  * 

ç),,,   <3P,„  <jP333  <jp,,*2  Ç),.,^  <3p,,.,  <;p,33  qpj„  9)j33  qp,23  I 

^f»»»  ifm         M^m  ^»3  *i» 

Zni  Xm  Zs93  Ziit  titi  tm  Ziu  'Zm  X»s  Zm 

•ili   «J»  »SSS   "us   "l«  »III  "iss   "«8  ®»3»  ®I»J 

3/*,    0     0  0     /i     0     0     0  0 


19 


0 

0 

0 
0 
0 


3/i 
0 

0 

0 
0 


0 

0 
0 
0 


0 
0 

0 
0 


fx 
0 

0 

0 


0  0 

0  f^ 

2/-,  2/; 

0  0 

Ü  0 


%  0  0 

0  /i  0 

0  0/; 

2  A  2/; 

^  0  /i 


llan  beweist  die  Richtigkeit  dieser  Umformung  durch  Multipli- 
plication  der  erhaltenen  mît  derjenigen  lehngradigen  Determinante, 
welche  ans 


X., 


X., 


:]x,^x.. 


x^dx^  x^^dx^  x^dx^  x^dx^'\' 2 x^x.^dx^ 
Xfäxi^  x^dx^  x^dx^  x^dx^ -\- 2 x^dXxdx^ 
dXf*    dXf*     dx^^  Sdxi*dx^ 

Uadurcli  entâteht,  dass  mau  die  Uorizoutalreiiieu  bezw.  durch 

«  Sx^Xf*  •  SXfX2X^ 

x^dX\  -f*  ^x^x^dx^  ....  x^x^dx^  ~f~  *  *  * 
x^dx^^  2x^dx^dx^  •  •  •  x^dxjdx^     . . . 

Srfa:,  r/r.^*  -  6dx^  dx.^  dx.^ 

vervollständigt,  alle  übrigen  Elemente  aber,  bis  auf  dio  Diagonal- 
elemenie  1  der  ergänzenden  eecbagradigeu  Determixianie,  Noll  setxt. 
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II.  AUB 

£q>i  dXi 

£  ^kk  do^  dxk  dxk 

sondert  sich,  wenn  moii  nach  den  Uuterdeterniinanten  der  letzten 
Ilorizontalreibe  ordnet,  ohne  Weiteres  der  Factor  H ^  x^dx^d^x.^  ab, 
welchen  Herr  Brill  auf  die  Form 

gebracht  hat,  wo  H  die  Heise'eche  Determmante  von  f  bedeatet 
Ans  dem  Beste 


D  »  £dXidxtdXk 


92 

Vi 
Vi  h  h 


tOx  eich  aUein  betrachtet,  läset  sich  zwar  k^,  nicht  aber  ansscheiden. 
XU.  Die  Detenniiiaate 

£  <Pi  dXi 

Tenehwindet,  wie  leicht  zu  sehen,  identisch. 

IV.  Um 

9 

£  (pi  dXi 
£  q),  d^x, 
£fPikdXid^Xk 

zu  redadran,  muss  man  die  zweiten  Differentiale  dnrch  die  ersten  ans- 
drficken.  Nimmt  man  zu  den  Oleichnngen 

ftd'xi  -f-  f^d'x^  -i-  f^d^x^  «  —  £fadXidXM 

noch  eine  ans  einer  der  Gleichungen  (3)  durch  Diffiwentiation  ent- 
stehende, oder,  um  symmetrisch  zu  Yecfahren,  die  Gleichung 

(Aja:,— A,a?3)cPx,  +  {X^X3  — k^x^)d'X.^  -\-  (Aja;,  -  A,a:,)rf*a:j «=  (fk  £ Xidfi 

m 

hinzu,  wo  die  A<  gauz  beliebig  sind,  und  beachtet,  daas 
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£fn  dx,  dXk  —  —  ft*    iï , 
80  erhält  man  durch  Auflösung: 


(4)     iPx^  = 


2^Kàfi      .      ,  (i»-l)(i,A:-x,2?lA) 

dXk  H  57-7  '  ff^k'  H . 


Führt  man  dies  in  2^ q>ikdXid^Xk  tin,  so  wird  obige  Determinante 


9 

Efpid^Xi 


(w-l)g<jfc>H 


9 

Stpidxt 


Im  ersten  Gliede  kann  man  noch  einmal  die  Gleichung  (4)  an- 
wenden, lind  für  die  (  ^ntcrdeterniiuauten  der  letzten  Horizontalreihe 
die  von  Herrn  Bri  Ii  mit  bezeichneten  Covariauteu  setzen.  Auf 
diese  Weise  entsteht  eine  Determinante  7.  Grades,  in  welcher  man  die 
vier  ersten  Elemente  der  letzten  Verticalreihe  mit  Hülfe  der  ersten 
Verticalreilien  zerstören  kann.    Entfernt  man  dann  noch  den  Ausdruck 


dUXtft 

mit  ÜOlfe  der  Gleichungen 

xidi:xtfi  =  {n^\)ii:xj,)dx,^çk^(f, 


) 


u.  s.  w., 


und  sondert  aus  dem  zweiten  Glied  noch  einmal  den  Factor  H  ab, 
so  kommt: 

9\\  9ti  9n  9n  9$i  9\i  ^ 
*ii  tn        ^28  tsi  0 

Xu  Xtt  Xm  Zn  Zsi  Xit  ^ 

»II   »2,   »J8  Ojj  ©81  «1»  0 


2/-,    0    0    0    /,    A  dx, 

0  2/;  0  /3  0  /•,  dx. 


0 


0  /i    /i     0  dx,\ 


9i 
9t 
9i 


ausserdem  noch  eine  mit  dem  Factor 


—  («~l)p«t«-JI 


behaftete  Deter- 


minante ,  welche  ans  der  ersten  der  hingeschriebenen,  L,  dadurch  ent- 
steht, dass  man  dx^  durch 


U.  8.  W. 


ersetzt.  Diese  letztere  vereinigt  sich  mit  der  zweiten  der  hingeschrie- 
benen zu 


Digitized  by  Google 


Dreipunktig  berfihrende  Carren. 


22Ò 


V.  Um 


^11  9rs  9^23  ^31  <Pi2 

i'u  If»»  ♦ai  ^it 

tit  tti  Xn  ta  Xii  %i2 

»II  "sj  ®»  »si 

/it  At  /ss  /ti  /si  As 

A'  /i'  A/i  /i/l  /".A  1 


9 

£  q>ikdXidXk 

auf  einfachere  Ausdrücke  zurfickzufilhren,  dìfferentiire  man  die  Glei- 
chung (4)  noch  einmal  und  drücke  d^Xf,  ganz  durch  die  ersten  Diffe- 
rentiale aus.  Bildet  man  dann  £q>td^Xi,  so  kommt-  fQr  die  vorliegende 
Determinante  nur  das  Ulied 


in  Betracht.  Dieselbe  redneirt  sich  daher,  wenn  man  wieder  die  schon 
unter  IV.  benutate  Covariante  einführt,  und 

seist,  auf 

9\\  9-n  ^xi  9 VA  931  9 VI 

V'ii   ^22   V'aa  V'ja  ^ai  M>n 

Xu  Xss  Xss  Xss  Xsi  Xit 
^C*«.    «„  tì>„  0„  4P„  o,,  o„ 

2/",  0    0    0    A   /i  f,M,^f,H, 

0    0   2/-3  A    /;     0  f,H,-f,H, 

vermehrt  um  die  mit  dem  Factor  («-^)(3w-6).  behaftete  De- 

terminante Ly  welche  schon  unter  IV.  auftrat.  * 


(n— i)(3n-6) 


0 

0 
0 
0 


VI.  Auf  diese  Determinante  L,  muUiplicirt  mit 
kommt  endlich  auch  der  letzte  Theil 


9 

£if>{dxt 


n  — l 


Mathematiacht  ABiialeo.  Z. 
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des  Diü'erentiiilausdrucks  (I)  zurück,  wenn  mau  die  Gleichung  (4)  be- 
nutzt und  nach  den  Unterdeteruimauten  der  letzten  Uorizontahreihe 
ordnet. 

Zieht  man  diejenigen  Terme  unter  J.  bis  VI.,  welche  die  Diffe- 
rentiale noch  enthalten,  mit  Berücksichtigung  der  numerischen  Coeffi- 
cienten  in  (1),  zusammen,  su  sieht  mau,  dass  nur  noch,  abgesehen 

von  dem  Factor  (s  —  3)  (s— 2)  (» —  1)  '  -j-  (f^k^,  der  Dift'ereniialausdruck 

8p«*»L  — 2D 

zu  behandeln  bleibt.  Für  die  hieraus  durch  Ausscheidung  des  Factors 
P  zu  bildende  Function  scheint  jedoch  eine  Darstellung  in  Determi- 
nantenform nicht  möglich  zu  sein. 

December  1875. 
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Ueber  iliejenijjft'ii  FÎilcheii  dritten  (irades.  ani"  denen  8Ìch  drei 
gerade  Liuien  in  eiuern  Puukte  schueiden*). 

Von  F.  E.  SOKABDT  t* 


Auf  jeder  allgemeinen  Flüelie  dritteu  Ci  rades  liegen  bekanntlich 
27  gerade  Linien,  und  zwar  sind  dieselben  so  vertl^eilt,  dass  sich  durch 
jede  Gerade  5  Ebenen  legen  lassen,  deren  jede  noch  zwei  weitere  Ge- 
rade (\vr  Fläche  enthüll.  Drei  so  in  einer  Ebene  liegende  gerade  Linien 
bilden  nun  im  Allgemeinen  ein  Dreieck,  und  nur  bei  speciellen  Flächen 
durchschneiden  sich  dieselben  in  einem  Punkte.  Die  Betrachtung  dieser 
besonderen  Flächen  nun  ist  d»'r  Zweck  der  nat  h.steln'uden  Abhandlung. 
Dieselbe  beginnt  mit  einer  allgemeinen  Untersuchung  derjenigen  Flächen 
dritteu  Grades,  auf  denen  sieb  einmal  drei  gerade  Linien  in  einem 
Punkte  schneiden  j  sie  wendet  sich  dann  vorzugsweise  den  Flächen  zu, 
auf  welchen  dieser  Fall  sedtmal  eintritt,  und  schliesst  mit  einer  fie- 
ireehtang  Ton  3  speciellen*  Fliehen  der  letsteren  Art.  Literatumaeh- 
weise  konnten  nur  an  wenigen  Stellen  beigefügt  werden,  da  dem  Ver- 
fasser  aoMer  den  allgemeinen  Werken  Uber  Fliehen  dritten  Grades  von 
Cremona  nnd  Stnrm  nnd  entier  Salmon's  analytischer  Geometrie 
des  Baumes  fttr  seine  specielle  Arbeit  nor  die  Abhandlung  von  Clebsch: 
,yUeber  die  Anwendung  der  quadratischen  Substitution  auf  die  Glei- 
chungen fünften  Grades  und  die  geometrische  Theorie  des  ebenen 
Fünfiseits"  (Bd.  IV  der  mathematischen  Annalen)  zu  Gebote  stand. 
In  df-r  letzteren  ist  aber  nur  von  einer  ganz  speciellen  der  zu  behandeln- 
den Flächen,  der  sogenannten  Diagonalfläche,  die  üede. 

1.  Wmn  sich  auf  irgend  einer  Fïâehe  drei  gerade  LwUen  in  einem 
Fmkte  «cAfictdini,  ohne  dabei  tfi  einer  Ebene  0u  liegen,  so  muss  der 
SehniUpunM  nothwendig  ein  KnoUnpunkt  der  Fiäeke  sein. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  eigiebt  sieh  synthetisch  sofort,  wenn 
man  bedenkt,  dass  jede  durch  zwei  der  geraden  Linien  gelegte  Ebene 
die  Fläche  in  einer  zusammengesetzten  Linie  durchschneide!^  von  welcher 


*)  Wir  entnehmen  diese  leiste  Arbeit  dee  verstorbenen  Verfaesers  dem  Oster^  . 
Programm  1976  der  Bealichule  1.  Ordnung  su  Chemnits.  Die  Red. 
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jene  Linien  einen  Tlieil  ausmachen,  und  welche  daher  in  dem  frag- 
liciieu  Punkte  einen  Doppelpunkt  besitzt.  Da  nun  jede  Ebene,  welche 
aus  einer  Fläche  eine  Linie  mit  Doj)j)elpunkt  ausschneidet,  als  eine 
Tangentialebene  der  Fläche  in  demselben  angesehen  werden  muss,  so 
besitzt  der  betretf'ende  Punkt  im  vorliegenden  Falle  drei  rerschiedeue 
TaDgenüalebeuen,  was  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  er  %m  Knoten- 
punkt der  IlSehe  ist. 

Analytisch  folgt  derselbe  Satz  sofort  aus  der  allgemeinen  (ileichuug 

derjenigen  Fl&cheni  welche  durch  die  drei  Schnittlinien  der  Ebenen 
tttK*Of  ß  msmOf  y  ^  0  gehen.  Es  bedeuten  in  dieser  Gleichung  die 
Grössen  f  homogene  Functionen  gleicbhohen  Grades  der  vier  Coordi- 
naten  a,  ß,  y  und  Ö. 

Bei  den  Flächen  dritten  Grades  mit  einem  Knotenpunkte  gehen 
durch  denselben  nicht  nur  drei,  sondern  sechs  gerade  Linien  der  Fläche. 
Denn  die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche  dritten  Grades,  welcho  den 
Funkt  «  =  Û,  ^  r=  0,  y~()  zu  einem  Knoteni)unkt  hat,  ilarf  weder 
die  ilritte,  nodi  die  zweite  Potenz  der  vierten  Coordinate  Ô  enthalten^ 
und  muss  also  sein 

Ò  K,  +  a;,  =  0 , 

wobei  in       und  Ä',  d  nicht  mehr  vorkommt.  Durch 

Ä,  — 0,  -a:,  — 0 

werden  aber  zwei  Kegel  sweiten  und  dritten  Grades  daigertellt»  welche 
den  Knotenpunkt  som  gemeineamen  Scheitel  beeitsen  und  deren  ans 
sechs  Geraden  bestehende  Durchschnittslinie  der  Gleichung  sufblge  anf 
der  Fläche  liegen  muss.  Auf  Fliehen  höheren  Grades  gehen  dagegen 
nur  ausnahmsweise  gerade  Linien  durch  einen  Knotenpunkt. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  Flächen  dritten  Grades  mit  Knoten- 
punkte nur  insoweit  borficksichtigen,  als  sich  auf  denselben  zugleich 
anderweit  drei  gerade  Linien  in  einem  Punkte  schneiden,  und  werden 
uns  infolge  dessen  auf  den  Fall  beschränken,  in  welchem  sich  die  drei 
geraden  Linien  in  einem  Punkte  schneiden  und  ihr  gemeinsamer  Schnitt- 
punkt ein  einfach^  Punkt  der  Fläche  ist. 

2.  Zur  Ermittelung  der  allgemeinen  Gleichung  einer  Fläche  dieser 
Art  1)(  dürfen  wir  noch  des  folgenden  Lehrsatzes: 

Wenn  sich  auf  einer  Fläche  n""  Cìrcides  n  in  eiiirr  Ehmr  liegende 
ffciadr.  Linien  in  einem  Punkte  sehneidm^  so  zerfüllt  die  erste  Polar- 
ftäche  des  éichnitlptinklcs  in  Bezug  auf  die  gegebene  Fläche  in  jene  Ebene 
und  in  eine  Fläehe  (n  —  2)"'''  tirades. 

Sind  nämlich  die  Coordinateu  des  fraglichen  Punktes 
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und  ist  «  =  0  die  Gleichuüg  der  Ebeue,  in  welciier  jene  Geradeu  liegen, 
so  ist  die  (.ileichuiig  der  Fläche 

wobei  die  beiden  /'  lioim »^a'ne  Fuiictioueu  resji.  "  und  u?--!)'*^"  Grades 
der  inuerhülb  der  Klammer  stebeuden  Cuordiuaten  sind.  Setzt  mau 
uämlicii  in  dieser  Gleichung  a  =  0,  m  wiril  dieselbe  zu 

nnd  stellt  n  gerade  Linien  dar.  Die  Gleichung  der  ersten  Polarflüche 
des  Schnittpunktes  wird  nun  durch  den  gleich  Null  gesetzten  Difl'erential- 
quoiienten  der  Flächengleicbung  nach  Ô  dargestellt  und  ist  somit: 

Hiernach  ist  das  Behauptete  evident.  Leicht  zu  beweisen  ist,  dass 
auch  die  Umkehrung  desselben  gilt: 

Wenn  die  erste  Polarfläihc  einen  Punktes  in  Bezmj  auf  eine  Fiäclic 
n'*"  Grades  in  eine  dureh  ihn  ijehendc  Eljene  und  eine  Fläelic  (n  —  2)'"* 
Grades  zerfällt,  so  liegt  jener  Tnnkf  auf  der  Fldehc,  die  Khene  ist  die 
Tanffenddiehi  tii  drr  FJäclw  in  iiiin  und  schneidet  die  Fläcfw  in  n  durüi 
den  Punkt  (jchrndcn  ytraden  Linien. 

Jede  Ebene,  welche  durch  einen  derartigen  Punkt  gt'ht,  schneidet 
die  Fläche  in  eiuer  Curve,  deren  Tangente  in  jenem  Punkte  mit  der 
Curve  n  zu.sammenfallende  Punkte  gemeinschaftlich  hat. 

Ist  die  Fläche  eine  solche  dritten  Grades,  so  geht  der  erste  all- 
gemeine Satz  in  den  folgenden  speciellen  über: 

Wem  sich  auf  einer  Fiädte  êriUei^  Grades  drei  tft  enter  Mene 
liegende  gerade  Idnien  tn  6MMM  Punkte  eehneidenf  so  serfaiU  die  erste 
Peilare  dieses  Jhtnktes  in  Bemng  auf  die  FlätAe  in  swei  BSbenen,  deren 
eine  jene  Tangentiaidfene  ist. 

Während  also  im  Allgemeinen  der  Berflhruugskegel  einer  Fl&che 
dritten  Grades,  welcher  seinen  Scheitel  in  einem  beliebigen  Punkt  der- 
selben hat|  Tom  vierten  Grade  ist,  wird  er  für  den  Schnittpunkt  von 
drei  Geraden  der  Fläche  nur  yöm  dritten  Grade.  Es  hftngt  dies  damit 
zusammen,  dass  jede  durch  diesen  Schnittpunkt  gehende,  auf  der  Fl&che 
liegende  ebene  Curve  in  ihm  einen  Wendepunkt  besitzt,  und  folgt  un- 
mittelbar  aus  dem  Satze,  dass  man  von  einem  Wendepunkte  aus  an 
eine  ebene  Curve  dritten  Grades  drei  Tangenten  legen  kann,  deren 
Berührungspunkte  in  einer  Geraden  liegen. 

3.  Clebsch  hat  enerst  (Crelle's  Jonmal,  Bd.  59,  vergi,  auch 
Salmon's  analytische  Geometrie  des  Raumes,  deutsch  von  Fiedler, 
p.  397)  den  Beweis  geliefert,  dass  die  allgemeine  Gleich ud^ì;  einer 
Fläche  dritten  Grades  in  nur  einer  Weise  auf  die  Form  gebracht  wer- 
den kann: 
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wo  a  «  0,  /}  0  u.  8.  w.  die  Gleidiongen  von  Ebenen  und  die  in 
diesen  enthaltenen  Gonstanten  so  gewählt  sind,  dass 

Diese  füllt' Ebenen  bilden  ein  Pentaeder.  Die  !<•  Ecken  desselben, 
und  zwar  im  Allgemeinen  diese  allein,  besitzen  nun  die  Eigenschaft, 
dass  ihre  erste  Polaren  in  Bezug  auf  die  Fläche  dritten  (J rades  in  zwei 
Ebenen  zerfallen.  So  ergiebt  sich  aus  obiger  Gleicliung  durch  DiÖ'e- 
reuzireii  derselben  nach  a  oder  ß  unter  gleichzeitiger  Berücksichtigung 
der  zwischen  den  5  Grössen  a,  /3  u.  s.  w.  bestehenden  Relation  die 
Gleichung  der  ersten  Polaren  des  Eckpunktes  y  =  0,  d  «=  0,  f  =  0: 

Diese  Polare  zerfällt  also  in  die  zwei  Ebeneu 

Sollen  somit  auf  unsrer  Fläche  dritten  Grades  sich  drei  gerade 
Linien  in  einem  Punkte  schneiden,  so  muss  nach  §  2.  eine  der  10  Ecken 
des  Pentaeders  in  der  Flfiche  liegen.  Dies  tritt  aber  für  die  eben  als 
Beispiel  gew&l|)te  Ecke  nur  dann  ein,  wenn 

Sktä  aomU  m  der  aUgemeinm  auf  das  Pentaeder  ìpegogene»  Glei- 
diung  einer  Fiädie  d/riUm  Grades  gvm  Cocffwimten  gleich  ^  so  Uegen 
amtf  der  Fläche  drei  si^  m  einer  Pentaederedse  schneidende  Gerade, 
ÂU8  der  Gleichung  der  Flache,  welche  infolge  der  Gleichheit  sweier 
Coefficienten  die  Form  annimmt: 

ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Ebene 

diejenige  der  drei  Geraden  ist.    iSubstituirt  mau  uäinlich 

a^  ~  ß 

in  die  Gleichung  der  Fläche;  so  erhält  mau  wegen 

die  Gleichung 

welche  iu  Verbindung  mit 

drei  Gerade  darstellt,  welche  sich  in  einem  Punkte  trerten.  Diese 
Ebene  ist  aber  eine  Diagunalebene  des  i'outaeder^,  da  aus  der  (  Jleichung 
derselben  hervorgeht,  dass  sie  durch  die  8chnittlinif;  der  zwei  I'entaeder- 
ebenen  a  =  0,  —  0  geht,  und  da  ausserdem  nach  dem  Vorigen  die 
Pentaederecke  y  =-0,  0  =0,  £  =  0  in  ihr  eutlialten  ist.  Daher: 
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We$m  tkk  auf  einer  FWdte  dnUen  Grades  drei  Gerade  in  einem 
Jhmftfe  treffen,  ao  ist  die  Ebene  dersdben  eine  Diaffonaìébene  tmd  der 
SOmUtpunki  eine  Etke  des  Pentaeders  der  Fioche. 

Za  bemerken  ist  noch,  dass  die  Gleichoiig  der  Ebene,  welche  mit 
derjenigen  der  drei  Geraden  die  erste  Polare  der  Pentaederecke 

ymmO,   d  — 0,  <  — 0 

aasmacbt, 

ist,  und  dass  somit  die  Bertthruugsebene  des  von  jener  Ecke  aus  ao 
die  Fläche  zu  Ie{;^enden  Berühruugskegels  dritten  Grades  durch  die  näm- 
liche Pentaederkante  geht,  wie  die  Ebene  der  drei  Geraden,  und  mit 
dieser  den  von  den  beiden  darin  zusammenstOBsenden  Pentaederebenen 
gebildeten  Winkel  harmonisch  theilt. 

4.  Durch  Betrachtung  aller  möglichen  Fälle  ergiebt  sich  zunächst, 
dass  auf  einer  Fläche  dritten  Grades  1,  2,  3,  4^  6  und  lOmal  der  Fall 
eintreten  kann,  dass  sich  drei  ^^^erailc  Linien  in  einem  Punkte  schneiden. 
Die  diesen  Fallen  euteprecbeuden  Gleichungen  der  Fläche  haben  die 
folgenden  Formen: 

1)  «»4./|»  +  fcy3-|- W-hm«»  — 0, 

2)  «»  +  ^-|-Jb(y»-fd»)  +  ï«»  —0, 

3)  a»  -f     +     +  f^^'  -f-  î«*    —  0, 

5)  a'  +  /^^  +  y'  4-      4-  k€\  =0, 

6)  a»  -f  ^3  +  y3  +     4-  «'^       —  0 . 

Aus  der  Gleichung  2)  geht  hervor,  dass,  wenn  sich  auf  einer  Fläche 
dritten  Grades  gweimal,  aber  nicht  öfter ,  drei  gerade  Liiiint  lu  rinrtn 
Putìkte  schneiden f  die  Verbindmigiiiiime  heider  SckniUptmlUe,  hier  die 
Gerade 

«  +  ^  =  0,  y4-d-0, 

der  fluche  anrjehört. 

WriDi  (htgffjcu ,  wie  bei  der  Fläche  3),  dreimal,  ainr  nicht  öfter, 
drei  (jeradc  Linien  der  Flädir  si'  h  In  rinmi  Finikte  srjnn  ideìi,  su  liegen 
die  drei  SchtUUpunkle  auf  tuu  r  und  derselben  Pentnederkante ,  hier 

Die  Fälle  ò)  und  6),  deren  letzterer  die  von  Clebsch  so  genannte 
IHagonalfläche  liefert,  sollen  später  ausführlicher  betrachtet  werden. 

ö.  Die  vorigen  Betrachtungen  haben  jedoch  gewisse  Flächen  nicht 
mit  ergeben,  auf  welchen  sich  theilweise  noch  öfter,  als  lOmal  drei 
gerade  Linien  in  einem  Punkte  schneiden.  Dieser  Umstand  erklärt  sit  Ii 
dadurch,  dass  die  ohvu  aufgestellte  Behauptung,  es  könnten  nur  die 
ersten  Polaren  der  10  Peutaederecken  in  ein  £benenpaar  zerfallen^  nur 
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im  Allgemdnen  richtig  und  för  8pecieUe  Flachen  dritten  Gradée  nicht 
m^r  sntraffbnd  ist. 

Unter  der  Hesse'schen  Fliehe  einer  beliebigen  Fl&ehe  Tersteht 
man  bekanntlieh  den  geometrischen  Ort  aller  Ponkie,  deren  quadrati- 
sche Polare  (PolarflSche  2.  Grades)  zu  einem  Kegel  wird.  FOr  die  all- 
gemeine Fläche  dritten  Grades  ist  dieselbe  vom  vierten  Grade  und  ihre 
Gleichung  nimmt,  falls  .die  unprQngliche  Fläche  wie  früher  auf  das 
Pentaeder  bezogen  ist,  die  einfache  Gestalt  an: 

Die  10  Ecken  des  Pentaeders «ind  Knotenpunkte  dieser  Hesse- 
schen Fliehe  und  haben  als  solche  die  Eigenschaft,  dass  ihre  quadrati- 
sche Polare  in  Besug  auf  die  Fläche  dritten  Grades  in  swei  Ebenen 
zerfiUlt.  Hätte  die  Hesse 'sehe  Fläche  jedoch  ausser  diesen  und  den 
etwaigen  Knotenpunkten  der  ursprünglichen  Flache,  welche  ihr  bekauni- 
lich  auch  als  solche  angehören,  noch  weitere  Knotenpunkte,  so  würden 
diese  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen.  Dieser  Fall  kann  allerdings 
eintreten,  aber  nur  dann,  wenn  die  Hesse'sche  Fläche  in  Flachen 
niedrigeren  Grades  zerfällt  und  daher  Doppellinien  besitzt. 

Wenn  von  den  fünf  Ebenen  des  Pentaeders  vier  durch  einen  und 
denselben  Punkt  gehen,  so  kann  wohl  die  Gleichung  der  Fläche  auch 
fernerhin  auf  die  Form  : 

gebracht  werden,  es  ist  aber  nicht  mehr  mdglich,  die  Summe  der  fünf 
Goordinaten  gleich  Null  su  setzen,  sondern  nur  diqenige  von  vier 
Coordinaten,  so  dass  etwa: 

wäre.  Der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  vier  Pentaederebeueu  «  =  0, 
^  =  0,  y  =  ()j  £  =  0  besitzt  die  l']igenschaft,  dass  von  ihm  aus  ein 
ogculireuder  Kegel  dritten  Grades  an  die  Fläche  gelogt  werden  kann, 
eine  Eigenschaft,  durch  welche  die  Fläche  vollständig  charakterisirt  ist. 
Die  ebene  BerOhrungscurve  dieses  Kegels  liegt  in  der  Ebene  d  »  0 
und  besitzt  die  Gleichung: 

d  =  o,  j«^'4-i^/3-*-f  cy-f  i;£'  =  o. 

Bekanntlich  kann  die  Gleichung  einer  Curve  dritten  Grades  auf 

unendlich  viele  Weise  in  diese  Form  gebracht  werden,  so  dass  von  dem 

Pentaeder  der  Fläche  eine  Ebene  (ò  =  0)  und  der  »Schnittpunkt  der 

vier  übrigen  Ebenen  bestimmt,  diese  vier  Ebenen  seilest  aber  unbestimmt 

sind.    Mau  kann  daher  auch  als  Gleichung  der  Fläche  die  folgende 

wählen:  • 

d»H- JT  — 0, 
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wo  JT  0  einen  Kegel  dritten  Grades  vom  Scheitel  a  0,  ß^O, 
fmmO  dantelli 

Die  Hesie'sdie  FlSdn  dieser  Oberfl%she  zerfallt  nun  in  swd  Theile, 
und  swar  in  die  Ebene  d  «  0  nod  in  dep  H  e  see 'scheu  Kegel  des 
Kegels  JT  »  0,  der  wie  dieser  vom  dritten  Grade  ist  Diese  beiden 
Theile  durchschneiden  sich  in  einer  Gurre  dritten  Grades,  welche  als 
Doppellinie  der  Hesse'scheu  Fliehe  angesehen  werden  muss  und  sn- 
gleich  die  Hesse'sche  Onrre  der  Linie: 

darstellt.  Diese  DoppeUit^e  begeyttel  der  Fiääi»  dritten  Grades  in  9 
PmkteH,  den  9  Wendtjmtétm  der  Cmrve,  in  wdcker  die  Fläche  wm 
ihrem  oieiidxrenden  Kegd  herührt  wird,  und  diese  9  Punkte  sind  eugleick 
sdUAe,  in  denen  sieh  drei  gerade  Linien  der  Fiäehe  in  einem  FunIde 
sdineiden. 

Die  9  Ebenen,  in  welcheu  je  drei  sich  in  einem  Punkte  treffende 
Linien  liegen,  gehen  s&mmtlich  durch  denselben  Punkt,  den  Scheitel 
des  Kegels  K,  Die  übrigen  36  Dreiecksebenen  der  Iliache  schneiden 
sich  12 mal  au  je  dreien  in  den  12  geraden  Linien,  welche  durch  je 
drei  Wendepunkte  der  BerOhrungscunre  gtbeu. 

6.  Wenn  die  Ebene  £  durch  die  Schnittlinie  der  Ebeueu  «  und  ß 
gebt,  so  würde  die  Gleichung  der  Fläche  sein: 

Acc'  -f  />'/i  -}-  C>3  +  Dò'  +  Mê^  =  0 
unier  der  VorausseUuug,  dass: 

Man  kann  aber  jede  binäre  cubische  Form,  also  auch  die  folgende: 

+       -  E{a-\-ßy 
auf  die  Summe  zweier  Guben: 

reduciren.  Setzt  man  nun  wieder  für  a  -\-  kß  und  U'\-lß  resp.  «  und 
ßf  sowie  für  m  und  n  A  und  so  findet  man,  dass  die  Gleichung 
der  Fliehe  immer  auf  die  Forp: 

Au^  +  Bß^  +  Cy»  +  Dd»  —  0 

gebracht  werden  kann,  oder  auf  die  noch  einfechere: 

«3  ^        -f  y3  _|.  ^3  _ 

wenn  man  die  Constanten  in  die  Goordinaten  selbst  mit  einscbliessi. 
Für  diese  Fläche,  deren  Gleichung  somit  auf  die  Summe  von  vier 
Cuben  zurückgeführt  werden  kann,  wird  die  Hesse'sche  Flache  einfach 
von  der  Gleichung: 

aßyö  =  0  j 
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sie  wriUUt  also  in  du  vier  Ebenen  eines  Tetraeders,  dessen  Kauten 

Doppellinien  derselben  sind. 

«leder  Puukt  auf  einer  «^eser  Kanten  hat  nun  in  der  That  die 
Eigenschaft,  dass  seine  erste  Polarfläche  in  Bezug  auf  die  Fläche  dritten 
Grades  an  einem  Ebenenpaar  wird.  So  ist  die  Gleichung  dieser  Pdaren 
für  den  Punkt: 

«,««  +       — 0. 

Jede  der  vier  Tetraederecken  sjieciell  iiat  die  Eigenscliaft,  dass  ihre 
Pohire  in  zwei  zusammenfallende  Ebenen  ^terfälitj  wird  z.  B.  noch 
^,•=0,  so  geht  vorige  Gleichung  über  in: 

Von  jeder  der  vier  £cken  aus  ist  daher  nur  ein  Tangentialkegel 
dritten  Grades  an  die  Fläche  möglich,  dessen  Erzeugenden  die  Fläche 
oscnliren. 

Die  Punkte  da'_re^feii,  in  welchen  die  <>  Tetraederkanten  <ier  Fläche 
dritten  (Jrades  heLre<4;nen ,  sind  solche,  durch  weiche  /u^'leich  drei  in 
einer  El-ene  liegende  tìerade  di  r  l'läche  gehen.  Soklier  Punkte  giebt 
es  18.  —  Âuch  auf  diese  Fläche  kommen  wir  später  ausführlicher 
zurück. 

Weitere  Flächen  dritten  Grades,  deren  II  esse 'sehe  Flächen  in 
sulche  niedrigeren  (Jrades  zertallen,  würde  man  erhalten,  wenn  mau 
zwei  der  fünf  Pentaederebenen  zusammenfallen  liesse.  Die  Gleichung 
einer  solchen  Fläche  geht  hervor,  wenn  nuiu  in  der  auf  das  Pentaeder 
bezogenen  Gleichung  etwa  «  nnd  ß  durch: 

«  +  -|-  und  «f  —  -|- 

ersetzt,  isuwie  statt  .4  und  Ii  resp.  .4Â  und  —  A  k  einführt  uud  sodaiin 
k  uueudlich  gross  werden  lässt.    »Sie  hat  daher  die  Form: 

Äa^ß  -j-  Cy  +  J)ò^  —  A  (a-f-y-l-d)»  —  0  . 

Wir  gehen  jedoch  hier  auf  diese  Flächen,  auf  denen  sich  stets  ein 
uniplanarer  Knotenpunkt  nachweisen  lässt  und  deren  Hesse'sche  Fliehe 
aus  zwei  zusanunenfallenden  Ebenen  und  einem  Kegel  zweiten  Grades 

besteht,  nicht  näher  eiu,  da  sidi  im  Allgemeinen  anf  ihnen  ausser  den 
durch  den  Knotenpunkt  gehenden  (T(>raden  keine  weiteren  vorfinden, 
die  sich  zu  dreien  in  einem  Punkte  schneiden. 

Wollte  man  ausser  zwei  Pentaederebenen  noch  einmal  zwei  der- 
selben zusammenfallen  lassen,  so  würde  die  entstehende  Fläche  eine 
TirgdfUiciw  dritten  Grades  sein.  Auf  dieser  schneiden  sich  gewisser- 
niassen  in  jedem  Punkte  der  Doppellinie  drei  gerade  Linien,  von  denen 
allerdings  zwei  zubammeufalleu. 
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7.  Besonders  beachtenswerih  sind  diejenigen  unter  den  von  uns  sui 
'betracbtendeii  Flacheni  welche  Knoknpwikk  besitsen.  Soll  «in  solcher 
Punkt  in  der  allgemeinen  Flache  dritten  Grades: 

wobei  , 

«  +  /i  +  y  +  *4-«-o 

ist,  anftreten,  so  muss  iswischen  den  Coefficienten  Äy  B  ii.  9,  w.  eine 
gewisM  Relation  bestehen,  deren  Anfsnchnng  leicht  ist  Es  können 
niünlich  fflr  jede  FlSehe  nur  solche  Pünkte  Knotenpunkte  werden,  fQr 
welche  die  vier  Differentialquotienten  der  Flacheugleichung  nach  den 
vier  Coordiuatou  verschwinden.  Der  Punkt  (a, ,  /Î, ,  y,,  d|)  wird  cbir 
her  für  die  obige  Fläche  dann  ein  Knotenpunkt  sein,  wenn: 

^«1*  —  Bß,'^  ^  Ori'  «  J)9x^ 

oder 

«,  :/î,  :y,  :  ^,  :  f,  =  A-^  :  li'^  :C 

Heizt  man  diese  Werthe  iu  die  Flächcngleichung  ein,  so  erhalt 
man  als  die  gesuchte  Relation  Ewischen  den  Coefficienten: 

Die  Quadratwurzeln  können  dabei  sowohl  in  voriger  Tropurtion, 
als  auch  in  dieser  Gleichung  das  positive  und  negative  Vorseichen  be- 
sitsen,  doch  mOssen  die  Yonseichen  derselben  Wurzel  in  beiden  FiUlen 
fibereiustimmeu.  Da  sonach  noch  vier  der  Ooeficienten  willkflhrlich 
sind,  so  kann  man,  dieselben  {^ichsetzend ,  bewirken,  dass  auf  der 
Fläche  sechsmal  drei  gerade  Linien  durch  einen  und  denselben  Punkt 
gehen  und  zwar  ohne  dsas  dabei  die  sechs  Geraden  betheiligt  sind, 
welche  sidb  in  dem  Knotenpunkte  schneiden.  Auch  auf  diese  specielle 
interessante  Fläche,  dwen  Gleichung  die  Form  hat: 

komuien  wir  später  zurück. 

Soll  die  Fläche  zwei  Knotenpunkte  besitzen,  so  muss  für  die  Uoordi- 
naten  beider  F\jnkte  die  obige  Proportion  erfüllt  sein,  was  nur  dann  ^ 
möglich  ist,  wenn  bei  beiden  gewisse  Vorzeichen  verschieden  sind. 
Sollen  uuu  etwa  die  beiden  Tunkte: 

a:ß:y:ä:6^  Ä'^  :  —  iT i  :  CT*  :  D'i  : 

und 

Knotenpunkte  der  Fläche  sein,  so  können  die  beiden  zu  erfüllenden 
Gleichungen: 

A  k^B  •i4-c'-i4-i>-i-fii'  i«0 

und 

—  il  i-H-ö-i-i- 0'  i-i-i>  l-fii'  i-=0 
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nur  dauu  gleichzeitig  be^teheu,  wenn: 
und 

C  i  -j-  i)  i  4-  p;^  =  0. 
Der  ersten  Gleichung  zufolge  muüH  nach  §  3.  die  Ebene 

die  Flachen  in  drei  geraden  Linien  schneiden,  welche  eich  in  einem 
Punkte  treffen.  In  der  That  enthält  eine  Fliohe  dritten'  Gradée  mit 
zwei  Knoteopuokien  die  gerade  Verbindungslinie  beider  Punkte  und 
besitzt  längs  derselben  in  allen  Punkten  dieselbe  BerBhmugsebene. 
Diese  Ebene  nun  schneidet  daher  die  Fläche  in  zwei  zusammenfallen- 
den Linien  und  einer  weiteren  Geraden  und  ist  also  eine  £bene  der 
angegebenen  Art.  Aus  ihrer  Gleichung  und  aus  den  zwischen  den 
Coordinaten  der  Knotenpunkte  bestehenden  Proportionen  erg^ebt  sich 
noch  der  folgende  Satz: 

Hat  eim  FUicha  driltm  (hades  zwei  Kmtenpuiikte,  so  Unim  hcicle 
in  einer  Diafionalehf  m'  de^  Jfenlaeders  und  Hire  Verbindungslinie  geht 
durch  eine  Ecke  deaselberi. 

Die  Bedingtmg 

C  i  +  2)-*  + i  — 0 
wird  unter  Anderem  erfüllt,  wenn: 

ist  Bei  der  sich  unter  dieser  Voraussetaung  ergebenden  Fläche: 

o*  -I-  /JS  4-  Jfc(y«4-d»4-4f')  —  0 

schneiden  sich  überdies  drei  gerade  Linien,  dereu  keine  durch  «'inen 
Knotenpunkt  geht,  in  einem  Punkte.  Mehr  als  einmal  kann  dieser 
Fall  bei  Flächen  dritten  Grades  mit  zwei  Knotenpunkten  nicht  ein- 
treten. 

Auf  gleiche  VVei^ie  stellt: 

«3  ^     ^  y3  ^  4(<j3-|.e3^  «  0 

eine  TOche  ndt  drei  Knotenpunkten  dar,  auf  welcher  die  einzigen  drei 
geraden  Linien,  welche  nicht  durch  einen  Knotenpunkt  gehen,  sich  in 
einem  Punkte  schneiden.  Die  Coordinaten  der  drei  Knotenpunkte  sind 
bei  dieser  Flache  die  folgenden: 

«,       :  y,  :  d,  :  f,  —     2:  — 2:  —  2: 1 : 1, 
«2  :  /5  .  :     •     :  *2  =  —  2  Î     2  :  —  2  Î  1  :  1 , 
:    j  :      :      :     =  —  ^  ;  —    :  2:1:1, 
und  die  Ebene  der  drei  Punkte  ist: 

a~  c««iO. 
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Endlich  wird  durch  die  Gleichung: 

«3  +  jJ3  ^  y3  ^  ^3  ^       ^3  ^  0 

eine  Fläche  dritten  Grades  mit  vier  Knotenpunkten  daigeetellt. 

8.  Bei  den  Flächen  dritten  Grades  mit  einem  Knotenpunkte,  deren 
Untersochnng  oben  durchgeffihrt  worden  ist,  kann  es  auffallend  erschei- 
nen, dass  unter  den  Geraden,  welche  sich  zu  dreien  in  einem  Punkte 
schneiden,  nie  eine  durch  den  Knotenpunkt  gehende  vorkommt.  In 
der  That  aber  sind,  wenn  sieh  auf  einer  Fläche  dritten  Grades  drei 
in  einer  Ebene  liegende  gerade  Linien  in  einem  Punkte  schneiden  und 
eine  derselben  durch  einen  Knotenpunkt  geht,  nur  zwei  Fälle  möglich. 
Entweder  hat  die  Fläche  noch  einen  zweiten  Knotenpunkt,  die  Gerade 
ist  die  Verbindungslinie  beider  und  die  Ebene  der  drei  geraden  Linien 
ist  die  Berührungsebene  längs  derselben,  welcher  Fall  bereits  oben 
erledigt  ist,  oder  die  zwei  anderen  Geraden  gehen  durch  den  nämlichen 
Knotenpunkt  und  dieser  ist  ein  Iriplnnarcr  oder  iiuijihnartr. 

Die  i'liiclien  dieser  Art  liiibeu  wir  im  vorigen  §  von  der  Hetruch- 
tuMg  voriilutig  ausgeschlossen,  da  wir  ein  vollständig  bestimmtes  Penta- 
eder voraussetzten,  welches  für  diese  Flächen  nicht  existirt.  Ea.sei 
dagegen  jetzt  die  (Jleiehung  der  Fläche: 

unter  der  Voraussetzung,  dass: 

Soll  für  diese  Fläche  der  Punkt  ßf,  9^,,  â^,  f,)  ein  Knoten- 
punkt sein,  so  sind  die  Bedingungen: 

und 

Z>0,2  =  0 

zu  erfflilen,  der  Knotenpunkt  muss  daher  in  der  Ebene  da^O  li^(en 
und  seine  Cordinateu  mttssen  sein: 

während  zwischen  den  Goefficienten  noch  die  Verbindung  bestehen 
muss: 

Die  Gleichung  des  Berfihrungskegels  in  dem  Knotenpunkte  ist: 

«  -f  iii  ß-i  ^C^y-i  -\-  E\     ^  0 . 
Ein  Scheitel  dieses  Kegels  liegt  also  in  dem  Funkte: 

a  =  0,    ^  =  0,    y  =  0; 

ein  weiterer  Scheitel  muss  aber  offenbar  der  Knotenpunkt  selbst  sein, 
was  nur  dann  zugleich  mit  jenem  möglich  ist,  wenn  der  Kegel  in  swei 
Ebenen  serfällt,  der  Knotenpunkt  also  hijß(MMr  wird. 
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Hat  somit  cine  Fläche  dritteiì  Grndrs  mit  einem  OSCttUrcndefi  Kcfjrl 
dritten  Grades  einen  Knotcnpunhi ,  so  ist  dieser  biplanar  und  lieyt  in 
der  Berühruri(/sebene  jenes  Ketfels. 

Nach  §  't.  schueideu  sicli  in  jedem  Wendepunkte  der  iieniliiungs- 
curven  drei  gerade  Linien  der  Klädie.  r)a  nun  eine  ebene  Curve  dritten 
Grades  mit  Dojipeliiuuivl  drei  Wendepunkte  besitzt,  so  folgt,  dass  auf 
der  vorliegenden  Fläche  mit  einem  biplunaren  Knotenpunkte  die  9  ge- 
raden LinieUi  welche  nicht  durch  denselben  gehen,  sich  dreimal  za  je 
dreien  in  einem  Punkte  treflfen.  Oie  Gleichung  einer  FISdie  dieser 
Art  kann  stets  auf  die  Form: 

«3  ^  ^.  ^      _j.  1  (a-H/ï+y)^  =  0 

gebracht  werden;  die  Gleichungen  der  drei  Ebenen,  in  welchen  jene 
geraden  Linien  liegen,  sind  dann: 

Setzt  man  in  der  Gleichung: 

Aa'-^  B^^-\-  Cy-I-  Dà^      E{a-\-m-{-Yf  ^0 

so  erhält  man  in: 

«3  _|_  ^3  ^  ^  (y3_(j^^^^yj3)       /?d3  «  0 

die  Gleichung  einer  Fliehe  mit  swei  biplanaren  Knotenpunkten,  welche 
auch  auf  die  Form: 

gebracht  werden  kann,  wo        0  und  p  »  0  Ebenen  darstellen,. sowie 
i«i  0  einen  Kegel  zweiten  Grades,  der  seinen  Scheitel  in  der  Ebene 
|)  s  0  hat. 

Wird  endlich: 

A'=B^  C  =  E 

gesetzt,  so  erhält  man  eine  Fläche  mit  drei  biplanaren  Knotenpunkten, 
deren  Gleichung  man  auch  zu: 

d»  -{-pqt'^O 

vereinfachen  kann.  Bei  dieser  und  der  vorigen  Fläche  gehen  sSmmt- 
liche  Geraden  durch  einen  oder  zwei  der  Knotenpunkte;  sie  können 
uns  daher  zunächst  nicht  weiter  interessiren. 

Um  schliesslich  ein^  KKiche  zu  erhalten,  welche  einen  uniplanareu 
Knotenpunkt  besitzt  inid  auf  welcher  sieh  dio  drei  geraden  Linien,  die 
durch  denselben  nicht  gehen,  in  einem  Punkte  treöen,  ist  es  nur  uöthig, 
bei  einer  Fläche,  deren  Gleichung  sich  auf  die  Summe  von  vier  (.'üben 
reduciren  lässt,  zwei  Tetraederel»enen  zubammenfallen  zu  lassen.  Die 
Gleichung  einer  Fläche  dieser  Art  ist  von  iler  Form: 
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Die  Coordinateli  des  uniplanaren  Kuotenjiunktes  sind  a=0,  y=0, 
^  =  0;  die  Berührungsebeue  desselben  ist  a  =  0  und  die  Ebene  der 
drei  übrigen  geraden  Linien  /3  =»  U. 

9.  Die  Berührungapunkte  sammtUcher  Tangentialebenen ,  welche 
man  von  dem  Punkte: 

y  c=  d  =  *  —  0  • 

der  Flache 

aus  au  dieselbe  legen  kann,  lugen  in  der  Kbene:  • 

welche  mit  der  Berührungsebene  der  Fläche  in  jenem  Punkte  zusam- 
men die  erste  Polare  des  bezeichneten  Punktes  in  Bezug  auf  die  Fläche 
bildet.  In  dieser  Ebene  liegt  daher  auch  der  Berührungspunkt  jeder 
Tangentialebene,  welche  durch  eine  der  in  jenem  Punkte  sich  schneiden- 
den geraden  Linien  der  Fläche  an  dieselbe  gelegt  werden  kann.  Es 
gilt  daher  der  Satz: 

Wnw  sich  auf  citier  Fläche  driften  fi  rades  drei  »n  einer  Ebene 
liefpndr  (ierade  derselben  in  ehwm  Funkte  schneiden,  so  Uetjen  dir  Jie- 
riihriingspunkte  dir  VJ  Tawjentiaìebrnvìi  dei'  F  lache  f  deren  Jede  durch 
eint  jeiirr  (ieraden  yeht,  in  einer  Ebene. 

Ebenso  ist  die  llmkelirung  dieses  Satzes  richtig: 
Wenn  dir  Brriihruntfspunkfe  nm  vier  der  Tnntjndifdehnirìf ,  welche 
inan  durch  eine  auf  einer  Fläche  dritten  Grades  fiegendr  (jrrade  Unir 
an  dieselbe  leyen  kann,  in  riner  Ebene  Lieyen,  so  srhneidet  die  fu)iftr 
Tangentialebene  die  FUiehr  ni  weiteren  swei  geradcti  Linien,  welclte  jene 
Linie  in  dem  nämlichen  Punkte  treffen. 

Wenii  dagegen  nntrr  dm  f)  Ebenen,  uelrlir  ini  Allgemeinen  durch 
eine  Grrade  einer  FUirhr  drUten  Gradrs  so  gelegt  tverden  können,  dass 
sie  die  Flüche  in  tveiteren  zwei  Geraden  durchschneiden^  zwei  sind,  für 
welche  der  Durcitëchnittspunhl  der  letsteren  auf  die  »rsprüngUehe  Gerade 
fäm,  waa  s.  B.  bei  der  Fläche: 

«3  _|_  ^3  _|_  A  (yi-f  d^)  -I-  it'  =  ü 

bei  den  beiden  durch  die  Qerade: 

a-f-/)».0,   y-ftf  — 0 

gebenden  Ebenen: 

eintritt^  so  Hegen  die  Berührungspunkte  der  drei  iüfrigen  Ebenen  in  einer 
ßeraden,  hier: 

tt  —  fi^o^  y  — a  — 0. 


Digitized  by  Google 


240 


F.  £.  £CKARM>. 


Auch  die  Uiiikehruug  dieses  ^ize8,  welche  sich  sehr  leicht  bildeu 
lüäät,  ist  richtig. 

10.  Zu  den  Lehrsüt^eu  des  vorigen  §  kann  mau  auch  auf  die 
folgende  Weise  gelatigen  : 

Nach  der  dritten  8  te  i  n  er 'sehen  Erzeugungsweise  der  Fliiilio  dritten 
Graded  (vergi.  Sturm,  Synthetische  Unterschungen  vun  I  liuln  n  dritter 
Ordnung,  §  10.  und  11.)  ist  dieselbe  der  geometrische  Ort  für  die  Be- 
rQhruiigscurreii  aller  Tangentialkegel,  welche  mau  vou  eiuem  be- 
stimmten Punkte  aus  an  die  FUtehen  dues  BOieliels  von  Flächen  sveiter 
OrdnuQg  legen  kann.  * 

Wählt  man  nun  die  vier  Scheitel  des  Tetraeders,  welches  in  Be/ug 
auf  alle  Flachen  des  Bfischels  sich  selbst  oonjugirt  ist  (zugleich  die 
Scheitel  der  Tier  zu  dem  Bflschel  gehörigen  Kegel),  zu  Bckpunkten 
des  Fnndameutaltetraeders,  so  ist  die  Gleichung  des  Büschels  von  der 
Form; 

IM««  4-  »/î*  +  py«  -I-  çd»  -I-  Um^  «'-f-w,  /î'-f    y*  +  </,  d')  =  0 . 

Ist  ferner  der  Scheitel  des  Tiiiigeiitialktgels  gegeben  durch: 
a'.ß'.y.b^AxhiCiD, 

so  ist  die  Gleichung  des  Hdschelsi  welches  von  den  Polarebenen  des* 
selben  in  Bezug  auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung  gebildet  wird: 

Amn  +  B»/}  +  Cpy  +  D^d+XsCilm,  « +i^f»,  /I+C'l'i  r+^^i    —  0. 

Der  geometrische  Oj:t  der  Durchschnittscurven  entsprechender  Flächen 
beider  Bflschel  ist  dann  die  Fläche  dritten  Grades: 

(ma'  -f        -\-vf  +  qà')  (vlm,«-f  J5«,^-f 

Auf  dieser  Flache  liegt  die  Schnittlinie: 

Am9L  -^Bnß  -\- Cpy  ^  Dqd  —0, 

Am^  a  -f  J{n^  ß  +  C>,  y  -f        d  =  0 

der  Ebenen  des  Polarbfischels;  ferner  sind  die  vier  Fmuianiental])unkte, 
sowie  der  Scheitel  der  Taugeutialkegel  die  5  lifiühruiigspunkte  der 
Ebenen,  welche  durch  jene  Gerade  g*'lieiid,  die  Fläche  noch  anderweit 
berühren  und  somit  aus  derselben  noch  je  zwei  (Jerade  ausschneiden. 
Soll  nun  jene  Gerade  durch  einen  Fundanientalpunkt,  z.  B.  ß  =  Ò, 
y  =  0^  d  —  0  t^elien,  so  dass  sich  in  diesem  l'uidite  dann  drei  gerade 
Linien  der  f  l;i(  lie  schneiden,  so  muss  eine  «1er  Grössen  A,  B  u.  s.  w., 
z.  B.  A  verschwinden,  d.  h.  der  Berührungspunkt: 

a  .ß'.y.ö  ^<):B'.C\D 

muss  in  einer  Tetraederebene  liegen.  Liegen  umgekehrt  vier  Berührungs- 
punkte in  einer  Ebene,  so  ferscb  windet  eine  jener  Constauieu  und  die 
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Schuittlinie  der  Polarol)t'nen  «^elit  durch  eine  'J'etraeclerecke.  llieraus 
aber  ergeben  sich  ohne  Weiteres  die  Lehrsätze  des  vorigen  §. 

11.  Auch  die  Hesse'sche  Fläche  der  Fläche  dritten  Grades: 

-f  /33  +  ky^  +  10^  +  in«3  -=  0 , 
auf  welcher  sich  drei  gerade  Linien  in  einem  Punkte  schneiden,  besitzt 
eine  bemerkensweithe  Eigenschaft   Die  Gleichung  jener  Fläche  ist: 

a  ^  ß  ^  ky  ^  id  ^  ms 

Bekanntlich  enthält  die  Hesse'sche  Fläche  die  10  Pentaederkanten 
und  besitast  längs  jeder  derselben  eine  einzige  Tangentialebene.  Eine 
dieser  Ebenen  ist  nun  die  folgende: 

Dieselbe  berflhrt  die  Hesse'sche  Flache  Iftngs  der  Kante: 

und  durchschneidet  sie  ausserdem  in  einer  Linie  zweiten  Grades,  welche 
auf  dem  Kegel: 

ky  ^  là  ^  m<  ^ 

liegen,  und,  da  jene  Ebene  durch  den  Scheitel  dieses  Kegels  geht,  in 
zwei  gerade  Linien  zerfallen  mass.  Es  gilt  daher  der  Satz: 

Wenn  stc&  drei  gerade  Linien  einer  Fläche  dritten  Grades  in  einem 
Funkte  treffen,  so  berührt  die  Ebene  dieser  Geradeti  die  Hess  e 'sehe 
Fläche  iänrfs  einer  Fentaederkante  und  durchschneidä  dieselbe  in  sswei 
geradeti  Linien. 

Eine  leichte  Rechnung  zeigt,  doss  diese  geraden  Linien  nur  dann 
mit  zwei  von  den  zugleich  in  jener  Ebene  liegenden  drei  geraden  Linien 
der  Fläche  dritten  Grades  zusammenfallen,  wenn: 

also  wenn  nach  §  7.  die  Fläche  zwei  Knotenpunkte  besitzt  In  diesem 
Falle  aber  fallen  die  zwei  betreffenden  Linien  selbst  zusammen  und 
bilden  die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte.  Hat  daher  eine  Flääte 
driUen  Grades  swei  Knotenpunhie,  so  wird  ihre  Hesse'sche  Flädie  dardi 
dkjemge  DiagonaMme  des  FentaederSf  in  wddter  diese  Ftmkte  liegen, 
längs  sweier  geraden  Linien  herUhrt, 

12.  Unter  der  Foiarflädie  einer  Ebene  E  in  Bezug  auf  eine  beliebige 
Fläche  versteht  man  bekanntlich  den  geometrischen  Ort  aller  Punkte, 
deren  erste  Polarflächen  jene  Ebene  berOhren  oder  auch  die  Umhüllende 
der  Polarebenen  aller  Punkte,  weUhe  in  E  liegen.  Für  eine  beliebige 
Fläche  dritten  Grades  und  eine  beliebige  Ebene  ist  diese  Polarfläche 
im  Allgemeinea  eine  Fläche  dritten  Grades  mit  vier  Knotenpunkten 
(vergi,  u.  Â.  Sturm,  §  .39.).   Beide  Erklärungen  liefern  jedoch  nur 
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so  lange  genau  das  nämliche  Resultat,  als  E  keine  der  20  Ebenen  ist^ 
in  welche  die  Polarfliichcn  der  10  Knotenpunkte  der  Hesse 'sehen 
Flüche  in  Bezug  auf  die  Flüche  dritten  Grades  zerfallen.  Ist  dagegen 
JE  eine  dieser  Ebenen ,  so  besteht  die  Umhüllende  der  säniiutlichen 
Polarebenen,  deren  Pole  in  JE  liegen,  in  einem  einzigen  Punkt,  dem 
zu  E  gehörigen  Pol.  Liegt  nämlich  ein  Punkt  in  (kr  ersten  Polare 
eines  andern,  so  liegt  unir^ekelirt  dieser  in  der  Polarebeue  von  jeuem. 
Da  nua  z.  B.  die  erste  Pohirtläche  des  Punktes: 

y  =  0,    d  =  Ü,    É  =  0 
in  Bezug  auf  die  Fläche: 

Att^  +  Bß^  -f-  Cy^  +  Dô^     Et""  =  0 
in  zwei  Ebenen  zerfällt,  so  muss  umgekehrt  die  Polarebene  jedes  Punktes, 
der  in  einer  dieser  beiden  Ebenen  liegt,  durch  jenen  Punkt  gehen. 

Erklärt  man  dagegen  die  Polarfluche  der  Ebene  E  als  Ort  eines 
Punktes,  so  ergiebt  sich  für  dieseli)e  unter  der  für  E  gemachten  Vor- 
aussetzung ein  Kegel  dritten  Grades,  welcher  den  vorher  erhaltenen 
Punkt  zum  Scheitel  hat. 

Ist  nun  die  Fläche  dritten  (îrades  eine  solche,  auf  welcher  sich 
drei  gerade  Linien  in  einem  Punkte  schueidcn,  und  ist  E  die  Ebene 
dieser  Linien,  so  zerfällt  dieser  Kegel  in  jene  Ebene  und  in  einen 
Kegel  zweiten  Grades,  der  den  Schnittpunkt  jener  geraden  Linien  zum 
Scheitel  hat. 

Sei  die  Gleichung  der  Fläche: 

«3      ^3  ^  j^yi  ^       ^         ^  0, 

also 

die  Gleielrangf  der  fraglichen  Ebene.  Dann  ist  die  erste  Polarfiadie 
eines  beliebigen  Punktes  (aj ,  u.  s.  w.)  in  Besag  auf  die  Flache  ge- 
geben durch: 

«««,  -f  ß''ß^  +  ÄyVi  +         +  ««'«i  —  0. 
Die  Durcbschnittslinie  dieser  flftehe  mit  jener  Sbene  hat  die 
Gleichung: 

und  muss,  falls  die  Fläche  und  die  Ebene  sich  beruh rrn  sollen,  in  zwei 
gerade  Linien  /.erlallen.  Die  Bedingung,  unter  welcher  dies  geschieht, 
also  die  Gleichung  der  zur  Ebene  E  gehörigen  Polartläche,  ist: 

Diese  Flache  zerfällt  also,  wie  bereits  oben  gesagt  wurde,  in  die 
gegebene  Ebene  selbst  und  in  den  Kegel  zweiten  Grades: 
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welcher  die  Hesse 'sehe  Flüche  in  ihrem  Kuoteiipuukte  y  =  d  =  £  ==  0 
berührt. 

Die  ersten  Polarflächen  aller  Punkte  iu  der  Ebeue: 

«  +  ^  =  0 

berühren  dieselbe,  also  auch  sich  gegenseitig,  in  dem  Punkte,  in  wolcliom 
sich  die  drei  in  jener  Ebene  liegenden  (îeraden  der  Fliu  lie  dritten 
Grades  scliiieiden.  Dagegen  liegen  die  Punkte,  in  welchen  die  ersten 
Polariiilchen  aller  Punkte  der  Kegeltiäche: 

Jty        M  ■»"  "mf  "0 
die  näuiliche  Ebene  berühren,  sämmtlich  in  der  Pentaederkaute  «»0, 

Die  Ebene  und  die  Kegeltiäche  durchschneiden  sich  in  zwei  geraden 
Linien,  welche  nach  dem  vorigen  zugleich  auf  der  H  es  s  e '.sehen  Fläche 
liegen.  Die  Polarliächen  aller  l'uukte  dieser  geraden  Linien  werden 
demnach  Kegel  sein ,  die  jene  P]bene  längs  einer  gerailen  Linie  be- 
rühren; die  Berührungslinien  gehen  dabei  sämmtlich  durch  den  näm- 
lichen Punkt. 

Wählt  man  die  Ebene: 

BOT  Stiene  E,  ao  ergiebt  eine  Shnliche  Rechnung,  wie  die  vorige,  ala 
die  PoluflSche  dieser  Ebene  den  £egel  dritten  Grades: 

Auch  dieser  hat  eine  an£Mhe  Bedeutung.  Er  ist  nSmlich  der 
Hesse'sche  Kegel  zu  dem  Kegel  dritten  Grades,  welchen  man  vom 
Punkte  y  ^  d  ^  ê  ^0  aus  berflhrend  an  die  FlSche  legen  kann,  und 
dessen  Gleichung  ist: 

13.  Wir  werden  uns  im  Nachstehenden  etwas  eingehender  mit' 
einigen  der  interessantesten  unter  den  betrachteten  Flächen  beschaftigeu 
und  swar  sunichst  mit  denjenigen  Flächen,  auf  welchen  sich  sedtmal 
drei  gerade  Linien  in  einem  Punkte  schneiden,  und  deren  Gleichung 
wir  stets  in  der  Form: 

«s  _|_  /ja  _|_  y3  4_     -1-  Jfca»  —  0 

oder: 

voraussetsen  wollen.  Für  diese  Fläthm  häingt  das  JMHIm  des  Pen- 
iaeders  mit  demjenigen  der  27  geraden  Linien  so  susammen,  dass,  faüs 
das  erstere  gdSsi  isê,  das  lettiere  nnr  die  Auflösmig  wn  quadroHsdien 
Oieidnmffen  erforderUeh  moeAt 

16» 
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Die  sechs  Ebeneu:  • 
a-i-  ß  =  0,    a  +  j/  =  0,    «  +  (¥  =  0, 
ß^y^O,    ß-^ä^O,  y^ä^O 
sind  fìEIr  diese  Flncheu  diejenigen,  in  welchen  die  jedesmaligen  sich  in 
einem  Punkte  treffenden  drei  geraden  Linien  liegen;  die  sechs  Darch- 
scbnittopunkte  von  je  drei  geraden  Linien  sind  bestimmt  durch: 

«  —  —  ß,  y  —  0 ,  ^  »  0  u.  8.  w.y 
tind  liegen  somit  simmtlich  in  der  Pentaederebene: 

Sie  sind  in  derselben  die  sechs  Ecken  eines  vollständigen  Vierscits 
und  zwar  desjenigen,  welches  aus  ihr  durch  die  vier  übrigen  Pentaeder- 
ebenen ausgeschnitten  wird.  Die  Diagonalen  dieses  Vierseits: 

«  +  ^  =  0,  y  +  d  =  0, 
a  -\-  y  =  0  ,    /3  -f  d  =  0  , 

gehören  vollständig  der  FUlclie  an.    Somit  gilt  der  folgende  Sjitz: 

Wenn  sich  auf  einer  Fläche  dritten  Grades  srrhsnini,  aber  im  AU- 
f/cmeinen  nicld  öfter ^  drei  gerade  Linien  in  einem  Funide  schneiden,  so 
bilden  die  sechs  Sehuftjmidde  die  Ecken  <'incs  voilständigm  Vierseits  und 
lief/cn  in  einer  Jt*cnt<ited(^reòen€f  während  die  drei  Diagonalen  in  der  Flücite 
selbst  liegen. 

St)b:ild  das  Pentaeder  reell  ist,  sind  sclbstverständlicli  diese  drei 
Diagonalen  auch  reell;  die  übrigen  12  betheiligteu  geraden  Linien,  von 
denen  die  in: 

liegenden  durch  die  (ìleichung: 
oder: 

(y+d)«(l-*)  — 3y*«0 
dargestellt  werden,  sind  es  dagegen  nur,  sobald: 


Fflr 


fallen  je  zwei  gerade  Linien  zusammen;  die  l'läche  ist  dann  die  mehr- 
fach erwähnte  Fliehe  dritten  Grades  mit  vier  KnotenponHen. 

14.  Bei  der  Untersaehung  unserer  Flache,  insbesondere  bei  der 
Anfsuchmig  der  12  geraden  Linien,  welche  ausser  den  in  §  13.  nach- 
gewiesenen 15  Linien  sich  noch  auf  der  Flüche  vorfinden,  sind  etliche 
andere  Gleichungen  derselben,  welche  sich  bei  Zugprundelegong  anderer 
Fiindamentaltetraeder  ergeben,  von  besonderem  Nutzen. 
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Wählt  man  die  4  Ebenen: 

X  «  +  4-d«0, 

zu  Fandameutalcbeuen ,  so  ergiebt  sich  doreh  eine  leichte  Becbnoug 
als  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  auf  das  neue  Tetraeder: 

Das  Tetraeder  ist  liier  ein  solches,  dessen  sechs  Kanton  mit  der 
Fläche  je  drei  ziisaniineiitallencle  i'uiikte  gemeinschaftlich  haben;  die 
sechs  Berührungspunkte  liegen  in  einer  Ebene.  Die  letztere  Eigen- 
schaft kommt  allen  Tetraedern  der  gedaditen  Art  auch  bei  der  allge- 
meinen FlEche  dritter  Ordnung  zu,  da  sieh  die  Clleiehung  einer  solchen 
auf  unendlich  viele  Weisen  auf  die  Form  bringen  lasst: 

Ap'  -j-  Brst  -]-  Cstq  4-  Utiir  +  E^rs  =  0  , 

wo  psOy  u.  s.  w.  die  Gleichungen  von  Ebenen  sind.  Werden 
dagegen  die  vier  Ebenen: 

X  -.«-|.^  +  y  +  *  — 0. 

Z  ^  +  y  —  ^«0, 

ZU  Fuudameuialebenen  gewählt,  so  geht  die  Flächengleichuug  aber  in 

X»(l-16ife)  4-  3X(r«+Z»+  W^)  +  6 YZW^Q. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  die  Gleichung  derjenigen  ]<lSche, 
far  welche: 

h  «=  — ~  , 
in  ' 

einer  Fläche  mit  eiûem  Knotenpunkte.   Diese  und  die  sich  für: 


ergebende  Fläche  mit  vier  Knotenpunkten  sind  die  einzigen  in  dem 
Baschel: 

enthaltenen  Flächen  mit  Knotenpunkten.  Die  Flächen  dieses  Büschels 
osculi  reu  sich  Übrigens  sämmtlich  längs  der  drei  Diagonalen  des  auf 
der  Ebene: 

.    a  -\-  (i      y  -\-  Ò  =  Q 

durch  die  vier  übrigen  Pentaederebenen  ausgeschnittenen  vollständigen 
Vierseits. 
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15.  Wir  legon  im  Folgenden  die  gefundene  Oleichimg: 
X3  (i_ ißjfc)  ^  3X  (r«+Z»+  TT«)  +  6      TT  «  0 

zu  Gronde  und  nnteisachen,  welche  unter  den  durch  die  auf  der  Fläche 
liegende  gerade  Linie: 

X^O,  r  — 0 

gelegten  Ebenen 

X  =  IY 

die  Fläche  noch  in  einem  Geradenpaare  schneiden.  Substituirt  man 
diesen  Werth  von  X  in  die  Gleichung  der  Fläche,  so  erhält  man: 

Diese  Gleichung  stellt  im  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  dar,  der 
aber  in  fünf  EHUen  in  zwei  gerade  Linien  zerfallt.  Diese  sind: 

1)  2  BS  u.  Es  eigiebt  sich  hierbei  die  schon  mehrfach  enriihnte, 
die  Fliehe  in  drei  geraden  Linien  schneidende  Ebene  X  0. 

2)  2  »4: 1.  Man  erhSlt  hier  die  in  §  13.  besprochenen  geraden 
Linien.  Die  Gleichungen  derselben  sind  flbrigens  unter  Zugrundelegung 
der  neuen  Goordinaten,  wenn  man  noch  zur -Abkürzung: 


setzt,  die  folgenden: 

X  — fY-^z-w-^o 

3)  Zwei  gerade  Linien  erhält  man  endlich  auch,  weuu: 
also   

Die  zwei  hierdurch  bestimmten  Ebenen,  welcha  aber  nur  reell  sind, 
sobald 

schneiden  die  Fläche  in  je  zwei  geraden  Linien,  deren  Schnittpunkte 
nicht  mehr,  wie  im  zweiten  Falle,  auf  der  Kante  X  =  0^  Y  =  0,  son- 
dern auf  der  gegenüberliogeiulen  Kante  Z  »^0,  W  ^0  liegen.  Die 
Gleichungen  dieser  beiden  Geraden  sind: 

ï(r«+z«)  +  2Trz«o. 

Wird  nun,  wie  im  Folgenden  stets  geschelysn  soll: 


I6k  —  1 
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 .  ^_   ^f-^^ç 

gesetzt,  so  sind  die  Gleichungen  der  vier  auf  der  Fläche  liegenden 

geraden  Linien,  welche  hiernach  noch  die  Gerade  XaO,  Y=iO 
flchnflideii: 

X«     IT,  qW, 

X  — —  ir, 

£in  reelies  Pentaeder  vorausgesetzt,  sind  diese  Geraden  nur  reell, 
wenn 

In  gleicher  Weise  erhalt  man  vier  gerade  lanien,  welche  der  Ge- 
raden X 0,  Z 0,  und  Tier  weitere,  welche  X  —  0,  TT»  0  be- 
gegnen; die  jetst  gefbudenen  12  und  die  bereita  firfiher  nachgewiesenen 
15  geraden  Linien  machen  die  27  Geraden  der  Fläche  aus. 

16.  Die  12  Geraden  des  vorigen  §  lassen  deh  in  folgender  Weise 
in  zwei  Gruppen  TOn  je  sechs  Linien  zerlegen: 

X—     lY,  Z  —     qW\  X^^IY,  W^'-çZ-y 

X  — Z— -pTT;  X—     lY,  TT«  pZ; 

X«     IZ,  TT—     qY]  X^-^IZ,  Y^-qW] 

Xr^  —  lZ,  W=-  qY',  X«     ?Z,  Y=     p  IK; 

x=    iw,    y=    (jZ;      x  =  -nv,  z 

X  =  —  i  w,    Y  =^  —  qZ  .      X  =    iw,   z  =    9  r. 

Bei  dieser  Zusammenstellung  durchschneidet  jede  Gerade  der  ciiun 
Gruppe  die  übrigen  Geraden  derselben  Gruppe  und  die  nebenstehende 
Gerade  der  andern  Gruppe  nicht;  dagegen  dorchschneidet  sie  die  übrigen 
5  Geraden  der  andern  Gruppe.  Die  12  geraden  Linien  bilden  daher 
das,  was  Schläfli  zuerst  eine  Doppdsedtö  genannt  hat  und  es  gilt 
somit  (1er  Satz:  ^ 

Schneiden  sich  auf  einer  Fläche  dritten  Grades  sechsmal  drei  ge- 
rade Linien  in  einem  Funkte,  so  sind  iiierhii  15  (jerade  Linioi  drr 
Fläche  hethcilirjt  und  die  12  unhetltedifjten  Linieii  hildrii  liiii;  DojiptUeehs: 

Die  übrigen  3ö  Doppelseclisen  dt-r  Fläche  enthalten  theils  gerade 
Linien  der  einen,  theils  solclie  der  andern  Art. 

17.  Die  45  Dreiecksebenen,  welche  die  Fläche  besitzt,  tlieilen  sich 
in  /.wei  (.Truppen.  Bei  der  ersten  (Gruppe,  welche  Ebenen  umlasst, 
sind  in  jeder  Ebene  zwei  Gerade  der  eben  gefundenen  Doppelsechs  und 
eine  weitere  von  den  15  übrigen  Linien  enthalten}  bei  der  zweiten 
Gruppe  liegen  in  jeder  £bene  drei  von  diesen  15  Geraden, 
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Zu  der  ersten  Gruppe  gehören  die  Hechs  Ebenen: 

X^±IT,   X=^±IZ,  X^±IW, 

und  ausser  ihnen  nodi  24  weitere  Ebenen,  von  denen  durch  jede  der 
12  Geraden  der  Doppelsechs  vier  gehen.    Die  durch  die  Gerade: 

X  =  IY ,    Z=Q  W 

z.  B.  «j^ehenden  vier  Ebenen  sind,  wie  sich  seiir  leicht  aus  dem  Torigeu 
ö  ergiebt: 

X-iY  —  iz-{-  içtr  =0, 

X^lY  -~lQ-'  Z  +  IW  =  0, 
X--lY  +  lQ-'Z  —IW-^O. 

Die  Gleichung  einer  jeder  Ton  diesen  24  Ebenen  kann  Oberhaupt 
auf  die  eine  oder  die  andere  der  beiden  nachstehenden  Formen  gebracht 
werden: 

X  +  Z(P— (?)  +        Ä  — 0, 

\vul)ei  r,  Q,  Ii  mit  den  drei  Wertheu  Y ^  Z,       nur  in  beliebiger  Aul- 

einandcrtoluje,  übereinstimmen. 

Die  zweite  Gruppe  vou  15  Kbeueu  eutbält  zuuächst  die  Ebene 

i  — 0, 

sudauu  die  sechs  Ebeueu: 

X  — ±r,  x-±z,  x  =  +^K, 

uud  endh'ch  8  weitere  Ebenen,  von  denen  durch  jede  der  12  geraden 
Linien,  die  in  den  letzteren  Ebenen  ausser  ihren  Durchschnittsliuieu 
mit  X  0  noch  liegen,  zwei  gehen.  Die  Gleichungen  dieser  acht 
Ebenen  sind: 

(i±/)X-i-P4- v-ii  =  o, 
(i±/-)X  — r— z—  fK«o. 

Geht  man  zu  den  frfiberen  Ck>ordinaten  zurUck,  so  stellt  sich  heraus, 
dass  die  Gleichungen  der  oben  zusammengestellten  24  Ebenen  sSmmt- 
lich  die  Form: 

diejenigen  der  letzten  8  Ebenen  dagegen  die  andere: 

2  (p-f  ^ -f- r_ 4- /•(«  + +  -f  d)  =  0 

haben,  wobei  die  Grössen  Pf  ^,  r,  ò"  die  vier  Uoordinateu  in  beliebiger 

Keihenfolf^e  darstellen. 

Es  würde  in  gleicher  Weise  nicht  schwer  sein,  die  Coordinaten 
aller  135  Eckpunkte  der  45  auf  der  Fläche  liegenden  Dreiecke  zu 
finden. 
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18.  Die  in  tleii  vorigeu  §  uusgeführteu  Reclinungcii  sind  unter 
Anderem  auch  aus  dem  Grunde  von  Wichtigkeit,  weil  sich  mit  Hülfe 
derselben  leicht  die  Frage  nach  der  Bealität  der  auf  der  Fläche  liegen- 
den 27  geraden  Linien  nnd  der  zugehörigen  Dreiecksebenen  entscheiden 
liest.  Die  Untersuchung  wird  sich  dabei  nicht  allein  auf  den  oben 
nahezu  erledigten  Fall  zu  beschiSnken  haben,  in  welchem  die  s&nuni> 
liehen  vier  Ebenen  a,  y,  â  reell  sind,  da  auch  in  gewissen  Fällen 
bei  imaginären  Ebenen  reelle  Flächen  hervorgehen.  Man  erhält  solche 
überhaupt  in  folgenden  drei  Fällen:  . 

I.  Sämmtliche  vier  Ebenen  a,  ß,  y,  â  sind  reell. 

II.  Zwei  Ebenen  sind  reell ,  die  flbrigen  conjugirt  imaginär, 
ni.  Die  vier  Ebenen  sind  paarweise  conjugirt  imaginär. 

In  jedem  dieser  drei  Fälle  ist  die  Ebene  X  reell;  die  Übrigen  sind 
im  ersten  Falle  auch  sämmtlich  reell;  im  zweiten  Falle  sind  zwei  con- 
jugirt imaginär  und  die  dritte  ist  reell,  z.  B. 

Im  dritton  Fallu  eudlirh  sind  zwar  auch  siinnutiiclie  Ebenoti  F, 
\V  roi'll,  al)er  ilie  tllcicliungen  von  zweien  unter  ihueu  erscheiueu 
mit  einem  rein  imaginären  Factor  multiplicirt,  z.  B. 

y=  TA  =0, 
i^»3f«  — 0. 

Nach  §  15.  werden  wir  sodann  zu  unterscheiden  haben,  ob  die 
Grosse  Je  grösser  ist  als  ^,  ob  sie  zwischen  \  oder  liegt,  oder  ob 
sie  endlich  kleiner  ist  als  .  Die  beiden  Grenzfalle  Ä  »  ^  und 
liefern  Flächen  mit  resp.  vier  oder  einem  Knotenpunkt,  welche  soge- 
nannte binäre  Gerade  besitzen.  Wir  untersuchen  diese  beiden  Fälle 
hier  nicht  naher  und  nur  den  zweiten  später. 

Die  für  die  Grössen  l,  p  und  f  gegebenen  Bestimmungsgleichungen 
zeigen,  dass  fOr 


l,  Ç  und  f  reell,  für 


1  >  *  > 


{  reell,  p  complex  und  /  imaginär  und  für  »         .  ^ 

^  ^  Iti 

p  und  /'  imaginär  sind.    Wir  gehen  nun  die  einzelnen  möglichen 

Fälle  der  Reilie  nach  durch. 

I.  tiä  mm  fliehe  Ebenen  a,  ß^  y,  â,  und  somit  auch  die  vier  Ebenen 
Xf  Yf  Z,  W  sind  reell. 
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A.  A'  >  ^  •  Silmmtliche  27  gerade  Linien  uud  die  4ô  Dreiecke- 
ebenen  siiid  reell. 

B.  l>h>-^.  ReeU  Bind  nur  drei  gerade  Linieni  nSmlich 

diejenigen ,  welche  in  der  Bbene  X^O  liegen  ;  von  den  Dreiectaibenen 
sind  18  reell,  und  zwar  die  Ebene  X  «■  0,  die  sechs  Ebenen 

x  =  ±r,  x  =  ±z,  x  =  ±w, 

sowie  die  weiteren  sechs  Ebenen 

X^±IY,   X^±IZ,  X=±IW. 

C.  X;  <        Reell  sind  wieder  die  nämlichen  drei  Geraden,  wie 

unter  B.;  7on  den  Dreiecksebeneu- sind  ausser  der  Ebene  X^O  nur 
die  folgenden  6: 

x-±r,  X^±Z,  X^±W, 

also  im  Ganzen  7  reell. 

II.  Die  ztiri  Ebenen  a  umì  ß  sind  rccìì ,  die  beiden  anderen  y  und  â 
coi\ju(/irt  imaginär.   Alsdann  sind  auch  die  beiden  £beueu 

ir««-j-/j_y_.d— 0 

reell,  die  beiden  anderen  dagegen 

Z  ^  fc  —  ß  -\-  y  —  d  ^  0, 

W=  a  —  ß  —  y-\-ö  =  {) 
ooiyugirt  imaginär,  also 

TT«  Z  ~  Jlff  0-.  0. 

A.   /i  >         Reell  sind  nur  die  drei  geraden  Linien: 

X  — ü,  r=u-, 

X—  r,  fY-^-Z--  >K  — 0, 

welche  in  einer  Ebene  liegen  und  sich  in  einem  Punkte  durchschneiden. 
,  Von  den  Dreiecksebenen  sind  13  reell,  nämlich  die  folgenden: 

X  —  O, 

X— ±  r, 

X^±IY, 
X4-îp±*r±Z(Z+  W)  — 0; 

(14: nX-  Oî 
(1  ±0X—  Y—Z  -  ir==o. 
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13.  i  >  >  ßeell  sind  7  gerade  lonieD;  uüiulicb  uusäur  den 
drei  folgenden: 

X  =.  0,      X  =  0, 

x  =  -  y,  /  y  +  /  -  \v  =  i\ 

X  =  —  r,  /  r—  z -h  >K  =  ü, 

noeh  die  vier  in  den  Ebenen 

liegenden  Linien.  Die  letzteren  sind  es,  weil  wegen 

z,  B.  die  Gleichung 

•    Z— —  çTT 

übergeht  in 

woroos  durch  Multiplication  mit 
entsteht: 

L(,l-j  +  Tr-r)  +  ^K'^-^f+r-TÒ-*>- 

Nim  ist  aber 

weshalb  diese  Gleichung  sich  Tereinfacht  zu: 

£(|  -  i)  +  /-a^*  =  u. 

Diese  Gleichung  ist  aber  reell,  weil  l  reell  und  f  rein  imaginär  ist. 
Unter  den  Dreiechsehenen  sind  Ö  reelle  vorhanden,  nfimlich: 

X  — 0,   X^±W,  X^±IW. 

C.  Je  <  lîecll  sind  die  drei  unter  ß.  zuerst  aufgeführten 

geraden  Liuieu,  aowie  die  7  Dreieckâcbeueu  : 

X  -  ±  r, 

X  —  ïp±*  r  ±  uif— wo  =  0. 

III.    Die  Ein  Hi n  u  und  (i,  sou'ic  y  und  Ô  siud  conjmjirt  imcKjiuär. 
.Alsdaim  sind  /.war  sämmtliche  vier  Ebenen  X,        Z,  W  reell,  aber 
zwei  von  ihnen,  nämlich  Z  und  W,  enthalten  iu  ihreu  Gleichungen 
einen  auszuscheidenden  rein  imaginären  Factor,  also  • 

Z  =  Li  =0, 
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A.  h  >  ,  •  Keell  siud  7  f'eriule  Linien,  nilmlicli  die  drei  iu  -X  ==  U 
liegeudeu  und  die  vier,  welche  sich  iu  dea  beiden  £benen 

vorfinden.  Von  den  Dreieduebenen  sind  die  folgenden  5  reell: 

X  — 0,   X=±Y,   X  =  ±IY. 

B.  \>  k>  -^^  •  Reell  sind  wieder  7  gerade  Linien,  nämlich  die 
die  drei  Linien  iu  X  »  0  und  die  vier  in  den  Ebenen 

reell  siud  t'eruer  die  uäuilicheu  5  Dreiecksebeueu,  wie  unter  A. 

0.  ^  <         Reell  sind  15  gerade  Linien,  nämlich  die  drei  in 

X^o,  ilio  vier  iu  Xs=+  7,  sowie  8  Gerade  der  iu  §  16.  erwähnten 
Doppelsechs.   Beeil  sind  ferner  15  Ebenen,  und  zwar: 

X  =  0, 

x  =  ±  r, 

X-\-lç^^X±l  (Z+  W)  am  0, 

X  —  lç±'  Y±l{Z-~  W)  =  0. 

Man  erkennt  somit,  dass  sämmtliche  von  Sehliitli  gefundeueu 
Ô  Arten  von  Flüchen  3.  Grades  auch  unter  den  betrachteten  specielleu 
Flächen  vertreten  sind.    Es  haben  sich  ergehen  die  Art: 
Î.  (27  Gerade  und  4ö  Ebenen  reell)  in  I.  A. 

II.  (15  Gerade  und  15  Ebenen  reell)  in  III.  C. 

III.  (  7  (Gerade  und  5  Ebenen  reell)  in  II.  B.,  III.  A.  und  B. 

IV.  (  3  Gerade  und  13  Ebenen  reell)  in  I.  B.  und  II.  A. 
V.  (  a  Gerade  und  7  £beueu  reell)  iu  I.  C.  und  IL  C. 

10.  Wir  haben  bereits  frfiher  (§  II.)  dargethau,  dass  jede  Ebene, 
welche  aus  einer  Fläche  dritten  Grades  drei  sich  in  einem  Punkte  tref- 
fende gerade  Liuien  ausschneidet,  ihre  Hess  e  sehe  Fläche  längs  einer 
Peutaederkante  berührt  und  in  zwei  geraden  Linien  durchschneidet. 
Auf  der  Uesse'schen  Flachei  weiche  zu  der  in  den  let/.ten  §  betrach- 
teten Fläche  gehört,  liegen  daher  ausser  den  10  Pentaederkanten  noch 
12  gerade  Linien,  die  sich  zu  je  zweien  in  einer  Pentaederecke  durch- 
schneiden. Damit  man  diese  Linien  hequein  untersuLhen  könne,  ist  es 
zweckmässig,  auch  iu  die  Gleichung  der  11  esse  scheu  Fläche 

*(«-+  i  +  i  +  l)'"  +  fi  +  y  +  '>)-^ 
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(lie  iif'iicii  Cof)riliiiiiteii  X,  Y,  Z,  \\  eiiizut'iihreu.  ( Jescliicht  dios, 
otler  bestimmt  man  dio  Gleichung  der  II  es  se 'scheu  Flüche  direct  aus 
der  Gleichung  der  Fläche  dritten  Grades,  so  erhält  man  : 

(1 — 16/!  X [X    X (  y-' + ^2 4-  ir ) + 2  w  yz]  +    + •  -f  i r  » 

Wird  nun  in  dieser  Gleichung 

X=  Y 

gesetzt,  80  geht  hervor: 

—  (1 — KU)  YHZ-  i\  )■  4-  {Z-'  -      -  3  r»(z—  wy  =  0. 

Diese  Glt'ichun«,',  welche  durch  [Z — Ii')'  thcilliar  ist,  zeit^t ,  dass 
die  durcii  X=Y  dargestellte  Ebeué  die  Hesse  sehe  Flüche  längs  der 
geraden  Linie 

berührt  und  überdies  in  der  Curve 

(16*  -4)     +  (Z+  Wf  =  0, 
d.  f.  in  zwei  geraden  Linien  durchschneidet,  deren  Gleichungen  getrennt 

/•y//-3  +  z+  >r  =  o, 

sind.  Die  Gleichungen  der  12  geraden  Linien,  welche  hiemach  auf  der 
Fliehe  ausser  den  Pentaederkanten  liegen,  sind  auf  eine  der  folgenden 
Formen  zu  bringen: 

X  — p,     i/i'/^^-f      Ä  — 0; 

wo  F,  Qf  H       aus  §  17.  bekannte  Bedeutung  haben. 

Jede  dieser  12  Geraden  durchschneidet  fttnf  andere ,  ohne  dass  sich 
deshalb  dieselben  zu  einer  Art  Doppelsechs  zusammenstellen  lassen.  Sie 
geben  Veranlassung  zu  sechs  Ebenen,  den  bereits  betrachteten 

in  denen  je  zwei,  und  zu  acht  Ebenen,  in  denen  je  drei  dieser  Linien 
liegen. 

Die  Gleichungen  dieser  letzteren  Ebenen  k&nnen  auf  die  eine  oder 
die  andere  der  beiden  folgenden  Formen  gebrftcht  werden: 

(l±fiy:))X-\-  P+Q  ~  Ii  =0, 

ii±fiy^)X-  Y  —  z-  fT—O. 

Bemerkenswerth  ist,  dass,  bei  einem  reellen  Pentaeder  die  12  ge- 
>raden  Linien  der  Hess  e 'sehen  Fläche  imaginär  sind,  sobald  die  in  den 
mehrfach  erwähnten  sechs  Ebenen  liegenden  geraden  Linien  der  Flüche 
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dritten  Grades  reell  und  und  umgekehrt.  Die  fraglichen  12  geraden 
Linien  der  FlSche 

«•  +  i^'  +    +      *  {«-^ß+y+^y  =  0 

fallen  mit  den  12  Geraden  der  Ii  e  s  se 'sehen  Fläche 

1.1.1.1  ^  o 

Kusammeu,  denn  f  ist  für  die  erste  Fläche  genau  dasselbe,  was  fiys 
fUr  die  zweite  Fläche  ist.  Beide  Flächen  durchschneiden  neh  daher 
in  12  geraden  Linien. 

20.  Jede  gerade  Linie,  welche  auf  einer  l'Üiche  n''^"  Grades  liegt, 
berührt  die  Hess  e 'sehe  Fluche  iii  sümmtlichcu  Punkten,  welche  sie  mit 
derselben  gemeinschaftlich  hat,  also  in  2  (»  —  2)  Punkten.  Für  die 
Flache  dritten  Grades  sind  die  aich  auf  diese  W«se  ergebenden  54 
Punkte  Yon  Steiner  mit  dem  Namen  „AsymptotetipunkW  bezeichnet 
worden. 

Die  Bestimmung  dieser  Punkte  ist  eine  sehr  einfache  fttr  diejenigen 
geraden  Linien,  welche  in  einer  Diagonalebene  des  Pentaeders  liegen. 
Jede  dieser  Linien  geht  durch  eine  Ecke  des  Pentaeders  und  schneidet 
die  g^genQberliegende  Kante  desselben;  es  sind  daher,  da  die  Kanten 
und  Ecken  des  Pentaeders  der  Hesse'schen  FlSche  angehören,  jene 
Ecke  und  jener  Schnittpunkt  die  Asymptotenpnnkte  der  betreffenden 
geraden  Linie. 

FUr  die  übrigen  12  geraden  Linien  der  FlSche  wird  am  zweck- 
mässigsten  die  Rechnung  benutzt  Subetituirt  man  z.  B.  in  die  Gleichung 
der  Hesse'schen  Flache 

und  reducirt  hinreichend  »  indem  man  besonders  die  Identität 

16t)  — —  8 
benutzt,  so  erhSlt  man  scUiesalich 

so  dasä  für  die  beiden  As}  mptotenpunkte  jener  geraden  Linie 

ist.  Genau  dieselbe  Bestinunungsgleichung  wfirde  man  för  die  beiden 
Âsymptotenpunkte  der  Linie 

erhalten. 

Die  Coordinateli  für  die  i)eiden  Asjrmptotenpuuktc  der  zuerst  be- 
trachteten geraden  Linie  sind  hiernach  gegeben  durch  die  beiden  Pro» 
Portionen: 
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Geht  mau  von  den  neuen  Coordiuaten  zu  den  alten  a,  ßf  y  ^  ö 
über,  so  ündet  man  für  den  ersten  Asymptoteupunkt: 

Für  den  anderen  Asjrmptotenpiinkt  ergeben  neh  die  nSmlichen 
WerÜie,  nur  dass  darin  negativ  sa  setzen  ist.  Bemerkenswerth  ist, 
dasa  das  Product  aus  je  zwei  gleicfabènannten  Goordinaten  der  beiden 
Âflymptotenponkte  einer  und  derselben  geraden  Linie  constant  ist  und 
zwar  gleich  ic.  Die  vier  oben  gefundenen  Werthe  ßt  ft  ^  kann 
man  als  Wurzeln  rîner  biquadratischen  Gleichung  auffassen.  Bildet 
man  diese  Gleichung  wirklich ,  so  erhält  man  das  einfache  Resultat: 

8:4  _      ^      4.  l  ^,  _       _^  ^  ^  Q 

also  eine  Gleichung,  welche  sich  als  eine  reciproke  Gleichung  allge- 
meinerer Art  auffassen  lässt.  Das  besonders  Eigenthümliche  an  dieser 
Gleichung  ist  aber,  dass  diese  Gleichung  weder  l  noch  ç  enthält  und 
dass  sie  sich  also  ebenfalls  errrcben  würde,  wenn  man  die  Coordinateu 
irgend  eines  andern  Asymptotenpuuktes  als  Wurzeln  eijior  biquadrati- 
scheu  Gleichung  auffassen  wollte.  Die  21  Asymptotenpuukte,  um  deren 
Bestimmung  es  sich  handelte,  sind  dai^ach  gegeben  durch 

a  :  ß  i  y  :  â     27  :  q  :  r  :  s, 

worin  p,  q,  r  und  5  die  vier  Wurzeln  der  oben  aufgestellten  biqua- 
dratischen Gleichung  in  beliebiger  Aufeinanderfolge  bedeuten. 

Zu  jeder  Wurzel  gicbt  es  eine  andere,  welche  mit  ihr  multiplicirt 
das  Product  h  giebt;  der  Punkt 

liefert  mit  dem  durch  die  vorhergehende  Proportion  bestimmten  Punkt 
verbunden  eine  gerade  lânie  der  Flache. 

Für  A  «  1,  d.  Î.  für  die  zoent  von  Olebsch  nntermchte  Dia- 
gonalflache,  wird  die  biquadratisohe  Gleichung: 

und  die  GrSssen  p,  q,  r,  s  werden  fOnfte  Wunek  der  Binheii  Wir 
kommen  auf  diesen  l*SiU  später  ausfOhrlioher  zurflck. 

Für  die  allgemeinere  Fläche  liegen,  da  für  jeden  der  24  As^mpto- 
tenpunkte 

a  +  ß  +  y^^ä^l, 
aß  +  aY-{-ad  +  ßy+  ßd  +  yd  - 
diese  Punkte  tômmtiich  auf  der  Fliehe  zweiten  Grades: 
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«2  +  ^2  ^  y?  ^        ^  i*~J.  4?  ^  0 

oder 

4  (a^  +     +     +  d»)  -f-        =  0, 

wo    die  frühere  Bedeutung  hat. 

Ebenso  liegen  dieselben  aof  der  FISche  dritten  Grades 
ßyd  -i-'yâa  +  daß  +  aßy  H'^'+d)', 
welche  nach  §  14.  von  derselben  Art  ist  wie  die  nrsprflngliche  Fläche. 

21.  Zwei  Flächen  der  von  um  betrachteten  Art  wolku  wir  con- 
juffirf  nennen,  wenn  die  Ebenen  ßj  ö  der  einen  bei  der  andern 
durch  die  Ebenen 

—  «  +  /5-(-y-j-d-«0n.  s.  w. 

ersetzt,  die  Coefficienteu  k  aber  für  beide  Flächen  gleich  sind.  Es  ist 
somit  die  zu 

+ /ï*  +     +     —  *  +     —  0 

conjugirte  Fliiclie  bestimmt  durch 

(-«4-^  +  y  +  d)3  +  (a  ~^H-y-fòf  +  («  +  ^    y  +  0^'+ l«  +  ^  +  y  '  ój^» 

=  8Â:(a  +  ^  +  y-fd)'. 

Durch  Einfahrung  der  Ooordinaten  X,  Y,  Z,  W  gehen  diese 
Gleichungen  über  in 

X»  (1  - 16*)  +  8  X (r»+2r»-f-  IT«)  4-  6      TT  —  0 

und 

Man  erkennt  somit,  da  beide  füeichungen  nur  in  dem  Vorzeichen 
des  letzten  Cìliedes  verschieden  sind,  dass  die  Durehschnittslinie  beider 
Flachen  in  den  drei  Ebenen 

r  — 0,  Z  — 0,  TT—O 

li^n  muss.  Jede  dieser  drei  Ebenen  schneidet  aber  eine  jede  der 
beiden  FISchen  in  einer  geraden  iSnie  und  in  einem  Kegekehnitt;  der 
gegenseitige  Durchschnitt  der  beiden  oonjugirten  Flächen  besteht  hier- 
naeh  ans  drei  geraden  Linien^  welche  in  der  Ebene 

Z  — 0 

liegen  und  ein  Dreieck  bilden,  und  aus  drei  Kegelschnitten,  welche  anf 
der  Flache  ssweiten  Grades 

Z«  (1  - 16*)  +  3  (  F2 + +  W  2)  0 

oder 

««  -|_  ^2  _|_  y2  ^  a«  —  «»  —  0 

Hegen.  Die  sechs  Ebenen,  deren  jode  aus  der  Fläche  dritten  Grades 
drei  si(  h  in  einem  Punkte  treffende  gerade  Linien  schneidet,  sind  für 
die  beiden  conjugirteu  Flächen  dieselben. 
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Auch  die  II  e  s. s  e 'sdì  en  Flilclien  der  l)eiden  coiijuf^irtiMi  Flächen 
sind  nur  wenig  in  ihren  Gleichungen  verschieden,  indem  diese  nur  in 
dem  Vorzeichen  des  Gliedes  XYjSW  diü'erireu.  Beide  Uleidiuugeu 
sind  nümlicb 

(l  —  l6ik)X[JC«-X(r^4.^2^  W')±2YZ  W]'^Y*'^Z*+  W* 

Sonach  liegt  der  gesammte  Darcfaschnitt  der  beiden  H  e  ss  e 'sehen 
Flächen  in  den  vier  Ebenen 

Der  in  der  ersteren  Ebene  liegende  Theil  besteht  aus  den  vier  geraden 
Linien 

welche  nichts  Anderes  sind,  als  die  Seiten  des  auf  der  Ebene  X=^0 
dnrcli  die  vier  Ebenen  a,  y,  â  ausgeschnittenen  vollstündigeu  Vier- 
seits.  Die  in  den  übrigen  drei  Ebenen  Y,  Z  und  enthalteneu 
Theile  der  Durclischnittslinie  sind  Curveu  vierten  Grades  mit  zwei 
Doppelpunkten.   Für  den  specieUen  Fall 


wenlen  die  Gleichungen  der  beiden  H  ess  e 'sehen  Fläehen  vollständig 
i<len(isch,  da  hier  der  C<»efticient  von  XYZ  W  verschwindet;  die  beiden 
conjwjirten  Flächen  besitzen  somit  dieselbe  lies  sc 'sehe  Flüche. 

22.  Clebsch  hat  im  65.  Baude  von  Creile 's  Journal  von  der 
Grassman u'schen  Erzeugungsweise  der  Flächen  dritten  Grades  aus- 
gehend analytisch  gezeigt,  wie  eine  solche  Fläche  cimleutig  auf  eine 
Ebene  abgebildet  werden  kann,  d.  h.  so,  dass  jedem  Punkte  der  Flüche 
ein  einziger  Punkt  der  Ebene  und  umgekehrt  entspricht.  »Sjjüter  hat 
er  im  5.  Bantlc  der  mtrthematischen  Anualen  rein  geometrische  Mittel 
für  die  Ausiiihruug  dieser  Abbildung  gegeben. 

Sind  nämlich  A  und  Ji  zwei  gerade  Linien  auf  der  Fläche  dritten 
Grades,  welche  sich  nicht  treffen,  und  ist  C  eine  gerade  Linie  der 
Fläche,  welche  A  und  Jj  durchschneidet,  so  geschieht  die  Abbildung 
anf  eine  beliebige  Ebene,  vrelche  durch  C  geht  und  die  projicireude 
liinie  irgend  eines  Punktes  der  Flache  ist  die  Gerade,  welehe  durch 
diesen  Punkt  gebt  Und  Ä  nnd  B  dnrchschneidei.  —  Änsser  der  Linie 
C  giebt  es  noch  vier  gerade  Linien,  welche  sowohl  Ä  als  auch  B  durch- 
schneiden; für  jeden  Punkt  einer  derartigen  Linie  ist  diese  selbst  die 
projidrende  Gerade,  so  dass  sich  diese  vier  geraden  Linien  ala  Punkte 
abbilden.  Femer  Ûlden  sich  auch  diejenigen  zwei  Linien  als  Punkte 
ab,  wdche  mit  Ä  nnd  C,  resp.  mit  B.  und  C  ein  Dreieck  bilden,  und 
awar  liegen  die  Bilder  da,  wo  resp.  J?  nnd  A  der  Bildebene  begegnen. 

lf»UM«»tU«h«>  ADii«1«a.  X.  17 
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Dio  vier  geraden  Linien,  welche  weder  ^  uoch^  durscliueiden ,  bildea 
sich  als  Kegelschnitte  ab,  da  für  sie  der  geometrische  Ort  der  proji- 
circnden  Linien  ein  Hyperboloid  ist.  Auch  die  zwei  Linien  A  und  B 
bilden  sicli  als  Kegelschnitte  ab,  da  z.  B.  die  geraden  Linien,  welche 
die  Fläche  dritten  Grades  in  einem  Punkte  von  A  berühren  und  zu- 
gleich die  Linie  B  durchschneiden,  ein  Hyper buloid  bilden.  Die  12 
(Geraden  nun,  welche  sicli  in  Punkten  und  Kegtdschnitten  abl)ilden, 
lassen  sicli  stets  zu  einer  Du]i])elsechs  gruppiren,  so  dass  die  sich  in 
Punkten  abbildenden  die  eine  Hälfte,  die  übrigen  die  andere  Hüllte 
derselben  ausniaclieii.  Daraus  geht  ohne  Weiteres  hervor,  dass  jeder 
Kegelschnitt  fünf  der  Fuudanienialpunkte  enthält,  da  ja  jede  Gerade 
der  einen  Sechs  5  Gerade  der  anderen  Sechs  durchschneidet.  Die 
ftbrigen  15  geraden  Üniai  der  Fläche  büden  lieh  als  gerade  Linien 
ab|  deren  jede  zwei  der  6  Fandamentalpankte  Terbindet. 

Wfthlt  man  nun  für  die  Abbildung  der  in  den  leisten  §  betrach- 
teten speciellen  FlSche  dritten  Grades  die  beiden  Geraden  A  und  B 
ans  derselben  ffilfte  der  schon  mehrfach  erwähnten  Doppelsechs,  so 
ergeben  sich  sechs  Fondamentalpuukte,  welche  die  specielle  Eigenschaft 
besitsen,  dass  sechsmal  je  drei  ihrer  Verbindungslinien  sich  in  einem 
Ponkte  schneiden,  dass  sie  also  sedismal  in  versdUedener  Beihenfolffe 
eu  einem  Brianchon*sc}u!n  Seckseck  angeordnet  werden  können. 

Legt  man  bei  der  Abbildung  eine  andere  Doppelseclis  zu  Grunde, 
80  ])ekommen  die  h\uidamentalpunkte  eine  Tollständig  andere  Lage  zu 
einander;  es  werden  sich  dann  weniger  als  sechsmal  drei  gerade  Ver- 
bindungslinien derselben  in  einem  Punkte  schneiden,  dafür  wird  einige- 
mal ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  ö  Fuudamenialpunkte  geht,  durch 
eine  Gerade  berührt,  welche  einen  dieser  Punkte  mit  dem  sechsten 
Fundamentalpunkt.  verbindet. 

23.  Wir  wenden  uns  nun  der  Untersuchung  einiger  speciellen 
Flächen  zu  und  betrachten  zunächst  die  Fläcihe* dritten  Grades  mit  einem 
Kfwfenpunkle f  auf  welcher  sich  sechsmal  drei  um'irc  (nicht  durch  den 
Knotenpunkt  gehende)  gerade  Linien  in  einem  l'unkie  treffen.  (Vergi. 

§  7.  und  14.)  Dieselbe  entspricht  dem  speciellen  Werthe  k  und 
hat  somit  die  Gleiehung 

oder,  wenn  die  Coordinaten  X,  Y,  Z,  W  eingeführt  werden: 

Bemerkenswerfth  ist  die  Fläche  zunächst  wegen  eines  einfachen 
Zusammenhanges  mit  der  Steiner'sehen  Flädie,  In  einem  Anfeatze, 
welcher  zuerst  im  Programme  der  Realschule  zu  Reichenbach  1869  und 
später  im  Auszüge  im  5.  Bande  der  mathematischen  Annalen  ver&flbnt- 
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licht  worden  ist,  liabc  icli  für  räumliche  Gebilde  cliejeni«je  Traustur- 
iiiatiüu  untersucht,  welche  man  erhält,  wenn  mau  in  der  homogenen 
Gleichung  eines  (Jebildes  die  Coordiuaten  durch  ihre  reciproken  Werthe 
ersetzt  Es  ist  dies,  beiläufig  bemerkt,  dieselbe  Transformation,  welche 
Cayley  als  Jmwrsto»  der  Coordinaten  beseielinei  und  in  einem  Âuf- 
aatze,  welcher  der  neuesten  Auflage  von  Salmon's  analytischer  Geo- 
metrie der  höheren  ebenen  Cnryen  einverleibt  worden  ist,  mit  beson- 
derem Erfolge  bei  der  Untersuchung  der  Curven  vierten  Grades  mit 
drei  Doppelpunkten  verwendet*  hai  Wird  diese  Transformation  in  der 
obigen  Gleichung  vorgenommen,  so  erhalt  man 

r^z^  +  Z2  w^-\-  M^»    -t-  2  X  Yz w  =  o, 

also  die  Gleichunix  ciiier  Steiner  schon  Fläche,  welche  die  iSchnitt- 
linien  der  drei  Ebenen  Z  und  W  als  Doppellinien  l>esit/t.  Aus 
lier  bekannten  Ei^^a-ntliünilichkcit  dieser  Fläclie,  durch  jede  Tangeutial- 
(îbcne  in  zwei  Ket;elschnitten  L^etroilen  /u  werden,  lässt  sich  ohne 
.  »^clnvierigkeit  aucli  eine  Eigen.srliat't  iinsier  Fläche  dritten  Grades  ab- 
leiten, die  allerdings  nicht  ihr  allein  zukommt. 

Bei  Anwendung  der  oben  angegebenen  Transformation  entspricht 
im  Allgemeinen  einer  beliebigen  Ebene  eine  Fläche  dritten  Grades, 
welche  die  vier  Fuudameutalpuukie  zu  Knotenpunkten  hat.  Einem 
beliebig  im  Baume  liegenden  Kegelschnitt  entspricht  im  Allgemeinen 
eine  Curve  sechsten  Grades^  welche  in  den  vier  Fundameutalpunkten 
Doppelpunkte  besitzt.  Sobald  aber  der  Kegelschnitt  eine  Kante  des 
Fundamentaltetraeders  schneidet,  so  erniedrigt  sich  der  Grad  der  eni* 
sprechenden  Curve  um  1,  während  die  beiden  Endpunkte  deijenigen 
Kante,  welche  der  getroffenen  gegenfiber  liegt,  nur  einfache  Punkte  der 
Curve  sind.  Wenn  daher  der  Kegelschnitt  drei  in  einem  Punkte  su- 
sammenstossende  Kantén  des  Tetraeders  trifft,  so  entspricht  ihm  eine 
Curve  dritten  Grades,  welche  jenen  Punkt  zum  Doppelpunkt  haben  und 
daher  eben  sein  muss.  Da  nun  die  zwei  Kegebchnitte,  in  welchen  die 
St  ei  uer'sche  Fläche  durch  eine  Tangentialebene  geschnitten  wird,  die 
drei  Doppelgeraden  der  Fläche  sclweiden,  so  ergiebt  sich  aus  vor- 
stehenden Betrachtungen  der  Satz: 

Jede  Fläche  dritten  QradeSf  ioelehe  die  vier  Ecken  des  Tetraeders 
X,  Y,  Z,  W  zu  Knofrì/piDìl  fm  hat  und  dabei  un^re  Fläche  berührt, 
durciischncidct  dksdhr  ziojhkh  in  zwei  rbcmn  Curven  driften  Grades 
mit  einem  Voppelpunkie  (und  in  drei  geraden  Linien).  Vier  derartige 
Fliirlten  giebt  es,  wdche  uNsere  Flüßhe  längs  einer  Owrve  dritten  Grades 
hetiihren. 

Diese  Eigenschaft  gilt,  wie  bereits  oben  gesagt,  auch  für  eine  all- 
gemeinere Classe  von  Flächen  dritten  Grades,  nämlich  iUr  diejenigen, 
deren  Gleichung  sich  auf  die  Form  bringen  lässt: 

17* 
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XK-\-  YZW^(^, 

vro  K  ==^  0  die  Gleichung  eines  Kegels  zweiten  CJrades  ist,  welcher  die 
Ecke  r=0,  Z  =  0,  W  =  0  zum  Scheitel  hat.  Diese  Classe  aber 
umfasst  alle  Flüchen  dritten  Grades  mit  einem  Knotenpunkte,  da  die 

Gleichnnn^  einer  derartigen  Flilclie  sich  sofort  auf  die  obige  Form  bringen 
lässt,  sobald  man  nur  zur  Ebene  X  eine  Droiocksebene  wählt,  welche 
allein  unilre  Gerade  enthält ,  und  zu  den  Ebenen  1',  IV  diejenigen 
Ebenen,  welche  diese  drei  Linien  mit  dem  Kiiotenininkte  verbinden. 

Da  es  15  Dreiecksebenen  giebt,  welche  nur  unäre  Gerade  enthalteu, 
so  giebt  es  auch  15  Schaaren  von  Flächen  dritten  Grades  mit  vier 
Knoteujninkten,  welche  die  oben  erwähnt«  Eigenschaft  besitzen. 

24.  Die  sechs  Geraden  der  einen  Hälfte  der  in  §  10.  erwähnten 
üoppelsechs  fallen  mit  den  sechs  Geraden  der  andern  Hälfte  zusammen 
und  gehen  sämmtlich  durch  den  Knotenpmikt,  welcher  durch 

bestimmt  isi  Es  sind  dies  die  sogenannten  binären  geraden  Linien 
der  Fliehe,  und  jede  von  ihnen  vertritt  die  Stelle  von  zwei  Geraden. 
Sie  liegen  m  je  zweien  in  den  drei  Ebenen  T,  Z,  W  vertheilt  aud 
haben  die  Gleichungen: 

F«o,  z±  vr/  =  o, 
^  =0,  Y±  Tr;  =  o, 
w  =  o,  y±^i  =^0,  . 

wo 

»  =     1 . 

Die  15  übrigen  geraden  Linien  der  Fläche  sind  diejenigen,  in 
welciien  die  15  durch  je  zwei  binäre  Gerade  zu  legenden  Ebenen  der 
Fläche  weiter  begegnen.  Drei  davon  sind  die  Linien  in  X  0;  die 
Gleichungen  der  übrigen  12  lassen  sich  sämmtlich  auf  die  Form  bringen: 

P  +  »(r+«)  +  2(r-«)-0, 

wo  jpi  g,  r,  8  die  Tier  Coordinaten  a,  ß,  f,  d  in  beliebiger  Reihen- 
folge bedeuten.  Bei  Entscheidung  der  Fzage  nach  der  Realität  der  21 
auf  der  Flüche  übenden  geraden  Linien  hat  man  dieselben  drei  Fälle 
zu  unterscheiden,  wie  bei  der  allgemeinen  Flaehe. 

1)  Die  vier  Ebenen  a,  ß,  y,  d,  also  auch  die  Ebenen  X,  T,  Z,  W 
sind  reell.  Dann  können  nur  drei  unSre  Gerade  reell  sein,  nämlich 
diejenigen  in  der  Ebene  JC— 0.  Der  Knoten  ist  also  isolirt  und  sein 
Tangentialk^l  ist  imaginär.  Die  Fläche  enthält  10  reelle  Dreiecks- 
ebenen, von  denen  drei,  weil  in  ihnen  zwei  binäre  Gerade  liegen,  dop[)clt 
zu  zählen  sind;  sie  ist  dhher  ein  besonderer  Fall  der  Flächen  mit  drei 
reellen  geraden  Linien  und  13  reellen  Ureiecksebenen. 
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2)  Siud  a  uud  ß  cuiijugirt  imagiuär,  also 

a  as       ^         e  Oy 

BO  nnd  X  und  Y  reéiì,  Z  und  W  dagegen  conjugirt  imaginär: 

Z  L-\-  Mi  =  0, 
Tr=  L  —  3//  =  0, 

Yon  den  binären  Geraden  sind  die  in  liegenden  reell,  da 

Z±  Wi^{L±M)  (1  +  0. 
Reell  sind  ferner  die  uuären  Geraden 

X  =  0,  r=0; 
y  +  d«0,  i{a+ß)±2{a^ß)^0. 

Die  Fläche  iet  daher  ein  ipedeller  Fall  der  Flächen  mit  7  reellen 
geraden  Linien.  Der  Knoten  ist  reell,  ebenso  sein  TangentialkegeL 

3)  Sind  a  und  ßf  sowie  y  und  d  conjugirt  imaginär,  so  sind  X 
und  Y  redi  und  Z  und  W  ebenfalls,  die  Gleichuugen  der  letastereu 
aber  mit  einem  rein  imaginären  Factor  mulüplicirt,  also 

Z^Li^O,    TT— Jf»-0. 

Auf  der  Fläche 

XCF"- L»  -  Jf  »)  —  2  XJSf  r  —  0 

siud  dann  vier  binäre  Gerade  reell,  nänilicli  die  in  Z,=U  und  M  —  O 
liegenden,  reell  sind  ferner  die  drei  unäreu  Geraden  in  X  =  Q  und 
die  vier  Gtemden  in  den  Ebenen 

und 

•   y  +  a  — 0. 

Die  Fläche  gehört  danach  %n  denen  mit  15  reellen  geraden  Linien; 
ihr  Knoten  ist  reell ,  wie  deijenige  im  Torigen  Falle. 

25.  Die  eindeutige  Abbildung  auf  eine  Ebene  geschieht  bei  den 
Flächen  dritten  Grades  mit  einem  Knotenpunkte  bekanntlich  durch 
Centralprqjection  Yom  Knotenpunkte  aus.  Alsdann  entsprechen  den 
sechs  binären  Geraden  der  Fläche  sechs  Punkte  der  Ebene,  die  in  einem 
Kegelschnitt  liegen.  Dieser  ist  die  Spur  dee  im  Knotenpunkte  an  die 
Fläche  gelegten  Tangentialkegels  und  kann  somit  als  Bild  des  Knoten- 
punktes selbst  angesehen  werden.  Die  15  unuren  Geraden  bilden  sich 
ab  als  die  Verbindungslinien  der  Fundamental])unkte. 

Für  unsere  specielle  Fläche  dritten  Grades  schneiden  sich  diese 
Verbindungslinien  sechsmal  zu  je  dreien  in  einem  Punkte^  und  es  geht 
daher  der  bemerkenswerthe  Satz  hervor:  In  jedem  Kegelschnitte  kann 
man  sedts  Funkte  so  wähien,  dosa  sich  dieseüten  sedismal  m  einem 
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Brianchon*$dim  Sethsetk  verbinden  lassen»  Auf  welche  Weise  sechs  • 
derartige  Punkte  zu  finden  sind,  crgiebt  sich  sehr  leicht  durch  folgende 
Betrachtung: 

Die  Spuren  der  drei  Ebenen  Y,  Z  und  W  auf  der  Bildebene  durch- 
schneiden den  Kegelschnitt  in  den  sechs  Fnndamentalpunkten.  Nun  ist 
aber  das  von  jenen  Ebenen  gebildete  Trieder  in  Bezug  auf  den  Tan- 
gentialkegel  des  Knotenpunktes,  da  dessen  Gleichung 

4.    ^  fr  '  =  0 

ist;  sich  selbst  conjugirt;  folglich  besitzt  die  nämliche  Eigenscliaft  auch 
das  von  den  Öpureu  jener  Ebenen  gebildete  Dreieck  in  Bezug  auf  den 
orwiihntea  Keirolseluiitt.  Vm  dniicr  srchs  Pnuhfc  hi  (jcdariitcr  La<)(:  :u 
erhalten,  durdi^i  hin  idc  inan  dm  KtyelsrJtììiff  diinh  die  Scdrn  clu(.s  in 
lic'Uff  (taf  drìisf  lhni  sich  st  iìisf  coììjmjirti  11  J)n  in  ls;  die  Mcits  JJiireh- 
Sf  lniiff^ininldc  hisifzt  )i  die  fraijUrlte  Kiiji  )is<  iiuj t.  Freilich  ist  hierbei  zu 
benu  rken  ,  diisb  niemals  sämuitliche  siechä  Tunkte,  sundern  höchstens 
vier  derselben  reell  sein  küuueu. 

Die  Flüche 

X  (r-  +  ^'+  ir-')  —  2  \'Z \V  =  Ü, 
'  welche  wir  in  §  21.  die  coujugirte  Fläche  zu 

X  (  r«  H-   +  w^')  +  2       = 0 

genannt  haben,  hat  mit  der  letzteren  die  sechs  binären  Geraden,  sowie 
die  drei  Linien  in  der  Ebene  gemeinschaftlich;  die  geraden 

Linien  beider  Flächen  werden  sich  daher  ab  dieselben  Punkte  unU 
Linien  abbilden. 
26.  Die  Fläche: 

-\-  ^  -\-  r'  •\-    4-  *  "  ^  '  S 

wo 

auf  welcher  sich  ^ach  §  4.  die  27  Geraden  10  mal  zu  je  dreien  in 
einem  Punkte  schneiden,  ist  von  Glebsch  im  4.  Bande  der  mathema- 
tischen Annalen  näher  untersucht  und  die  Diagonalflädte  des  Pentaeders 

a  =  U,    /i  =  <>,    y  =  0,    0=0,    f  =  (> 

•genannt  worden.  Diese  Henennung  stutzt  sich  auf  die  Eigenschaft  der 
betreti'enden  Flache,  dass  in  ihr  die  Diagonalen  der  sihnmtlichen  voll- 
st;iiidi<j:on  Vierecke  enthalten  sind,  di<?  auf  den  l*ciitaederebenen  durili 
die  übrigen  ausgeschnitten  werden,  nom  die  <ìleiclunig  der  Flüche  unii 
die  zwischen  den  5  Coordiiinteii  bestehende  Relation  werden,  du  die 
Summe  zweier  ('üben  stets  durch  die  Summe  der  liasen  theilbar  ist, 
z.  Ii.  eriüllt,  wenn: 

«  —  0  ,    /3  -{-  y  «  0  ,    d  4-  €  =  0  . 
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Diese  drei  (Jleicliungcn,  von  denen  die  eine  eine  Folge  der  beiden 
andern  ist,  stellen  aber  eine  gerade  Linie  dar,  welche  den  Ponkt: 

«rnnO,    /î  =  0,  y=0 
mit  dem  andern:  * 

▼erbindet  I  also  eine  Diagonale  einer  Seitenfläche  des  Pentaedera.  In 
gleicher  Weise  liegen  auf  der  FISche  die  gleichfalb  in  der  Ebene  a^i) 
befindlichen  geraden  Linien: 

«  =  0,  Ô  =  (J,    y-f.ff  =  0, 

«  =  0,  y  +  d-»0. 

Ausser  der  Fläche,  der«n  Qleichmig  oben  angegeben  ist>  geht  durch 
die  15  Diagonalen  der  SeitenflS^en  des  Pentaeders  keine  weitere  Flache 
dritten  Grades,  da  diese  sonst  mit  jener  15  gerade  Linien  gemeinsam 
haben  mflsste,  was  unmöglich  ist;  die  DiagonalflSche  ist  daher  durch 
das  Pentaeder  vollst&ndig  bestimmt 

Bemerkt  mag  werden,  dass  man  die  Gleichung  der  nämlichen  Fläche 
auch  noch  in  folgender  Form  schreiben  kann: 

a  ß  y  -\-  a  ß  Ô  -\-  a  ß  £     ay  d  -\-  ay  B     (c  ö  £    ß  y  d  -\-  ß  y  £  -\-  ß  Ô  €  -\-  yds  ^0 , 

Ausser  den  15  Diagonalen  enthält  die  Fläche  noch  12  weitere  gerade 
Linien,  welche  eine  Doppelsechs  bilden.  Diu  Gleichungen  derselben 
können  aus  §  IG.  direct  ciitiioiuiucn  worden,  wenn  man  noch  folgende 
VVerthe  der  dort  vorkommcudeu  Coustauten  berücksichtigt; 

Mau  wird  dann  z.  B.  durch  geeignete  Combination  der  zwei 
Gleichungen: 

finden,  dass  die  hierdurch  daigestellte  gerade  Linie  der  Durchschnitt 
der  5  Ebenen  ist: 

o(d+«)-|-/J«0, 

Û)  («4-(5)+ y  ==  0, 
<o{ß-\-y)-\-d  =  0, 
=0,  . 

wobei 

""—2  

Clebsch  hat  diese  12  geraden  Linien  auf  folgende  sehr  einfache 
Weise  gefunden,  indem  er  zuerst  ihre  Asymptotenpunkte  bestimmte. 
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Die  3  Gleichnngeti: 

•  «»  +  j5»  +  y»H-*'  +  «'«0, 
fiy0B*-{-  ydea  -f  de«t/J  -|-  eaßy  +  a/S^ra  »  0  , 

von  denen  die  erste  die  zwi.schon  den  Coordinaten  bestellende  Relation, 
die  zweite  die  Cìleicliung  der  DiagonaUIäehe,  die  dritte  die  (Jleiehung 
ihrer  Ilesse'sche  Flüche  darstellt,  werden  sänuntlicii  erfüllt,  sobald  man 
für  die  5  Coordiuateu  die  verschiedenen  fünften  W  urzelu  der  Einheit 
äetzt,  also: 

wobei  die  Grössen  q  eben  diese  Wurzeln  in  beliebiger  Keiheniolge  sind. 
Da  dann  auch  die  GrSeaen  sSmmtUche  fünfte  Wurzel  der  Einheit 
darstellen,  so  folgt,  dass  auch  der  Punkt; 

auf  der  Diagonalfläehe  und  der  Hesse'schen  Flîiche  Hogt.  Die  Ver- 
btndungelinie  der  beiden  durch  diese  Proportionen  dargestellten  Punkte 
gehört  dann  aber  auch  ganz  der  Diagoualiliche  an,  denn  die  Coordi- 
uateu irgend  eines  Punktes  dieser  Verbindungslinie  sind,  wenn  k  und  { 
beliebige  Constauten  bedeuten,  bestimmt  durch: 

a:  ß  :  y  :  d  :  €  =  Icq^  -f  Ui~^  :       +  'îj  *î  

und  der  Gleichung  der  DiagonalAäche  wird  genügt,  sobald  in  derselben 
diese  Werthe  eingeführt  werden,  da: 

Es  i^icbt  mm  21  verschiedene  l'imkte,  deren  Coordinaten  sich  wie 
die  fünften  Wurzeln  der  Einheit  verhalten,  also  giebt  es  12  gerade 
Linien  d^r  eben  gefundenen  Art  und  jene  24  Punkte  sind,  da  sie  zu- 
gleicli  der  11  es  s  e  sehen  l'läche  angehören,  ihre  Asymptotenpunkte. 

27.    Die  Dreiecksebonen  der  Fläche  zerfallen  in  awei  Gruppen. 

Die  eine  nmfasst  die  5  Pentaederebeuen  und  die  Diagonalobenen  und 
enthält  daher  nur  solche  Ebenen,  in  welchen  nur  Diagonalen  liegen; 
die  andere  dagegen  besteht  aus  oO  Ebenen,  deren  jede  eine  Diagonale 
und  zwei  der  eben  bestinmiten  12  Liuieu  euthüit.  Die  Gleichungen 
der  letzteren  sind  von  der  Form: 

wo  Pf  q,  r  drei  der  Coordinaten  rc,  ß  u.  s.  w.  sind  und: 
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Man  kdnttte  sie  auch  auf  die  Forni  bringen: 
wobei  aber 

Wt  

Je  zwei  (lieser  Ebeueu  gehen  durch  dieselbe  Diagonale-,  und  zwar 
stellen  die  beideu  aul'gestellten  Gleichungen  zwei  derartige  Ebenen 
dar,  wenn  in  beiden  fttr  p,  q  und  r  dieselben  Coordinaten  eingeführt 
werden .  . 

Die  Anzahl  der  reellen  geraden  Linien  auf  der  Diagunallläche 
kann  direct  aus  §  18.  abgelesen  werden,  da  hier  offenbar  die  dortige 
Constante: 


ist.  Es  ergiebt  sich  daraus:  Sind  sämm^Me  Pentaeäerebmm  reeU,  so 
sind  auch  sämtnUidte  27  geraden  LhUen  redi;  sind  drei  Penkiederdfenen 
redi  und  die  übrigen  conjugirt  imaginär^  so  hat  die  Fiädie  3  reelle  yc- 
rade  Linien  und  13  resSè  Dreiedûd>enen;  ist  cndlidi  nur  eine  Irtene 
des  Penlaeders  redi,  während  die  andern  paarweise  eenjugirt  imaginär 
sind,  so  haé  die  Flädte  1  reeüe  gerade  Linien. 

Legt  man  bei  der  Abbildung  der  Fläche  die  mehrerwähnte  Doppel- 
sechs zu  Grunde I  so  erhält  man,  mag  man  Ton  der  einen  oder  der 
andern  Hälfte  derselben  ausgehen,  die  sechs  Fundamentalpunkte  in  der 
Lage,  dass  sie  sich  10  mal  eu  einem  Bri  aneli  on' sehen  SechsecJc  vcrhmdcn 
lassen.  Die  Existenz  derartiger,  auch  vollständig  reeller  Sechsecke  ist 
durch  die  Existenz  der  DiagonalHache  bedingt;  Clebsch  hat  in  der 
bereits  citirten  Arbeit  gezeigt,  dass  sämiutliche  Sechsecke  dieser  Art 
aus  einander  durch  Centralprujection  abgeleitet  werden  können. 

28.   Wir  wenden  uns  endlich  zu  der  Fläche: 

a»4./j»4.y3-|- tf»  — 0, 

auf  welcher  nach  §  0.  sich  18  mal  drei  gerade  Linien  in  einem  Punkte 
schneiden.  Die  27  geraden  Linien  dieser  Fläche  ergeben  sich^  unmittel- 
bar aus  der  Gleichung  derselben;  sie  lassen  sich  in  drei  Gruppen  zu- 
sammenstellen und  zwar  so,  dass  die  9  Geraden  jeder  Gruppe  die  gegen- 
seitigen Durehschnittslinien  zweier  Büschel  von  je  drei  Ebenen  sind, 
nämlich: 

«•«  +  ß-^  =  0  ,  y-'  -f  (53  =  0  , 
a»+d»  — 0,       +     — 0. 

Die  Ebene: 

«  4-  /i  +  y  -I-  Ò  =  0 

kann  natürlich  auch  liier  als  die  fünfte  Pentiiederebene  angesehen  wer- 
den}  da  aber  die  Gleichung  der  Fläche  sich  nicht  ändert,  wenn  a  mit 
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ttf»',  ß  mit  fifk"  u.  8.  w.  ▼erftauscbt  wird,  wo  die  Grösaen  fi  dritte 
Wurzelu  der  Einheit  Meuten,  so  sieht  man,  dass  n^an  jene  Ebene 
überhaupt  durch  eine  der  Ebenen: 

ersetzen  kann,  wo  die  Giösseu  ^  beliebige  dritte  W  urzelu  der  Eiiibeit 
sind.    Wie  uuu  die  £beue: 

drei  gerade  Linien  der  Fläche ,  und  zwar: 

«  +  /5  =  0,    y  +  d-0, 

C(-\-  Ô  =  0  ,    ß-\-  y  =  0 

enthalt,  so  gilt  das  Gleiche  auch  liir  jede  dieser  Kbeiien,  deren  Oo- 
sanmitzahl  27  ist.  Diese  27  Ebenen  bilden  mit  den  l-S  anderen,  welche 
zu  den  sechs  oben  erwäbuteu  BiUcbelu  gehören,  die  45  J)reUcksd)enm 
der  FUkhc. 

Der  Flächeugleicbung  wird  ebenfalls  geuügt,  sobald  mau  setzt: 
«  :  ^  :  y  :  d  -«  t>  :  «  :     :  t?'", 

wo-zwei  der  Gi^en  «  dritte  Wurzeln  der  podtiren  Einheit^  die  anderen 
aber  solche  der  negativen  Einheit  bedeuten.  Durch  die  nimliche  Sub- 
stitution werden  aber  auch  stets  die  Gleichungen  zweier  gerader  Linien 

der  Fläche  identisch,  so  dass  die  durch  obige  Proportionen  dargestellten 
Punkte  fUr  unsere  Fläche  die  l.rhpunkU  von  Lmiendreieckm  sind.  Es 
giebt  3^  a=  81  derartige  Punkte;  fügt  man  hierzu  die  18  Schnittpunkte 
▼on  je  drei  geraden  Linien  der  Fläche,  jeden  dreifacli  j2:erechnet,  so 
erhält  man  sSmmtliche  136  Ecken  der  auf  der  Fläche  liegenden  Drei- 
ecke. 

Die  Asymptotenpunkte  jeder  geraden  Linie  der  Fläche  liegen  otteu- 
bar  da,  wo  dieselbe  zwei  cregenüberstehende  Kanten  des  von  den  vier 
Ebenen  cc,  ß,      d  gebildeten  Tetraeders  triöt. 

29.  i)ie  Anzahl  der  reellen  geraden  Linien  der  Flache  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  §  18.  Die  Fläche  hat  demnach,  wetM  die  vier  Ebenen 
«I  ßf  Yf  *  '"^^  öifer  wenn  nur  etcei  dersclbm  reell  und  die  heideti  übrigen 
cotijtiffirt  imaginär  sind,  3  rccUe  Gerade  und  7  reelle  DreiccJcsebenetif 
sind  aber  die  vier  Ebenen  paarweise  conjugirt  imaginär^  so  sind  lö  ge- 
rade Linieti  reell. 

Unter  den  27  geraden  Linien  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  keine 
vor  den  übrigen  ausgezeichnet;  Lrleiches  gilt  von  den  .*)<)  Doppelseelisen. 
Es  wird  daher  völlig  gieichgiltig  sein,  welcher  Sechs  man  sich  bei  der 
Abbildung  bedient.   Eine  der  l)oj»pelseehsen  ist  die  folgende,  bei  welcher  . 
uir  entäprechendo  Gerade  neben  einander  gestellt  und  mit  entsprechen- 


t 
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den  Zifforn  venehen  haben  und  unter  |t  eine  beliebige  dritte  Wurzel 
der  Binheit  verstehen: 


1) 

Ô  == 

-f-  Y 



1  ) 

P  -f-  Ofi  == 

u. 

a  -{-  0^  = 

"  > 

p  -r  7^ 

—  (1 

/■/II    1  -  <%i  — 

0 

/îi»  _]_  A  — 

0 

3) 

0, 

yft  -f  d 

=  Ó  . 

III) 

<», 

4) 

0, 

y  +  df* 

=  0. 

IV) 

af»  -|-  d  « 

0, 

+  ^  = 

ü. 

5)  iif|»4.y  — 

0, 

dfi  +  /î 

i-0. 

V) 

0, 

0. 

6) 

0, 

d  +  /Jf» 

VI) 

«f*  +  ^  — 

0, 

0. 

Wird  die 

erste 

'Hälfte 

dieser 

dseclis  bei 

der 

Abbildung  < 

Jer 

Fläche  zu  (iruude  gelegt,  so  bilden  sieh  bekanntlich  die  Geraden  der- 
selben als  Punkte,  die  Geraden  der  andtTu  Hälfte  dagegen  als  Kegel- 
*  schnitte  ab,  welche  durch  fünf  dieser  Punkte  gehen  (l  durch  2,  3,  4, 
5,  6  u.  8.  w.).  Die  abrigea  15  geraden  Linien  der  Fliehe  finden  dar 
gegen  ihre  Abbildung  in  den  15  Verbindungslinien  der  Fundamental- 
punkte  und  swar  in  folgender  Weise: 


12) 

0, 

y  +  d  = 

ü. 

13) 

tt  -f-d 

0, 

0. 

14) 

afft-|-  d 

0, 

0. 

15) 

«  +y 

0, 

ß  H-*f»- 

0. 

16) 

a  YH 

0, 

^  4-d  - 

0. 

23) 

a  öpi, 

0, 

p   +  y  = 

0. 

24) 

a  -\-  Ô 

(  t. 

2Ô) 

«u+  y 

<>, 

^   +à  ^ 

0. 

20) 

a  -fy 

0, 

ßti+d  =^ 

0. 

34) 

«  +  y 

0, 

^  +d  = 

0. 

35) 

a  +^ 

0, 

y|,+  d  = 

0. 

36) 

y  +d 

0, 

0. 

45) 

y  +â 

0, 

0. 

46) 

0, 

y    +df*  = 

0. 

56) 

a  -h  ó 

0, 

^  -f  y  — 

0. 

Die  27  geraden  Linien  der  Fläche  durchschneiden  sich  aber  18 mal 
zu  je  dreien  in  einem  Punkte  und  die  Lage  der  G  Fundamentalpunktc 
ist  dadurch  besonderen  Bedingungen  unterworfen.  Untersucht  man 
genauer,  so  lindet  man,  dass  sieh  Gnial  drei  gerade  Linien  in  einem 
Punkte  treffen,  welche  sich  ebenfalls  als  gerade  Linien  abbilden,  und 
12mal  solche  Linien,  von  denen  sich  die  eine  als  Punkt,  die  andere  als 
Kegelschnitt  und  die  ilnito  als  gerade  Linie  abbilden.  Im  »-rstercii 
Falle  müssen  sich  dann  selbstverständlich  auch  die  drei  Abbildungen 
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in  einem  Paukte  schueiUeu,  währcud  im  zweiten  Falle  die  gerade  Linie 
den  Kegelflchnitt  in  dem  lietreffenden  Punkte  berllluren  muw.  Ohne 
Schwierigkeit  findet  man,  daas  eich  in  einem  Punkte  die  folgenden  neben 
einander  stehenden  Linien  treffen: 

12,  35,  40; 
12,  3(j,  45; 
34,  15,  26; 
34,  U;,  25; 
56,  13,  24; 
56,  14,  23; 

SU  class  drei  Liuieu  zweimal,  die  übrigeu  dagegen  nur  eiumal  bethel- 
ligi  äiud. 

Die  übrigeu  12  Bedingungen  lassen  sich  in  folgende  G  zusammeu-  * 
ziehen  : 

1  ist  der  Pol  von  56  in  Bezug  anf  I; 

2»»      n      •»56^       n         n  ^^i 

3 19  III« 
n    n      n      n     *^  n       n  n 

4  ,  ,    ,     ,   12  „     ,      ,  IV; 
^  n    n     »     »>    ^  w      »»  »> 
^  w    »>     ;»     »    ^  ft      ti       II  ^« 
Ist  die  zweite  Gruppe  von  Bedingungen  erfüllt,  so  ist  es  die  erite 
Tou  selbst,  da  ausser  der  vorliegenden  keine  Fliehe  dritten  Grades 
existirt,  auf  welcher  sich  ]2mal  drei  gerade  Linien  in  einem  Punkte 
treffiBn* 

Auch  bei  dieser  Fliehe  k&men  nie  dlnmitliohe  sechs  fHindamental- 
punkte  zu  gleicher  Zeit  reell  sein. 

30.  Durch  die  rutersuchungen  von  Geiser  (Matii.  Aiiiialeii  Jkl.  I) 
ist  es  möglich  geworden,  aus  deu  Lehrsützeu  über  die  27  gei  lulfu  Linien 
einer  Fläche  dritten  Grades  solche  über  die  28  Doppeltangeuten  einer 
ehejuMi  Curve  vierten  (Jrados  al>/uleiteii.  An  dem  angegebenen  Orte 
ist  nämlich  folgender  Lelu^atz  erwiesen  worden:  lV>u  ritirtn  Pniildc 
einer  Fläche  drdtm  (iradcs  gehl  ein  (tlh/i  nichk  r  Jirriilinmifsktycl  vierten 
Grades  fin  dieselbe,  dessm  28  Doppeltaugentidlebencn  aus  der  Jkriih- 
ruìujsebcne  der  Flache  im  Scheitel  und  aus  den  27  Ebenen  hestdimf 
tceldie  diesen  mit  den  27  geraden  Linien  der  FlücJie  verbinden.  Indem 
man  diesen  Lehrsatz  zu  Grunde  legt,  kann  man  aus  den  in  den  vorigen 
§  gefundenen  £igeuscfaaften  specieller  Fliehen  dritter  Ordnung  Lehrsätze 
über  specielle  ebene  Gurren  vierten  Grades  ableiten. 

Es  sei  zunächst  die  Fläche  eine  solche,  auf  welcher  sich  nur  ein- 
mal  drei  gerade  Linien  in  einem  Punkte  schneiden,  also  ihre  Gleichung 

«•^  +     +  ky^  +  là'  +  ma^  =  ü; 
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die  Lage  des  Kegelscheitels  auf  der  Flüche  sei  eine  willkürliche,  ebenso 
diejenige  der  Ebene,  durch  welche  die  berührende  KegclUÜLhe  durch- 
schnitten wird.  Dann  sciimkkn  sich  vorerst  in  der  rnt sprechenden  Cuìtc 
vierten  Grades  drei  Doppcltangcfitcn,  die  Hilder  jener  drei  geraden  Linien 
•  der  Fläche,  in  einem  l\mhtc  a.  Die  Ebenen,  welche  den  Kegelscheitel 
mit  diesen  drei  Linien  verbinden,  schneiden  aos  der  Flache  dritten 
Grades  drei  Kegelschnitte  aus,  durch  welche  sieh  bekauntHeh  due  FlSche 
zweiten  Grades  legen  ISsst;  die  sechs  Punkte,  worin  diese  Fläche  jenen 
drei  geraden  Linien  begegnet,  biiden  sidi  ab  die  BerOhrunff^punkte  der 
Dqppdtanffenkn  ab,  nodche  somU  in  einem  Keg^sehniüe  A  ìkgm.  Die 
CuTTe  ist  also  eine  solche,  bei  welcher  drei  Doppeltangenten,  deren 
BerOhruDgspimkte  in  einem  Kegelschnitt  liegen,  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  und  zwar  ist  sie  die  allgemeinste  Gurre  dieser  Art. 

In  dem  Kegelschnitt  A  liegen  auch  noch  die  zwei  Berührungspunkte 
derjenigen  Doppeliangeute  welche  aus  der  Berflhruugsebene  im  Eegel- 
scheitel  entspringt.  Jene  FlSche  zweiten  Grades  schneidet  nämlich  ans 
der  FlSche  dritten  Grades  drei  Kegelschnitte  aus,  welche  sich  im  Kegel- 
scheitel treffen,  so  dass  beide  FlSchen  in  diesem  eine  gemeinsame  Be- 
rtUinmgsebene  besitzen.  Diese  Ebene  durchschneidet  die  FlSche  zweiten 
Grades  in  zwei  geraden  Linien,  die  illr  die  andere  FlSche  die  Lifle- 
xionstangenten  im  Eegelscheitel  darstellen  nnd  auf  denen  die  BerOh- 
rungspunkte  der  Doppeltangente  t  liegen.  Hieraus  geht  aber  die  Rich- 
tigkeit obiger  Bebauptong  unmittelbar  hervor. 

Bmnih  den  FmM  a  gehen  an  die  Curve  noch  sechs  Tangenten,  deren 
Berührungspunkk  ébenfaìU  in  einem  Kegeisâmitt  B  Uegen»  Verbindet 
man  nSmlieh  den  Eegelscheitel  mit  dem  Schnit^unkt  der  drei  auf 
der  FlSche  liegenden  geraden  Linien,  so  durchschneidet  die  Verbindungs- 
linie die  Ebene: 

— 0 

in  einem  Punkte,  von  welchem  aus  sich  an  die  iu  dieser  Ebene  und  der 
Fläche  liegende  Curre  dritten  Grades  seehs  Tangenten  legen  lassen, 
deren  Berflhrungspunkte  in  der  ersten  Polaren  jenes  Punktes,  also  in 
einem  Kegelschnitte  liegen.  Jene  6  durch  a  gehenden  Tangenten  und 
der  Kegelschnitt  B  sind  nun  nichts  Anderes  als  die  Centralprojectionen 
der  eben  erwShnten  Linien.  Aw^  der  KegdsehniU^B  geht  dimcft  die 
BeriShrnngsgmkte  der  Doppdfangente  t  nach  dem  Satze  :  Wenn  von  den 
16  Schnittpunkten  zweier  Gurren  vierter  Ordnung  8  auf  einem  Kegel- 
schnitte liegen,  so  liegen  die  8  Übrigen  ebenüslls  auf  einem  solchen. 
Man  hat,  um  diesen  Satz  anwenden  zu  k&nnoi,  als  zweite  Gurre  vierten 
Grades  nur  diejenige  zu  wählen,  welche  sich  aus  den  ersten  Polaren 
▼on  a  in  Bezug  auf  die  eiste  Gurre  und  aus  der  Doppeltangente  t  zu- 
sammensetzen ISsst 
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Die  Curve  dritteu  Urailes  selbst,  welche  in  der  £beue: 

liegt,  bildet  neh  wieder  ala  eine  solche  ab;  die  AtibUdung  C  benihrt 
die  6  von  a  ausgehenden  Hnfaehen  Tangenien  in  ihren  Beriihning^punkten , 
und  gdU  überdies  nach  %  9.  und  10.  durdt  die  Sdtnii^nkte  von  Vi 
Paaren  von  DoppeUangenien. 

31.  Wescnt liei»  iindern  sicli  die  Resultate  des  vori^j^fii  §,  wenn  «1er 
Krgelscheitel  in  der  Curve  dritten  Grades  liegt,  welche  die  uielirerwühate 
Ebcue: 

tf~/}»0 

mit  der  Fläche  «(emeiiisaiii  hat.  Alsdann  geht  die  Beriihrungsehene  der 
Flüche  im  Kegelscheitel  auch  durch  den  Hchiiittiiunkt  der  drei  geraden 
Linien  auf  der  Fläche  und  es  jrirtl  snniit  durch  die  Projrrtioìì  a  dlrsts 
SrJniitfpioiìdi  .s  noch  cine  viertt  Dupprltdiuji  nte  drr  Cto  rr  tjclu  n.  Die 
Projection  jmcr  Currc  driffru  Grades  wird  r?<  cini  r  (/crddi ii  Linie  /,  so 
ddss  die  licriiìtrmìyspunldc  der  virr  einfeichcn  Tan«ii idni ,  iceìcìic  durch 
a  gehen,  in  gerader  Linie  Herfen.  Daraus  ergiebt  sieh,  dass  die  erste 
Polare  des  Punktes  a  in  Bezug  auf  die  Curve  vierten  Grades  eine  solche 
dritten  Grades  sein  massy  welche  jene  gerade  Linie  l  als  Theil  enthält 
und  daher  in  diese  und  einen  Kegelschnitt  zerf&llt.  In  dem  letzteren 
liegen  dann  die  Ber&hmngspunkte  der  vier  Doppeltangenten,  so  dass  • 
%mseire  Curve  vierten  Grades  eine  soldie  isi,  von  wdcher  sich  vier  Doppd- 
Umgen^en^  deren  Beriikrungspunkie  in  einem  KegdsdmiH  Uegen,  in  einem 
Punkte  treffen.  Auch  sie  ist  eine  allgemeine  Carve  dieser  Art  Endlieh 
werden  12  SehniUpuinkte  von  je  gwei  DoppMngenten  der  Ourdie  in  der 
geraden  Linie  Ì  Uegen, 

Die  Fälle,  in  welchen  der  Kegelscheitel  auf  einer  oder  mehreren 
geraden  Linien  der  FlSche  liegt  und  die  Curve  vierten  Grades  somit 
einen  oder  mehrere  Doppelpunkte  bekommt,  übergehen  wir  und  be* 
merken  nur  noch,  dass  die  beiden  in  den  leisten  §  betrachteten  Curven 
aach  aus  der  allgemeinen  Fl&che  dritten  Grades  erhalten  werden  können. 
Eine  Curve  der  ersten  Art  geht  hervor,  wenn  man  drei  gerade  Linien 
der  Fläche  sucht,  unter  denen  sich  zwei  schneiden,  durch  den  Sdinitt- 
punkt  und  einen  Punkt  der  dritten  Linie  eine  weitere  gerade  Linie  zieht 
und  den  K^elscheitel  in  den  Punkt  legt,  den  diese  Linie  fernerhin  mit 
der  Fläche  gemeinsam  hat.  Eine  Curve  der  zweiten  Art  erhält  mau, 
wenn  mau  durch  eine  gerade  Linie  der  Fläche  zwei  Berührungsebenen 
an  dieselbe  führt  und  den  Kegelscheitel  dahin  legt,  wo  die  V'erbindungs- 
Unie  der  zwei  Berührungspunkte  die  Fläche  durchschneidet. 

32.  Auch  die  in  §  5.  und  6.  untersuchten  Flächen  dritten  Grades 
liefern  interessante  Curvcu  dritten  Grades. 


Digitized  by  Google 


Uober  Flächen  dritten  Qrades. 


271 


Ist  die  Gleichung  der  Flüche: 

wo  â^^O  eine  Ebene  und  JT^^O  einen  Kegel  dritten  Grades  dantellt^ 
dessen  Scheitel  nicht  in  jener  Ebene  liegt,  so  entspricht  derselben,  wenn 
der  Scheitel  des  Berflhrungskegels  beliebig  auf  der  Flüche  liegt,  eine 
Cktrve  werten  Grades  mU  sedts  Inflesnonstangenten,  «fdehe  «tc&  m  einem 
Punkte  schneiden.  Diese  sind  die  Spuren  derjenigen  Tangentialebenen, 
welche  durch  den  Kegelscheitel  an  den  osculirenden  Kegel  gelegt  werden 
können.  Die  sechs  entsprechenden  Jnflexionspunkte  liegen  in  einem 
Kegelschnitte;  sngleich  geht  durch  dieselben  eine  Cur?e  dritten  Grades, 
welche  in  ihnen  von  den  Inflexionstaugeiiten  berührt  wird.  In  jedem 
der  9  InfiexmispiinVtc  dUtser  Curve  i^'lmridm  sich  drei  DoppcUangcnlcn 
der  Curve  vierten  Gradai.  Der  Kegelschnitt,  in  welchem  6  Iiifiexioiis- 
punkte  liegen,  geht  auch  durch  die  Berührungspunkte  der  28'*"  Doppel- 
tangente. Benierkeiiswerth  ist  noch  die  Hesse '.sehe  Curve  der  vorer- 
wühnten  Curve  dritten  Grades;  von  jedem  Vurddc  derselben  aus  kann 
man  nündieh  an  die  Curie  eierten  Grades  VJ  Tainjenten  i^en,  deren 
JBerührungspmdde  zu  je  »5  in  zwei  Keyelseltndlen  Heyen. 

Wenn  der  Kegelscheitel  in  einem  Punkte  der  BerQhmngscurve  des 

Osculationskegels  liegt,  so  hat  man  vorläufig  nur  vier  sieh  in  einem 
Vunldc  treffende  Inlicxionslamjenten ,  deren  Jicriihnoii/sjmnJcte  aber  in 
(jcradcr  Linie  iiefjen.  In  dieser  Linie  sehneiden  sieh  a  m  h  21  Doppcltan- 
(jenten  der  Cum  n'unmnl  zu  je  dreien^  die  28'''  Doppelfanfjenfe  (jeld  ilten- 
falls  dureh  den  S<  hniitpunld  der  Inflexionsfangenten ,  sie  leird  ahrr.  da 
ihre  beiden  Berühnin^f.spunkte  zusamnientalleii ,  r?<  rint  r  dmpnnldiij 
beridirendrn  ndrr  )tndidirentle)i  Geraden;  dt  r  Undul<ilioiisj)Unki  liegt 
ebenfalls  auf  der  olx  n  (jt  dariden  ytraden  Linie. 

Ë8  sei  ferner  die  Gleichung  der  Fläche: 

(vergi.  §  6.,  28.,  29.);  die  Lage  des  Kegelscheitels  anf  der  ElSche  sei 
willkflrlich.  Ahidann  lassen  sidi  die  24  Infiexionstangenten  der  ent- 
sprechenden  Curve  vierten  Grades  so  in  vier  Grupiwn  su  je  sechs  anord- 
nen, dass  die  sedts  Tangenten  deirsdben  Gruppe  sidt  in  einem  Funkte 
sehneiden.  Durdi  die  Beriffurungspunkte  derselben  Gruppe  geht  ein 
Kegdsdwät^  die  vier  so  entstehenden  Kegelschnitte  schneiden  die  Curve 
in  denselben  zwei  Punkten,  und  zwar  in  den  Berührungspunkten  der 
Doppeltangente,  welche  aus  der  Tangentialebene  des  Kegelscheitels 
•  entspringt.  Die  übrigen  27  DoppeUangenten  sehneiden  sieh  IBnud  m 
je  dreien  in  einem  Punkte  ;  die  18  Sehnittptmkte  liegen  eu  je  dreien  auf 
den  seelis  Seiten  des  voUstä$tdigen  Vicreeks,  welehcs  seine  Lleh  n  in  den 
Sfihniitpunkten  der  InfUxionstangcnten  hat.    Von  einem  jeden  Punkte 
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diesar  sechs  Seiten  gehen  12  Tangenten  an  die  Curve,  deren  Beruhrwugs- 
Punkte  m  ewei  Kegelschnitten  Hegen* 

l8t  endlich  die  Gleiehnng  der  Flache: 

Aa^ß  4-  y  '  +  d3  =  0 

(^vergl.  §  8.),  so  entspricht  dem  uuii)Iiiiiaroii  Knotonpiinkte  clor  FKuhe 
ein  dreifnclwr  Fiinld  der  Curve,  dessen  drei  Tangenten  die  Ontralpro- 
jectionen  derjenigen  (ìeradeu  der  Fläche  sind^  welclie  sich  im  Knoten- 
punkte schneiden.  Den  drei  übrigen  geraden  Linien  der  Fläche  ent- 
sprechen drei  Doppeliangente»  der  Curve,  sie  sich  in  einem  Punkte  treffen 
und  deren  BerShrungspunkte  in  einem  Kegdsdinitte  Ucgen, 

Die  Spur  der  Tangentialebeiiey  welche  im  Eegeleeheüel  an  die 
Fläche  gelegt  wird^  ist  die  vierte  Doppeltangente;  ihre  Berührungs- 
punkte liegen  in  dem  nSmlichen  E^bchnüte.  EndOeh  hat  die  Curve 
sedis  Inflesßionstangenien,  loeZeAe  sidi  Bwemai  en  je  dr^en  in  &nem 
Punkte  treffen;  die  Verinndmgäinie  der  Sekmttpunkte  geht  dabei  durdt 
den  dreifadten  Punkt,  Die  gedachten  Eigenschaften  kommen  allen 
Oarven  vierten  Grades  mit  einem  dreifachen  Punkte  tn,  bei  welchen 
sich  drei  Doppeltaugenten  in  einem  Punkte  treffen. 


Digitized  by  Google 
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Yon  H.  ZOoB  in  Hildesheim. 


Um  die  Anziehung  eines  homogenen  Ellipsoids  auf  einen  materiel- 
len Pnnkt  SU  bestimmen,  hat  Hr.  F.  Grube  in  Hambnig  eine  neue 
Methode  angewandt,  bei  des  das  Potential  einer  elliptischen  Fliehe  sa 
HOlfe  genommen  wird*).  Er  zerlegt  das  Ellipsoid  durch  parallele 
Ebenen,  die  senkrecht  auf  der  kleinsten  Axe  stehen,  in  unendlich 
dflnne  elliptische  Scheiben,  bestimmt  aunachst  unter  Annahme  des 
*  Newton'schen  Gesetzes  die  Anziehung  eines  solchen  Körperelements 
und  summirt  dann  die  Anziehungen  aller.  Die  Anziehungscomponenten 
des  Ellipsoids  ergeben  sich  als  einfache  Integrale. 

Ks  lag  nahe,  zu  derselben  Aufgabe  Kreisschnitte  zu  verwenden, 
das  Ellipsoid  also  in  Scheiben  mit  kreisförmiger  anstatt  mit  elliptischer 
Basis  zu  zerl^n.  Wie  aber  die  Bestimmung  des  Potentials  einer 
elliptischen  Flache  wesentliche  Schwierigkeiten  bereitete,  so  vereinfaclito 
auch  der  Ausdruck  für  dasselbe  sich  nicht  s»'hr,  wenn  man  die  Ellipse 
in  einen  Kreis  übergehen  Hess.  Erst  als  das  Kreispotential  von  Herrn 
E.  Heine  in  Halle  a.  S.  direct  und  auf  einfachere  Weise  abgeleitet 
war**),  erscLieu  die  Zuluilfenalnue  düsselben  zur  Bestimmung  der  An- 
ziehung des  Ellipsoids  geei<^iiet. 

Herr  E.  Heine  hatte  die  (Hite,  meine  Aufmerksamkeit  auf  diese 
Art  der  liehandlung  des  Problems  zu  lenken. 

Zunächst  soll  im  Folgenden  das  Potential***)  eines  Ellipsoids, 
dessen  Dichtigkeit  wir  fiberall  gleich  1  setzen,  in  angedeuteter  Weise 
ennittdt  weiden.  Die  Bndfonnel  für  das  Kreispotential,  wie  wb  sie 
oben  «rwähntem  Aufsätze  entnehmen,  enthält  folgende  Grossen: 


•)  liorchardt's  Journal  Bd.  69,  S.  3r)9— 301.    lieber  ÂnziehuDg  eines  homo- 
genen Ellipsoids  von  Herrn  F.  Grube  iu  Hamburg. 

**)  In  dem  AnAstse  „Dss  Potential  efaies  homogenen  Kreite»**  Bordiardt*s 
Journal  r,â  70,  s.  271. 

***)  Dit  Aufdruck  „Potential"  boU  hier  m^d  aucb  später  nor  in  Besag  auf 
das  Newton'Hrbe  An/iebongsgeset«  gebraucht  werden. 

Matb«m«li»cbe  Annalen.   X.  18 
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1.  den  Radius  des  Kreises; 

2.  das  von  dem  angezogenen  Punkte  auf  die  Kreisebeue  gefällte 

Loth; 

3.  die  Entfernung  des  Endpunktes  dieses  Lothes  vom  Kreis- 

mittelpuukte. 

Da  nun  die  durch  parallele  Ebenen  erzeugten  Kreisschnitte  im 
Elh'psoid  sich  nicht  senkrecht  über  einander  lagern,  d.  h.  da  die  Ver- 
iiindungslinie  der  Mittelpunkte  nicht  senkrecht  auf  den  Ebenen  steht, 
so  werden  obige  Grössen  von  Schnitt  zu  Schnitt  zugleich  sich  ändern. 
Doch  leuchtet  auch  eiri,  dass  sie  bei  dieser  Aenderung  in  gewisser 
Abhängigkeit  von  einander  stehen.  Es  wird  darauf  ankommen ,  diese 
Abhängigkeit  au&usuchen,  um  eine  GrOeae  su  gewinnen,  nach  der 
Bummirt  werden  kum,  nnd  dann  das  erhaltene  Integral  auf  ein  einfoches 
znrQekzafOhren.  Sehlieeslich  ist  noch  der  Ânsdrack  des  Potentials  in 
die  fiblichö  Form  zn  bringen.  (Abschnitt  I— IV.) 

Herr  Mehler  in  seiner  Arbeit  fiber  die  „Anziehung  einer  von  zwei 
Fliehen  zweiten  Grades  begrrazten  Schaale'^*),  in  der  er  die  gefun- 
denen Besultate  auch  spedell  auf  das  homogene  Ellipsoid  aberträgt, 
geht  von  vom  herein  von  einer  Yerallgemeinerang  des  Newton 'sehen  * 
Gesetzes  ans,  indem  er  die  Anziehungskraft  proportional  der  Masse 
und  umgekehrt  proportional  einer  beliebigen  Potenz  der  Entfernung 
annimmt  Da  auch  mit  Hülfe  der  Kroisschnitte  die  Anziehung  fttr 
solche  Fälle  zn  bestimmen  ist,  so  soll  das  Ver&hren,  wenigstens  fiOr 
guize  Potenzen  der  Entfernung,  hier  angegeben  und  für  die  dritte, 
Tierte  und  fttnfte  Potenz  die  Kraftefunctionen  als  ein&che  Int^prale 
dargestellt  werden  (Abschnitt  V.  und  VL). 

L 

Die  Gleichung  des  Ellipsoids  mit  den  Halbazen  ab  e  in  recht- 
winkligen Ooordinaten  lautet 

-jr  +     H-  >  -°  ^' 

und  hior  nug  die  Rektion  gelten 

a  >  b  >  e. 

Durch  (las  Ellipsoid  seien  unendlich  nahe  }>arallele  Ebenen  gelegt, 
weicht'  Kreisschnitte  ergeben.  Diesell)cn  müssen  bekanntlich  der  f/- Axe 
parallel  gehen,  und  derjenige  .Schnitt,  der  diese  Axe  selbst  enthält, 
soll  Hauptschnitt  genannt  werden.  Von  den  beiden  Richtungen,  nach 
denen  die  Zerlegung  geschehen  kann,  wählen  wir  die,  bei  welcher 


*)  Borchardi's  Journal  Bd.  60. 
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die  Ebenen  mit  der  .r//-Ebeue  einen  Winkel  9  machen ,  dessen  Tan- 
gente der  Bedingung  genügt 

Denselben  Winkel  machen  offenbar  alle  Ereis-Darehmeaaer,  die  in 
der  dPf'^Ebene  liegen,  und  derjenige,  welcber  zugleich  dnrch  den  Coordi- 
natenanfang  geht,  wird  die  Länge  25  haben.  Derselbe  ist  auch  Durch- 
messer der  Ellipse,  deren  Gleichung  ist 


Sadien  wir  su  ihm  in  der  Ellipee  den  cmyugirten  Dorchmesseri 
so  ist  dieser  der  geometrische  Ort  far  die  Büttelpunkte  der  Kreise*). 
Die  L^ge  desselben  soll  mit  2  a  bezeichnet  werden. 

Auf  diese  beiden  conjugirteu  Durchmesser  2a  und  2  b  als  |-  wid 
{-Axe  bezogen  lautet  die  Gleichung  der  Ellipse. 

(2)  |-  +  ^  =  1- 

wobei  wir  die  positive  |-Axe  zwischen  der  negativen  e-  und  der  posi- 
,  tiven  a;-Axe,  die  positive  Ç-Axe  zwischen  der  positiven  rr-Axe  nnd 
der  positiven  ;sr-Axe  liegend  annehmen.  Es  ist  dann  i(t^x)  —  q)  und 
i  (|.r)  werde  mit  x  bezeichnet.  ( Ver^^lt'iche  Figur.)  Bekannte  iSätze 
über  conjugirte  Durchmesser  ergeben  dann 

(3)  %9tgaf-^ 

nnd 

(4)  a»  +  ô«  — a«  +  c». 

n. 

Vom  angezogenen  Punkte  aus  denken  wir  una  jetzt  eine  Linie 
gezogen,  die  senkrecht  aui'  den  ISchnittebenen  steht.   Die  Lange  der- 

*)  Nach  eiuem  bekannten  Batse  Uegeu  die  Centra  paralleler  Schnitte  in 
Fl&oheii  »weiten  Giades  in  demjenigen  DnrehmesMr  der  Flftebe,  welohe  der  Lage 
der  Sohnittebenen  ooiyugirt  ist.    (S.  Elemente  der  analytischen  Geometrie  des 

Raumes  von  Salmon  nnd  Fiedler,  Art.  95.)  Die  Khen»^  imserns  HaiiptHcluiittea 
ist  also  Diametralebene  za  dem  Orte  der  Kreiscentra.  Kin  anderer  Hätz  (ebeu- 
Uatieibst  Art.  67)  besagt,  daus,  wenn  die  einer  gegebenen  Richtiuig  conjugirte 
Diamelndebene  eine  andere  Biehtang  entbftlt»  die  dieser  letstenBiehtong  eei^Qgirte 
Diametralebene  auch  die  erste  Richtung  enthält.  Wenn  wir  also  in  der  Ebene  des 
HauptBchnittes  als  neue  Richtung  die  y-Axe  annehmen,  so  mtiRs  die  dazti  ge- 
hörige Djamutralebcnc,  nämlich  dio  x£- Ebene,  den  Ort  der  Centra  enthalten. 
Derselbe  ist  daher  Durchmeaser  der  Ellipse 

xmé  cmgneirter  Dnrchmesier  m  der  Biolitung  der  Kreisdnnsbmener,  die  sngleieh 
Sahnen  der  EIH|Me  sind. 

18» 
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selben  bis  za  einer  Schnittebeue  werden  mit  h .  die  Eotfemang  des 
Fasspanktes  rom  Mittelpunkte  des  Kreises  mit  r  U:-zeichnet  (Fi^ir). 
Die  zur  Âbsdsae  des  Mittelpankies  i  in  der  Gleichung  der  £iiipse  \ß) 


zugehörige  Ordinate  t  i^t  ijleicìj  d»?m  Radius  des  Kreises.  Das  Potential 
der  Kreisflicbe  lautet  daim  nach  der  Ueine'acben  Formel 


K-»2t<  /  ï/l—  *•  - 


 ds  


wobei     die  positive  Wanel  der  Gleichung 

iit.  Fonneo  wir  etwas  um,  indem  wir  f*s  für  s  sehreibeii,  so  geht 
Faber  in 

at  

Bezeiebnet  ç  die  Sntfemang  des  angesehenen  Punktes  vom  Kreis- 
mittelponkte,  so  ist 

and  setst  man  zor  AbkQrEiing 

(5) 

80  erhält  man 

(6) 


wobei  die  positive  Wurzel  aus  t<  =  0  ist.  Diese  Formel  gilt  auch 
für  einen  Punkt  der  Ebene,  also  ffir  A 0.  Liegt  derselbe  aof  der 
Peripherie  oder  innerhalb  des  Kreises^  so  wird     -=  0. 
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Mit  dìè  werde  non  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  zweier  benach- 
barter Kreînclinîtto  besdehnet;  dann  iai  der  sexikrechie  Abstand  der- 
selben 

ist  aber 

(7)  sin  (H)  »  sin  (9+%)  »  k. 

Mit  dem  Abstände  dh  muss  man  V  moltiplicireui  um  das  Potential 
des  Edrperelementes  zu  erhalten.  Dasselbe  wird  daher  lauten 


dê 


III. 


Duss  die  (J rossen,  die  in  u  enthalten  sind,  sich  als  Functiuiiun 
von  ë  darst-elleu  lassen,  ist  leicht  ersichtlich.  Bezeichnet  man  die  Eni- 
feruung  des  augezogenen  Punktes  vom  Mittelpunkte  de»  Ellipsoids 
mit  F,  von  der  £bene  des  Hauptschnittes  mit  H,  so  ist 

und 


iß) 


erj^iebt  sich  aus  der  Gleiciiung  der  Ellij>se  (1?).    Denken  wir  uns  diese 
iSubstitutionen  gemacht,  so  kiniiien  wir  jetzt  V  nach  |  von  —  a  bis 
a  suniniireii,  uni  das  Potential  des  Ellipsoids  zu  erhalten. 

1.  Der  angezogene  Punkt  liege  ausserhalb  des  EUipsuids.  Das 
Potential  lautet 


—  a  «9 

liier  ist  also  für  ein  festgehaltenes  |  nach  s  zu  summiren  von  dem 
aus  n  =  0  .sich  ergebenden  Werthe  Sq  bis  ins  Unendliche,  dann  nach 
I  von  —  a  bis  -|-  Aus 

*ö     ^j«      T  ^'  /^(  'iV  "~~  i) 

ergiebt  sich ,  dass  für  (  +  wo  ^  =  0  ist,  Sq  Uber  alle  Grenzen 
wächst.    Denken  wir  uns  also  u  =  0  als  Curve  dargestellt,  so  läuft 

sie  an  diesen  beiden  Stellen  ins  Unendliche.  Ferner  ist  ersichtlich  aus 
den  Relationen  (5)  und  (8),  dass  die  Function  tr  nach  Ç  vom  zweiten 
(Jrade  ist  und  der  Coet'licient  von  in'gativ.  Nach  Potenzen  dieser 
Grösse  geordnet  wollen  wir  die  Function  schreiben 
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(9)  ««»iii  +  2i»|— jpl*, 

wobei  m  n}>  Functionen  von  s  sind  ujul  jedenfalls  positiv  ist.  Aus  der 
Gleichung  erhält  mau  nun  für  jedes  s  zwei  WerLhe  für  ë»  ausser  für 
dasjenige,  bei  dem 

I  BS  ^  und  mp  -|-  n*  «  0 

ist  An  diMOr  SteUe  existirt  ein  Mmimom  der  Corre  and  wir  beseich- 
nen  den  dazu  gehörigen  Werfch  von  s  dnroh  tf. 

Kehrt  man  die  Intqgrationsfolge  am,  so  ist  Ar  ein  festgehaltenes 
s  nach  |  zu  summirra  zwischen  den  beidm  ans  u^O  sich  ergebenden 
Werthoi  Si  und      dann  nach  8  von  ö  bis  ins  Unendliche. 

So  erhalt  man 

£s  ist  nun 

Da  I,  und  |.,  die  Werthe  für  ^  sind,  hei  welcheji  «  verschwindet, 
so  lallt  der  erste  Theil  zwischen  jenen  Grenzen  furt.    Ferner  ist 

Wächst  ^  von  1.  bis  l.,  so  durchläuft  ixt  stetig  die  Werthe 

von  —  oo  bis  4-  ^7  iilïio  der  arcustaugeus  die  Wertiie  von  —  J  bis  4- 
Mau  erhält  daher 

und  hier  ist  6  ein  aus  »ijp-^-  m*  =  Ü  sich  ergebender  Werth,  der  positiv 
sein  muss. 

2.  Liegt  der  Punkt  auf  der  ()l)erHiiche  des  Ellipsoids  oder  iiu  Inueru 
desselben,  so  ist  für  jeden  Kreisscluiitt  6',,  >  iiussor  für  denjenigen, 
auf  dessen  Peripherie  oder  iinierhaU»  desselben  der  Punkt  liegt.  Für 
diesen  nimmt  es  den  Wertii  0  au  uud  daher  denselben  Werth  auch  die 
untere  Grenze  des  Integrals. 

Das  i^otential  lautet  dann 

0 
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nr. 

Um  den  Ausdruck  des  Potentials  in  die  übliche  Form  zu  bringen, 
bestimmen  wir  zunächst  die  Grössen  m  np  aus  der  Function  mit 
Hülfe  der  Relationen  (8).    Es  ist 

m  «  b^sis-^- 1)  -  sP2  -  H«, 


(10) 


Feiner  eigiebt  sich  am  den  Formeln  (1),  (3)  und  (4) 

(11)  BmU9>  +  z)  =  Ä»«-^ 

und  daher 

Die  GrSssen,  welche  bisher  die  Lage  des  Ponktes  bestimmten, 
kSnnten  wir  dnrch  die  rechtwinkligen  Goordinaten  desselben  ausdrücken 
und  80  die  Transformation  bewerkstelligen.  Ohne  jedoch  diese  etwas 
langwierige  Rechnung  auszufahren,  beachten  wir  nur  Folgendes: 

Da 

ist,  ferner  H  und  P  cos  (P|)  (die  Projection  der  Länge  P  auf  die 
|-Axe)  lineare  Functionen  der  Ooordinaten  xyz  sind,  so  wird  die 
Function  mp-^n^  überhaupt  nur  ganze  und  nicht  höhere  als  die  zwei- 
ten Potenzen  dieser  Ooordinaten  enthalten  können. 

Von  derselben  Function  ergiebt  sich  ferner  ohne  Weiteres  aus  der 
BeschatFenheit  der  Grössen  mnp,  dass  sie  vom  vierten  Grade  nach  s 
ist  und  s  als  Factor  in  ihr  vorkommt.  Sie  kann  daher  geschrieben 
werden  8F{ß)»   Daun  ist,  wenn  wir  setzen: 

A(«)  —  (a»+ô««)  (&»H-6»«)  (<ï*+6*«), 

Da  hier  Zähler  und  Nenner  yom  dritten  Grade  nach  a  sind,  so 
können  wir  uns  den  Ausdruck*  in  folgender  Weise  in  Partialbrfiche 
zerlegt  denken: 

'  ^"^'»  —  K  -L.       ^        I        ^  L  g 

worin  K,  ebenso  wie  ÄSCf  kein  s  mehr  enthält  und  bestimmt  werden 
kann,  wenn  man  a  über  alle  Grenzen  wachsen  iSsst.  Man  erhalt  nSmIich 

Da  man  aber  äeizeu  kann 
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wobei  II  und  I,  ihre  frühere  Bedeutung  haben  (Seite  278) ,  und  da  für 
Ssoo  1, Ijs^a  ist,  ferner 

80  érgìebt  sich  Ar  JT  der  Werth  1. 

£s  war  nun  a  eine  Wurzel  aus  der  Gleichuug: 

mp  +     =  sF{s)  =  0  . 

Da  für  Punkte  ausserlmlb  ties  Ellipsoids  ö  >  0  s«oin  muss,  so  wird  der 
Werth  sich  ergeben  aus  F{.i')  =  <\  Da  ferner  das  Potential  für  äussere 
Punkte  stetig  in  das  für  Punkte  der  Obeitiriche  übergeht,  so  muss  (tir 
diese  auch  der  Werth  a  =  0  sich  aus  F{s)  =  0  ergeben.  Ferner  kann, 
da  <y  nicht  allein  von  den  Axeu  abhiingun  darf,  A  (s)  nicht  für  s  =  <s 
verschwinden.  Wir  können  daher  auch  a  ah  eine  Wurzel  der  Glei- 
chung: 

[»otrai'iiton.  Dieselbe  i>.t  beziiglieli  dei'  ( 'ourdiiiaten  des  an'j^ezogoneu 
Punktes  vniu  zweiten  (Jrade,  wie  aus  fniliefeii  neuu'ikuugen  iiervorgeht, 
und  da  lür  alle  Punkte  der  Ubertläche  t;  =  0  ist,  so  muss: 

dio  (Jleiehung  unseres  Ellipsoids  in  rechtwinkligen  Coordinalen  sein. 
Daraus  ergiebt  sich  die  Beschallenlieit  der  Cirösseu  AßiJt  nämlich: 

und  es  ist 

(  i  n  ««w  ^'"^  —      +      „1  ^'  y* 


Bei  Benutzung  dieses  Resultats  erhüt  mau  scUiesslicb,  wenn  man 
Torher  noch  b^s^v  setzt,  das  Potential  in  der  Form:  ' 

TT      h     /Ti       ^  y»  1 

und  hier  ist  v«,  sowie  in  allen  folgenden  Formeln,  die  positive  Wurzel 
aus  der  Gleichung 


FOr  Punkte  auf  der  Oberfläche  und  innere  Punkte  ist  die  untere 
Grenze  gleich  0  zu  setzen. 
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V. 

Wir  uchmen  jetzt  an,  dass  zwei  Masseniheilchen  proportioual  der 
Masse  und  umgekehrt  proportional  einer  beliebigen  ganzen  Potenz  der 

Entfernung  sich  anziehen. 

Oie  Potenz  soi  /.unilchst  eine  gerade  2^  und  wir  bestimmen  zuerst 
die  Kräftefuuction  des  Kreises 


TT  Ï  .  /* 


Hierbei  bedeutet  dm  das  Flächeneleraent  des  Kreises,  (i  die  Entfernung 
des  angezogenen  Punktes  von  einem  Punkte  der  Kreisfläche.  Wird 
ft~*  ^ —  1  mal  nach      diil'erenzirt,  so  ergiebt  sich: 

Setzt  man 

(—1)'    '  1  7^1 . .  2g  —  1  ~  ^» 

80  ist 

Ist  3/  der  angezogene  Punkt,  M^  der  Punkt  der  Kreisfläche,  h  das 
von  M  auf  die  Kreisebeue  gefällte  Loth ,  {  die  Entfernung  des  Fusb^ 
punlties  desselben  von  3f|,  so  ist 

Wir  erhalten  daher  dasselbe  Resultat,  wenn  wir  oben  ft  '  anstatt 
nach  nach  /<'  dilVerenziren  ;  und  da  //  für  ilen  Kreis  constant  ist, 
können  wir  vor  dem  Integralzeichen  dillerenziren.    Es  wird  daher 

So  ist  die  Kräftef unction  auf  das  Potential  zurückgetührt.  Aus  der 
Formel  (6)  fUr  das  letztere  ergibt  sich  nun 

Mit  Rttcksicht  auf  die  Differentiation  nach      schreiben  wir  hier 

u  —  yp8(s^  1)  —  ,r»     (s-f.  1)  Ä«. 

Sei  zunächst  $  —  2,  also  die  Potenz  der  Anziehung  die  vierte,  so  ist 
nur  eine  einmalige  Differentiation  des  Integrals  in  (14)  nöthig.  Da 
in  8^  enthalten  ist,  muss  man  erst  Aber  die  untere  Grenze,  dann 
unter  dem  Integralzeichen  differenziren.    Der  erste  Theil  fällt  weg, 

weil  u  für  s~      verschwindet}  es  bleibt,  da  hier  C  =  7~  ^* 
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-  V 


ff«  

us  Vs  -fT 


Denken  wir  uns  bier  dnroh  die  Formeln  (8)  die  GzOsse  §  eingeführt,. 
80  erhSlt  nun  durch  Summation  naeb  denelben  die  KrSfteAiaetiDii  des 
EUipeoide: 


— a  êo 

oder  nach  der  in  III.  angegebenen  Umkehr  der  Integrationenfblge: 
Es  ist: 

Zwischen  deu  Grenzen  ||  und  ^  hat  dieses  Integral  den  Werth  x; 
daraus  folgt 

ü  =  -^kn  l  — , 


aus  den  Formeln  (11)  und  (12)  und  der  Substitution  V^s  -a>  r  ergibt 
sich  schliesslich: 


(«•+») 


In  (14)  können  wir  die  übrigen  Diftereotiationen  nicht  in  gleicher 
Weise,  wie  die  erste,  ausfuhren.   Es  ist  aber: 

Setzt  man  nun: 

«'*-TFr''— • 

SO  geht  die  Formel  (14)  fiber  in: 

d»- 


F-0 


wobei  6"^  als  Function  von  v  zu  betrachten  ist. 

Diüerenzirt  man  hier  einmal,  so  fällt  der  Thcil,  bei  wekiiem  über 
die  untere  Grenze  integrirt  ist,  weg.  Bei  tier  Diflerojitiatioii  unter 
dem  Intef^jralzeichen  erhält  mau  dasselbe  Resultat,  weuu  mau  anstatt 
nach  h'  nach  v  diüerenzirt  und  dabei  das  \  orzuicheu  umkelirt.   Also  ist: 
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Nach  einer  Integration  durch  Theile,  bei  welcher  der  vt)ni  Integral- 
zeicheu  freie  Theil  verschwiudet,  geht  dieser  Ausdruck  über  in: 

^  -  ^  t;^"'  / ^  (mW)  ■ 

Auf  diese  Weise  kann  man  auch  die  flbrigen  Differentiationen  ane- 
fOhren,  und  so  eigibt  sich  bei  der  letaten  ohne  die  theilweise  Inte- 
gration; 

Bezeichnet  man  den  q  —  2^  Differentialquotienten  von 

mit  F{v),  und  denkt  man  sich  dann  überall  wieder  v  durch  s  ersetzt, 
so  nimmt  die  Eritftef unction  die  Gestalt  an: 

Wird  hier  nuu  die  Grösse  |  eiugeführt  und  nach  derselben  summirt» 
so  eriialt  man  als  Erilftefuiietion  des  BlHpsoids: 

—ti  It 

oder  nach  Umkehr  der  Integrationenfolge: 

VL 

Ist  die  Potenz  der  Auziehung  eine  ungerade  und  zwar  vorerst  die 
dritte,  so  suchen  wir  wieder  die  Kräftefunetion: 

vi. 

zunächst  für  den  Kreis  zu  bestimmeu. 

Die  Grössen  h,  r,  q  sollen  ihre  frühere  Bedeutung  beibehalten 
und  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Kreisfläche  Mi  vom  Mittelpunkte 
0  sei  OMi  —  {.   Dann  ist: 

/*«  =  mm!  =     +     4-  22  -  2r2co8  {rl) . 
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Bcaeiehnen  wir  i  (rQ  mit  w  und  ennneni  uns,  daas 
iflt,  80  kdnneii  wir  die  KrikAefonctian  scliraben 

f  9m 

oder  nach  ÂasfOhnmg  einer  Integrstion*) 
und  danne  eriiält  man: 

woriu  eiue  Fuuctiou  von  der  Beächatieubeit,  dass  H  —  1  die  posi- 
tive Wurzel  der  (jleiclmng: 

(15)  -  fp'-Ç-)  {li-  1)  -     {R-IY  =  0 

ist.    Führt  uiaii  liier  die  Grösse  |  durch  die  bekannten  Kehitiunrn  ('^'t 

ein  und  ^)Uluulirt  dauu  iiach      so  erhält  mau  als  Krätteluuctiuu  des 

£Uip8oidä: 

« 

— a 

£ine  Integration  durcli  Theile  ergiebt: 

FOr  lasljio,  wogs«0  iati  wird  it»!.  Der  vom  lutegral- 
zeichen  freie  Theil  föllt  daher  weg.  Im  andern  fahren  wir  eine  neue 
Grösse  s  für  §  ein  dergestalt,  dass  Jf2  —  1     —  ist.   Die  aus  Formel 

(15)  sich  ergebende  »Substitutioüsformel  lautet  dann: 

(16)  f»« («4- 1)  —      _  ^2  0; 

die  linke  Seite  ist  unsere  mit  bezeichnete  Function."  Wir  wissen 
nun  aus  der  früheren  Discussion  der  Gleichung     »  0/  dass,  während 

I  von  —  «  bis  -j-  "  wächst,  s  von  cx>  bis  zu  einem  gewissen  Werth  <y 
abnimmt  und  von  da  wieder  bis  in's  Unendliche  wächst.  Femer  sind 
die  KU  demselben  s  gehörigen  beiden  Werthe  ?ou  i\ 


Da  ausserdem  ^^^fJ^dt^  ,  ^^f     ist,  so  geht  die  Formel  über  iu: 


Diese  Integrattonen  sind  dieMlbeu,  weiehe  auch  sar  Ableitung  det  Kreis« 
potentials  dienen. 
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ds 


0  OD   

TT      "h  n  "       ymp-\^'  \     ds       I    «  I.  _L_  ^"'iJ-H^ll 

uud  daraus  folgt: 

at 

•  Mit  Hälfe  aber  der  Formeln  (1 1),  (12)  und  (13)  und  der  Substitution 
6^  «     T  erhält  man  {7  in  der  Form 

•B  

Piir  noch  höhere  iiii^oiaik'  Potenzen  schreiben  wir  die  Kräfto- 
functiou  des  Kreises  zuerst  wieder  iu  der  allgemeiucu  Form 


V 

Es  ist 


und  setzt  man 


JT— (-1)«-»  ^ 


1  •  2  •  3  •    •  g  —  1  .  g  ' 

SO  gebt  obiger  Ausdruck  für  V  über  in 


A' 

8 


Wie  früher  (Abschn.  V.)  erliält  raan  auch  hier  dasselbe  l^'8ulta(, 
wenn  man  anstatt  nach  fi^  nach  diÜ'ereuzirt  und  findet  dann  in 
uiinlicher  Weise 

v^K      (\  Ar). 

Bs  ist  aber 

I   ('dm        «  ,  j, 

und  daher 

Denkt  man  sieh  die  Differentiation  ausgeführt,  so  kann  man  nach 
der  Grösse  Ì  summiren  und  erbäit  als  Kräftefunction  des  Ellipsoids 
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Fttr  den  speciellen  Fall  9» 2,  wenn  also  die  Anziebong  nach  der 
fBnften  Potenz  der  Entfemnng  wirkt ,  hat  man  in  der  letzten  Formel 

nur  eiiiiual  zu  Uitferenziren.    Es  ist  iiierbei  À'  =  —  y  und  es  wird 


0 


Wir  führen  hier  wieder  durch  die  Suì)stitution  (16)  für  |  dfe 
Grösse  ein.  Um  dl  durch  (is  zu  ersetzen,  muss  man  =  0  total 
difi'erenziren.  Mit  Beachtung  der  beiden  FormeUi  in  denen  ge- 
Bcbriebeu  wurde,  erhält  man 

2(fi-p6)d|  +  (2t^<-|-{».- -  0, 
und  die  l^Ninotion  unter  dem  Integralzeichen  wird  schlienlich 

t 

£8  ist  aber 


und  fBr  die  negatiTen  Werthe  ist  von  00  bis  zu  einem  Werthe  c,  f&r 
die  positÎTen  fon    bis  00  zu  integriren.  Also  ist: 


ä$  /'  da  

folglich: 

a 

oder  nach  bekannter  Umformung 

OD 

IJsggt-ÈSJL  f*  ^  *    
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M'étant  occupé  comme  vous  le  savez  dos  tractions  continues  algé- 
briques, j'y  ai  rattaché  comme  il  suit  la  relation  importaute  découverte 
par  Jacobi,  à  savoir: 

D"-\i  -a:^)"-*  «     1)*"  *  '-^-ft  '  gin  [«  aie  eoe  »] . 

Je  remarque  que  le  déTeloppement  de  l'expression:  (x' — 1)""^»  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  la  variable,  se  composera  d'une  partie 
entière  de  degré  2n —  1,  et  d'une  série  iniiuie  de  la  forme: 


«  ^      ^  ^ 


de  sorte  qu'on  peut  écrire: 

P  étant  un  polynôme  de  degré  » —  1.   Or  les  dérivées  snceesBÎves  de 
— montrent  facflemeni  qn'on  a:  * 


ou  TT  est  une  fonction  eiitirre  de  degré  n,  et  ce  résultat  rapproché  du 
précédent,  donne  la  relation 


p 

qui  prouve  qne  est  la  n*  réduite  dn  développement  en  fraction  con- 
tinue de  ^  '  Mais  on  sait  que  les  deux  termes  de  cette  réduite^ 
sont  à  un  facteur  constant  piès: 

p  gip  ["  i^rc  OOS  x] 

TT  »  cos  [n  arc  cos  x], 
c'est  même  nne  conséquence  immédiate,  de  ce  qu'en  faisant: 
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on  en  dédnit: 

(x  —  yî^^y^  n  —  P  yx-  -  1  =  ~  H  

d'oo: 

Posons  donc  en  désignant  par  N  un.  facteur  constant: 
r*»—  n"-*  «  jTC08[warcco>^ 

ou  encore: 

on  en  ténu  en  int^rant: 

C'est  la  relation  dtonverte  par  Jacobi,  et  il  ne  reste  pins,  qu'à  dé* 
terminer  les  constantes  ^  et  C  La  première  s'obtient  en  égalant  les 
termes  en  fc*-*  dans  Téquation: 

ayant  en  effet:  cos  [n arc  cos  a;]     2"~-'â^  -j-  •  •  *,  on  en  conclut: 

2«-»JV=  (2w  — 1)  (2n— 2)  •  •  •  », 


donc: 


*  B=        »     («<t— 1) 

™  1  -  2  -  n-l  * 

2  •  4  •  •    2«  — 2 

=  1  .3ö...(2»— 1). 

Et  quant  à  la  seconde,  elle  est  évidemment  nulle,  le  premier  membre, 
s'évanouissant  pour  x^Î,  ainsi  que  sin  [n  arc  oos  x] . 
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Processa 

Yon  ËONST  •:>cuuöDER  in  Darmstadt. 


Seit  ein  paar  Jahren  beschäftige  ich  mich  damit,  die  formalen 
Tk'zif'!uiii;^('n  einfachster  Art,  welche  zwischen  einer  Operation  und 
deren  Unikehrunt^^en  bestellend  gedacht  werden  können,  in  ihrer  logi- 
schen Abhängigkeit  von  einander  zu  untersuchen,  und  habe  ich  bei 
einem  früheren  Anlasse  schon  eine  vorläufige  Mittheilung'*)  über  Er- 
gebnisse dieser  Untersuchungen  gemacht.  Einer  systematischen  Dar- 
stellung, wie  ich  sie  nun  bald  zu  verwirklichen  hoffe,  soll  indessen 
durch  den  vorliegenden  Aufsatz  noch  in  gewissem  Sinuc  vorgearbeitet 
werden,  insoferne  nämlich  einiges  Material  darin  ausgebildet  wird,  auf 
welches  ich  wttntchea  inius  mich  beziehen  m  kSimen  ab  auf  ein  an- 
schauliches Beispiei  oder  einen  Beleg  dafür,  welcher  inteiesaanten  Art 
des  realen  Inhaltes  die  von  mir  betrachteten  abstracten  Operationen 
fähig  sein  werden.  Im  Hinblick  auf  diesen  speciellen  Zweck  erschien 
es  allerdings  ndthig,  in  die  Darstellang  auch  einige  BetrachtuDgeo, 
die  an  sich  bekannt  sind,  zu  verflechten. 

Als  darch  die  anregende  Arbeit  des  Herrn  LQroth**)  mit  der 
Theorie  der  Wflrfe  mir  ein  wesentlicher  Theil  der  Staudt'soheu 
Betrachtungsweisen  näher  gerfickt  wurde,  legte  ich  mir  die  Frage  vor, 
welche  analytischen  Beziehungen  wohl  den  geometrischen  Oonstructio- 
nen  jenes  Calcula  zu  Grunde  liegen,  resp.  in  welcher  Weise  die  hierauf 
bezüglichen  1.  c.  synthetisch***)  hergeleiteten  Ergebnisse  sich  auch 
durch  rein  analytische  Metboden  deduciren  lassen  möchten. 


*)  Ueber  die  formaleii  Elemente  der  abiolnten  Algebra,  Stattgart,  Bchweiier- 
bart,  1874. 

•*)  üeber  da«  Imaginäre  in  der  (Ipoinetrie  und  das  Rechnen  mit  Würfen, 
(jiüttioger  Nachr.  1873,  S.  767  sqq.,  uud  auatührlicher  dieae  Annalcu  lid.  Vili, 
S.  146-214. 

***)  Ebenso  auch  in  dem  seitdem  enefaieneaen  Anfsatse  des  Herrn  Stnrm 
fiber  die     8taadt*8chen  Wflrfe,  diese  Annalen  Bd.  TX,  p.  8S8— 846. 

H»llim»U«dM  Aanklra    X.  Vt 
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Die  Multiplieàtion  und  die  Addition  der  Würfe  nebst  deren  in- 

verson  Operationen .  welche  in  tien  citirten  Abhandlungen  unter  dem 
(ìosichtsponkl;  der  Aesooiatiritat^  Commutati vitüt  und  des  distributiven 
Zusammenhanges  immer  blos  als  geometrische  Operationen  betrachtet 
werden,  müssen  tmalog,  wenn  man  sie  als  arithmetische  Operationen 
an  dem  Parameter  /  der  uuicursalen  (^.'urven  auffasst,  auch  ein  analy- 
tisches Beispiel  für  einen  den  vier  Species  entsprechenden  Operations- 
kreis liefern.  Derjenige  PaiatuL4er,  welcher  dem  v.  Staudt'sciien 
(symbolisciien)  Producte,  resp.  der  Summe,  zweier  Wurfpunkte  ent- 
spricht, ist  iu  der  That  eine  gewisse  hilineare  Function  (15)  von  den 
Parametern  dieser  Oi)erutionsglieder,  eine  l'unction  sogar,  die  durch 
lineare  Transformation  gerade/u  auf  das  arithmetische  Product,  resp. 
aul  die  arithmetische  Summe  selbst,  zurückgeführt  werden  kann. 

Mit  der  Lieferung  der  liierauf  bezüglichen  Nachweise,  und  dann 
auch  mit  der  Ausdehnung  der  dabei  in  Verwendung  kommenden  De- 
tcrrainantensatze  auf  beliebig  viele  Dimensionen,  beschäftigt  sich  nun 
der  ersCe  Theil  meiner  Arbeit. 

Der  Bweite,  mit  §  8.  beginnende  Theil  derselben  ist  dagegen  dem 
Zusammenhange  und  Analogieen  gewidmet,  welche  zwischen  den  bis- 
herigen und  meinen  eingangs  erwähnten  Untersuchungen  eu  Tage 
treten,  und  wird  erst  in  Verbindung  mit  den  letzteren  Tollends  zu  be- 
urtheilen  sein. 

Ich  werde  bei  der  Darlegung  von  der  Vorstellung  reeller  (j^neu- 
traler")  V^Urfe  einer  krummen  Punktreihe  (eines  Kegelschnittes)  aus- 
gehen, wenngleich  den  in  Betracht  gezogenen  Zahlen  natCbrlich  ebenso- 
gut aucli  beliebige  com])lexe  Werthe  beigelegt  und  diesen  —  in  Gestalt 
von  mit  einem  „Sinn"  begabten  Involutionen  —  ein  anderweitigetf 
reales  Substrat  untergel^t  werden  könnte. 

§  1. 

Man  denke  sich  den  (bei  Ausschluss  eines  Geradenpaares)  belie- 
bigen Kegelschnitt  als  „imicursale"  Curve  dargestellt,  dadurch,  dass 

für  einen  beliebigen  Punkt  ^ ,  y  desselben  die  homogenen  Coordinaten 

gegeben  sind  als  rationale  Functionen  zweiten  Grades  von  einem  Para- 
meter t  vermittelst  der  Gleichungen: 

X  «=  Ä\J)  =     -f  «,/  -j-  a.,P, 

Die  Zahlenwerthe  von  t  und  die  Punkte  der  Curve  werden  alsdann 
in  bekannter  Weise  einander  eindeutig  entsprechen,  und  mögen  dem- 
nach  auch  imm^r  flbereinstimmend  bezeichnet  werden. 
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Wenn  nun  so  die  Ziililzeiclien  /,  und  ilrei  feste  ein  für  alle- 
mal beliebig  gewählte  „Grundputikte'^  vorstellen,  so  werdeu  wir  in 
Gettali  der  Zusammenstellung  ^g,  t^,  t  —  oder,  da  die  drei  prsten 
Punkte  stets  als  dieselben  gedacht  werden  sollen,  kürzer  in  Gestalt 
▼on  i  selbst  —  einen  v.  Stand t'schen  Fwnktwwrf  7or  nns  haben. 

Die  (If-m  V.  S  tau  dt 'seilen  „Prodwic"  zweier  beliebigen  Puakt- 
wiirfe  ttt  und  it,  zugehörige  Zahl  will  ich  mit  tab  oder 

(2)  4-Ai(x)^ 

in  der  That  als  ein  symbolisches  Product  beaeichnen. 

Die  geometrische  Construction  dieses  Productes  ist  dann  einfach 
ausgesprochen  durch  die  Forderung,  dass  die  Verbiudungsgeraden  der 
drei  Pnnktepaare: 

(3)  und     ]     ta  und     ;     ^4  und 

sich  in  einem  Punkte  sc  h  neiden  sollen,  dass  also  das  Sechseclç  dieser 
6  Punkte  zugleich  ein  Pascarsches  und  ein  Brian chon'sches'  sei 
—  wenn  auch  das  letztere  in  Bezug 
auf  einen  andern  als  den  hier  zu 
Grunde  liegenden  Kegelschnitt. 

Die  V.  Staad t'sche  „Summe*^ 
der  beiden  Punkt  würfe      und  tf, 
werde    entsprechend    durch    fa  4-  r. 
oder  ta{-\-)tt,  dargestellt.    Die  sijm- 
hoUsrhc  Addition,  welche  uns  die- 
se ll)e  liefert,  lässt  sich  ais  spccicUcr 
l'ali  der  vorerwähnten  Midtiplica- 
iion  htiinndchi\  sie  wird  aus  dieser 
erhalten  durch  eine  Abänderung  der  Gruudpunkte,  indem  mau  näm- 
lich erst  /„  in  t^  übergehen  liissi  (wodurch  die  Verbindungslinie  zu 
der  1.  c.  8.  189  erwähnten  Tangente  wird)  und  henach  durch 
ersetzt. 

Es  genügt  daher,  wenn  wir  nur  für  die  Multiplication  die  Auf- 
gabe löseu,  zunächst  tc  durch  ta  und     analytisch  auszudrücken. 


X   ,     Y  ,  Z 

A  {ta),  C(t..) 

Ä{U),  Bit,),  C{t,) 


0, 


Y 


Mit  Rücksicht  auf  (1)  ist  in  den  laufenden  Ooordinaten  -g-t 
die  Gleichung  der  Verbindnngsgeraden  Ton  4  und  ^: 
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Es  ist  uuu  bamerkeiisirerthi  daas  diese  Gleiohimg,  welche  in  der 
sweiten  und  dritten  Zeile  der  Determinante  lauter  Elemente  von  so 
complicirtem  Bau  wie  die  Ausdrücke  (I)  enthalt,  sich  dureh  Ordnungs- 
erhöhuug  („Rändern'')  und  UnterdrUckang  eines  Factors  auf  die  weit 
einfachere  Gestalt  bringen  läset: 

,  X, 


0  , 

1  , 

fa  — 6-, 


cc., 


2> 


a 


I  > 


y,  z 


—  0, 


MultipHeirt  man  nftmlieh  die  hier  zur  Linken  stehende  Determi- 
nante colonnenweise  mit  der  folgenden: 


(6) 


1,  0,  0,  0 

0,  t^,  u ,  0 

0,   1,   1,  0 


welche  den  Werth  h  —  ta  besitzt,  so  ergiebt  sich  eine  Determinante 
vierter  Ordnun<^^  welche  aus  dem  Schema  von  (4)  mit  links  davor- 
gesetzten  Nullcir  und  der  darunter  geschriebenen  Zeile  —  1 ,  — 
—  ßif  — Vi  besteht,  welche  also  durch  Ordnungseniiedrigun^'  auf  die 
Determinante  (4)  selbst  ganz  unmittelbar  hinausläuft.  (Vergleiche 
hierzu  den  Schluss  des  §  G.) 

In  entsprechender  Weise  wird  sich  nun  die  Gleichung  (5)o,  »  der 
Verbindungslinie  von  und  desgleichen  die  {ô)i,c  der  Verbindungs- 
linie von  /|  und  tc  darstellen,  nämlich  aus  hervorgehen,  indem 
wir  die  Indices  a  und  b  von  t  einfach  durch  0  und  oc  resp.  1  und  r 
ersetzen.  Sollen  dann  die  drei  Verbindungslinien  sich  in  <  imm  Punkte; 
schneiden,  so  muss  es  ein  System  von  Werthen  X,  Y,  Z  gebeu,  für 
welches  die  drei  Gleichuniren 


(ÖX»  und  (ô)i,« 


gleichzeitig  erfUlt  werden,  und  handelt  ee  sich  demnach  darum,  dieses 

VV^erthsystem  —  oder  also  die  beiden  Coordiuuten  ,  ^  des  Schnitt- 
punktes unserer  drei  Verbindungslinien  —  aus  diesen  drei  Gleichungen 
zu  elimiuiren. 

8  8. 

Durcli  einen  Kunstgrill,  welcher  dem  in  der  Determinantenlehre 
bei  den  adjungirten  Systemen  gebrauchten  ähnlich  ist,  ergiebt  sich  die 
gesuchte  Eliminationsresultante  sogleich  in  der  einfachen  Zerlegung: 
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-D^ -e  — 0, 


Yt 

1, 

^1  ~l"  ^»  ^1  ^ 

Yx 

uud  6» 

1, 

-f-  ht  Uh 

«ti  ßu* 

1, 

^•4"  Al» 

(8) 

WO 

(9) 


bedeutet. 

Wird  nämlich  die  Determinante  in  (5)«,»  mit  I>^*(X,  Y,  Z)  be- 
zeichnet, Qiid  2>,  —/>;;*,  D;  *,  -1>^'*  deren  ünterdeterminanten 
nach  den  Elcmenteu  der  ersteu  Zeile  genannt,  so  können  wir  die  Glei- 
chungen (7)  bequem  nach  dea  Elementen  der  eisten  Zeile  geordnet 
hinschreiben,  und  muM  die  Determinante  dieser  drei  homogenen  Glei- 
chungen verschwinden,  d.  h«  es  musa: 


(10) 


sem. 


a 


'fi 


Y 

0.  « 
Y 


r 


0 


Wenn  man  aber  die  Entwickelang  der  aas  (5)«,»  abzulesenden 
Determinanten 

nach  den  Elementen  ihrer  ersten  Zeile  je  vergleicht  mit  ihrer  £nt- 
wickelung  nach  den  Elementen  ihrer  ersten  Colonne,  so  ergeben  sich 
die  Relationen: 


(») 


o,7):'+  ß,ir/+ Y,iy^'- -i-D, 


«.i^l'H- J-i^'- «i+*.)-D, 

«.IT'  ' + Ai>;  '  +      — t.hi>, 

und  entsprechend  fttr  die  Indices  0,  oo  und  1,  e  statt  a,  6. 

Wird  mit  Ilücksicht  auf  diese  Relationen  die  Detorniiuantc  (10) 
mit  dem  Ausdruck  (0)  von  D  zeilenweise  multiplicirt,  su  entsteht  diu 
Gleichung: 

-  1  .  D,  {L+h)D,  —ta  hl) 
-1  -  D,  (t^-\-l,)l),  -fjj) 


0, 


deren  linke  Seite  auf  •  8  hinauskommt.  Die  Determinante  (10)  ist 
daher  in  der  That  «  •  6  und  damit  die  Richtigkeit  des  angegebenen 
Eliminationsergebnisses  (8)  dargethan. 
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Wofern  also  nur  1)  von  0  verseli iedeii  ist,  d.  h.  wofern  nur  der 
Kegelsciniitt  nicht  etwa  iti  eine  Gerade'^)  degenerirt|  kommt  darnach 
unser  Elimiuatiojisergebmüs  auf 

(12)  .  .  e«o 

selbst  hinaus  und  bringt  so  den  geometrisch  underweitig  leicht  nach- 
zuweisenden Umstand  zum  Av^druck,  dass  die  drei  Punktepaare  (3) 
in  einer  Involution  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  liegen. 

In  Betreff  einer  noeh  moderneren  Deduction  des  EliminationsreBnl- 
tates  (12)  vergleiche  man  §  7. 

§4. 

Ans  der  Gleichung  (12),  die  sich  —  Jiebenbei  gesagt  —  auch  anf 
die  bemerkeuswerthe  Form  bringen  läast: 


0, 


tc-^U  ,       1      ,  0 

<  2  /  1 

t,  J         ^1        »  » 

U*(^«+^)-~<«^(4i+<»),  U6'-t»t.f  ^-f<»-C-^ 
können  wir  nun  4  ^  Function  von  ia  und     berechnen,  und  finden: 

-l  ,  ~t, 

1 ,  4  +  ht  tm  h 


1,      t,    ,  0 


(13)  U  = 
oder  eleganter: 

(14)  i,{x)h 

I 

und  völlig  entwickelt: 


1  >  ia  ta  h 


1»  ^•*l"'o# 


to  t   tu  I  to 

t/D  %  f      t  (f 


(15) 


1,  *i,  il 

• 

• 

1  ,  tot 

«Mx)<., 

^  t    tat  C 

--  • 

Das  symbolische  Product  zweier  Zahlen  ist  darnach  eine  IfiUneare 
gebrochene  Function  der  beiden  Factoreu.  Die  Cammviainfitât  dieser 
Operation  ist  aus  der  Symmetrie  des  Ausdruckes  besQglich  4  und 
ohne  Weiteres  ersichtlich.  Es  wird  daher  auch  nur  eme  inverse  Opera- 
tion zu  jener  geben,  und  können  wir  in  entsprechender  Weise  den 
von  ihr  resultirenden  Ausdruck  ^symbolisch  als  einen  Quotienten  an- 
schreiben —  zur  Unterscheidung  von  dem  „eigentlichen"  Quotienten 
nur  mit  eingeklammertem  Divisionszeichen.   Indem  man  die  Gleichung 


*)  Das  Oeradenjwar  ist  von  aUen  Cnrven  zweiten  Grades  die  «nsige  nidit 
iinieanale. 
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t.i{-)fb=fe  nach  auflü.st  und  licuiadi  r  durch  a  ersetzt.|  fiudet  mau 
als  das  zu  (14)  inverse  Operationsergcbniss: 


(16) 


h, 

All 

^* 

i, 

to 

to 

1, 

ta 

^•1 

1, 

té 

Nach  dem  in  1.  Gesai^ten  ergibt  sich  die  zu  der  nyuibulischeu 
Multiplicatiou  (14)  gehörende  symbolische  Addition  nun  ohne  Weiteres: 


^0 }  ti  ,  6, 

^0, 

^0 

(17) 

1, 

h 

1, 

All 

t^ 

als  ein  SpeeialfiUl  von  jeuer.  Desgleichen  bat  man  iQr  die  symbolische 
Sttbtraetion: 

tot  tftt  t^  toy  t^ 

(18)  M-)«»-  t»,  ta,        :    1,  C  A. 

tof    t^,  \  ,    to  ,  ffj 

'  Drtss  diese  beiden  directen  Operationen  (14)  und  (17)  iu  der  That 
auch  associaUv  sind,  iianilich  den  Gesetzen: 

fa  (X)  Wx  t  }      {ta  (X)  t,}  (X)  t„ 
und  desgleichen  für  das  (-f-)- Zeichen,  bei  beliebig  gegebenen  („,  fo,  fc, 
fQr  sich  Genüge  leisten,  und  ferner,  dass  sie  miteinander  wirklich  iu 
dem  etwa  durch  die  Gleichung: 

{ (+)  t,}  (X)  t,^  {t. (X)  t,}  (+)  {t, (X)  t.) 
aosgedrflckten  distiributiom  Zusammenhang  stehen  —  dieses  auf  Grund 
der  Ausdrttcke  (14)  und  (17)  nachzuweisen  wäre  nunmehr  allerdings 
hios  eine  Rechenaufgabe  der  allerelementorsten  Art;  doch  wQrde  sich 
die  Durchführung  der  Rechnung  immerhin  noch  sehr  umstiindlich  ge- 
stalten. » 

Ich  ziehe  vor,  statt  dessen  den  tol^n-nden  Weg  einzusclilagen. 
In  der  (Jicicdinng  (I)  des  Kegelschnitts  kann  man  statt  /  einen 
neuen  Parameter  t  einführen  durch  die  linear  gebrochene  Substitution: 

t\Ck\  *  ~  ii)tr>  ^  Hl  —  foe  )^ 

die  so  gewählt  ist,  dass  den  Werthen  Ìq,  t^  des  alten  Parameters  die: 
dee  neuen  entspreehen. 
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Umgekehlt  wird  dann: 

das  DoppelverhäUniss  vorstellen,  welches  vier  von  irgend  einem  Punkte 
des  Kegelsehnitts  aus  nach  den  Punkten  t^i,  t  hiu  gezogenen 

Strahlen  zukommt. 

[Obwohl  dies  anderweitig  bekannt  ist,  will  ich  doch  in  Kürze  zeigen, 
wie  leicht  sich  der  Beweis  dieser  Behauptung  mit  Hfilfe  der  in  der 
Form  (5)  geschriebenen  Gleichung  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte 
fahren  ISsst 

Bezeichnen  wir  in  der  That  mit  f\tai  U)  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung,  so  sind: 

die  Gleichungen  der  4  Strahlen,  welche  aus  einem  beliebigen  fBnften 
Punkt  T  des  Kegelschnitts  nach  den  schon  mehrfach  erwähnten  vier 
Punkten  hingezogen  sind,   iiier  muss  nun  sein: 

und  da  die  drei  Determinunteii  /'  (resp.  /,),  und  /"»  sich  nur  durch 
ihre  erste  ('dloinie  unter.seheiden ,  so  kann  man  die  nämliche  lineare 
Relation  /.wischen  den  correspundirenden  Elementen  ihrer  ersten  Co- 
lonne anset/.cn.  Dies  giebt  für  ^  und  A  vier  Gleichungen,  die  sich  unter 
Wegfall  von  T  auf  die  beiden;  ^  -j~  ^  =  f*^o  ~l"       ~  ^  redu- 

cireu,  wonach  denn 


gefimden  ist,  also: 
und  entsprechend: 


Hieraus  fliesst  aber^'ür  das  Doppel verhältniss: 

*  ft 

genau  der  in  (20)  angegebene  Werth,  durch  dessen  UnabhSngigkeit 
von  T  sich  zugleich  die  charakteristische  Eigenschaft  der  Kegelschnitte 
für  die  unicursalen  Gurven  zweiten  Grades  bewiesen  findet] 

Bilden  wir  durch  Einsetzung  des  in  ^  und  U  linearen  Ausdruckes 
(14)  von  U  zunächst  den  Quotienten: 

t 

tao—  ig  to  — •    ^«  *4 
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und  bezeichnen  mit  Tat,  =  t„  (•)  Ueu  zugehörigen  Werth  von  r, 
so  erkennt  man  äugen Ulicklich,  dass: 

(21)  r„  (')  n  =  ta  •  T/>  , 

hier  also  das  symbolische  Frodud  mit  dem  wirklicken  idewliscl^  winl. 

Was  die  symbolische  Addition  betrifft ^  so  kann  deren  Ergebniss 
in  Besag  auf  die  t  aus  dem  eben  für  die  Multiplication  gewonnenen 
keineswegs  wieder  als  Specialfall  (iliirch  den  Process  der  Ersetzung 
von  ^  durch  i^^  hierauf  von  durch  ^q)  abgeleitet  werden,  weil  die 
hierzu  erforderliche  Abänderung  der  Grundpunkte  nur  einseitig  —  in 
der  Basis,  dem  Substrat,  (14)  der  Substitution,  nicht  aber  in  der  Sub- 
stitution (10)  oder  (20)  selbst  —  vor/imehraeu  ist.  Daher  ha))en  wir 
für  diesen  l'ali  auf  Grund  der  alsdann  für  +  6  geltenden  Formel  (17) 
die  Kechnung  von  neuem  zu  machen,  und  hnden: 

*»  —        __  ^0  ~*a    I       —  h 

und  darnach: 

(22)  *  tr.+».rtr.-fir», 

d.  h.  aaeh  die  sjfnMiache  Summe  id  domn  einerlei  mii  der  wirkUdien, 
gewoknHiàen» 

Für  die  t  braucht  darnach  die  Associativität  der  beiden  Operatio- 
nen, sowie  ihr  distribntÎTer  Zusammenhang  nicht  mehr  besonders  nach> 
gewiesen  su  werden;  nur  wird  man  noch  zu  seigen  haben,  dass  diese 
Eigenschaften  Ton  den  t  auf  die  t  —  gewissermassen  Ton  dem  Doppel- 
verhSItniss  selbst  auf  ein  Element  desselben  —  sich  übertragen* 

Nach  (19)  ist  nun  t  eine  eindeutige  Function  ton  r: 

9)(t), 

somit: 
Da  aber: 

ra(6c)  ==  Ta  •  Tft  •  Tc  =  T(^ah)c  } 

SO  folgt  auch:  t^a^,)c,  und  ist  die  Operation  mit  den  t  als  eine 

associative  erwiesen.  Âehnliches  gilt  für  die  Addition.  In  derselben 
Weise  folgt  endlich  aus: 

der  distributive  Zusammenhaug  zwischen  den  beiden  Operationen. 

§6. 

Obwohl  mit  dem  Yorang^gangenen  die  Aufgabe,  die  wir  uns  haupt- 
sSehlich  gestellt,  erledigt  ist,  scheint  es  mir  doch  nicht  flberflOssig 


Digitized 


E.  SobbOdrii. 


noch  liervor/.uliebeii ,  duss  die  in  den  Paragraphen  2.  und  I».  zu  TiiL,n> 
getretenen  Deterniinauteneigenschaften  auch  entsprechend  gebauten 
Di'terminanten  von  beliebig  hoher  Ordnung  zukommen,  und  dann  liir 
unicursale  Mannigfaltigkeiten  in  Räumen  von  mehr  als  zwei  Dimen- 
sionen einer  analogen  Deutung  tìiliig  hind. 

Öiud  nämlidi  in  einer  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen: 


«1 


die  Coordinateu  eines  variabeln  Punktes^  so  bestimmt  die  für  a  =»0, 
Ì,  2f  •  •  •  n  getrotl'ene  Festsetzung: 


(23) 


»=0 


eine  unicursale  Mannigfaltigkeit  von  einer  Dimension  und  Tom  n**" 
Gnde. 

Stellen  weiter  *  •  •     irgend  welche  »  Punkte  dieser  letzte- 

ren vor,  80  erecheint  die  Gleichung  der  sie  verbindenden  linearen  Man» 
nigr&ltigkeit  von  n—l  Dimensionen  („n — 1-Bbene^)  sunichst  bekannt- 
lich in  der  Gestalt: 


(24) 


Aiti), 


Auitn) 


-0, 


und  es  wird  nun  der  erste  unserer  Determinantensatse  aussagen ,  dass, 
wenn  unter  A  das  Dtfierenzenproduet: 


(25) 


•  {U — ^n— l) 

Terstanden  wird,  diese  Gleichung  Bich  auch  auf  die  Form  bringen  iSsst: 

0  ,  ^    ,  iCj    ,  •  •  •  X« 

C^t  «Ob  11-1*  «l.«-«>  •  •  •  ^n-t 


(„4-1)  (n+%) 


(26)  (-1) 


(— oobO    »  «1,0 


«mo 


0, 
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worin  Cr  für  r=  1,  2,  •  •  •  n  die  Summe  ihr  Combiiiationen  ohne 

WieJerholuii«^  zur  r''"  Classe  aus  den  Elementen  ,  /^j  •  •  ■  K  bedeutet 
(diese  Conibinatioiif-n  als  Productc  au^cfassti,  mit  andern  Worten  die 
(von  Gauss  so  ^euannten  )  „«,'rundsymmetrisclien"  Functionen  der 
Wui-zeln  oder  die  Coefticieuteu  der  nac^  Poteuzeu  von  i  geordueteu 
Gleichung: 

(27)  (/  -<2)--- =       C,/"  '  +  C'j<'»-='  h(    1)-Cm  =  0. 

Für  diesen  Satz  sind  mir  swei  Beweise  bekannt,  und  will  ick  auf 
dieselben  etwas  nSber  eingeben. 

Es  ist  einerseits  m5glicb,  die  Gleichung  (24)  ganz  direct  —  durch 
„linecUe  Äenderung"  —  in  die  Form  (26)  Überzuführen,  nänilick  nach 
dem  Satie*),  dass  die  Determinante  ungeändert  bleibt,  wenn  man  die 
Elemente  einer  fieihe  vermehrt  um  die  mit  beliebigen  aber  durchweg 
denselben  Factoreu  multiplicirten  correspondirenden  Elemente  paralleler 
ßeihen  —  und  swar  in  folgender  theoretisck  wohl  nicht  aninteressan- 
ten  Weise. 

Man  lasse  die  Anfangszeile  in  dem  Sclu  tiiu  (24)  iinnierfort  ganz 
unverändert  stehen;  die  folgenden  Zeilen  nunu  rire  man  etwa  mit  (1),,  . 
(2),,  •••  (w),,  und  vermindere  alle  unterhalb  (1),  stehenden  Zei- 

len um  (l),  ;  diese  letzteren  werden  sich  dann  bezüglich  durch  /2~'i> 
Al  —  t^,  '  '  •  tn  —  t^  dividireu  lassen,  und  sollen  sie  nach  vollzogener  Di- 
vision mit  (2)2,  (3),,  •  •  •  (n).,  numerirt  werden.  Wenn  wir  nun  ebenso 
die  unter  (2).^  stehenden  Zeilen  um  (2)^  vermindern,  so  lassen  diese 
bezüglich  durch  —  t^f  •  •  •  —  sich  kürzen  und  mögen  (8)3,  •  •  •  (n).^ 
die  Zeilen  genannt  werden,  in  welche  sie  dadurch  übergehen.  Fährt 
man  in  dieser  Weise  fort,  bis  die  Yorletste  Zeile  von  der  leisten  abgezogen, 
letatere  alsdann  dorch  tn  —  tm-i  dividirt,  somit  in  (n)«  fibefgeflthrt  ist, 
so  wird  SD  im  Ganzen  durch  A  diWdirt  seiui  und  sind  (  1  ), ,  (2),,  •  •  •  (n). 
die  unter  der  Anfangszeile  stehenden  Zeilen  dieser  Determinante  ge- 
worden. 

In  einer  jeden  von  diesen  Zeilen  haben  alle  Elemente  ?5Uig  glei> 
eben  Bau;  sie  unterscheiden  sich  allein  durch  den  ersten  Index  der 
in  ihnen  auftretenden  a  Cœfficienten.   Daher  genügt  es,  wenn  wir 

von  diesem  Index  vorläufig  ganz  absehen  und  nur  eine  einzige  Co- 
lonne ins  Auge  fassen  —  eine  Bemerkung,  durch  die  man  sich  schon 
(las  Verfolgen  der  bis  hierher  ausgeführten  Operationen  sehr  erleichtern 
konnte. 


•}  Gewiss  ist  zu  wünschen,  dass  man  für  ein  m  liünfig  zur  Umformung  von 
Dcforniiniinten  angewi'iid»'lrH  und  nur  so  unibtiiudlicli  citirbares  Verfahren  einen 
kur/^en  ^Namen  besitze.  Da  meines  Wissens  kein  Namo  dafür  üblich  ist,  erlaube 
ich  mir  die  obige  von  Hermaan  Grasimann  in  einem  wesentlich  verwandten 
Sinne  gebiaoohte  BesdehnaogBweiae  ToneiehlageD. 
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Durch  dieite  üj>eratioueii  wird  nuu  in  der  gedachteu  Colunue  uii* 
fehl  bar: 

a,_ ,  -f         -f  A.  H  h      =       i  +  «nCf 

das  Element  (n).  der  letzten  Zeile  geworden  sein.  Die  vorletzte  Zeüe 
enÜält  die  Coefficieoten  a»-3,  «n-i,  und  kann  man  ans 
ihr  a«-i  dorch  Imeale  AenderuD^,  d.  h.  dadurch  eliminiren,  dass  mau 
die  mit  einem  geeigneten  (und  nur  die  t  enthaltenden)  Factor  molti- 
plicirte  Zeile  ^n)n  von  Dir  abzieht;  sie  möge  dann  lUs  (n  — 1)«  nomehrt 
werden  und  sie  wird  beissen:  Oa^s  —  a.C]. 

Führt  man  80  fort,  successive  aus  jeder  Zeile  (w  — 2),_j,  •••  (2),, 
je  mit  ÜQlfe  der  auf  sie  folgenden  Zeilen  alle  die  Cocfficienten  k  zu 
eliminiren,  welche  swiscben  dem  höchsten  nnd  dem  niedersten  in  ihr 
vorkommenden  a  liegen,  so  erweist  sich  fortwährend  dasselbe  Geeets 
bestätigt,  und  die  Elemente  der  aufeinanderfolgenden  Zeilen  in  der 
gedachten  Colonne  werden  einfach 

in(l).:«^  +  (-l)-»«.C.,   in(2),!a,  +(-1)— •«•Ci-t, 
•  •  •  •  in  (n—  1),  ;  «„  _8  —  ««Cj,       in  (n),  :  a.-i  +  a,  t\ . 

Der  genaue  Nachweis,  dass  dies  allgemein  so  sein  muss,  würde  sich 
wegr-n  (1er  Sch werfrilligkeit  der  Summenzeichen  für  ein  ganz  unbe- 
stimmtes n  nur  umständlich  darstellen  lassen,  weshalb  ich  (obwohl  ich 
ihn  auch  in  seiner  Allgemeinheit  auf  (]i»'seni  Wege  leistete)  an  diosr-r 
Stelle  von  der  Mittheilung  desselben  Ai>st;iiiil  nehmen  will.  Dagegen 
ist  für  n  =  2,  3,  4,  •  ■  •  dieser  Nachweis  ungemein  einfach  durchzu- 
führen. Schreibt  man  schliesslich,  indem  man  die  Ordnung  der  De- 
terminante um  1  erhöht,  unter  die  Elemente  der  letzten  Zeile  lauter 
Nullen,  und  hierauf  vor  die  der  ersten  Colonne  beziehungsweise: 

0,  (-i)-c.,  (-ly-^o,-.,         -c„  1, 

wodurch  sur  Determinante  nur  der  Factor  (—  1)"+^  hinsutritt,  so  er- 
gibt aich  die  von  una  ange^trehte  Form  (26)  dieser  Determinante  so- 
gleich, indem  man  die  Elemente  jeder  Colonne  vermehrt  um  die  mit 
dem  zugehörigen  a«  multiplicirten  EUemente  der  neuen  Anfangscolonne. 
Nur  die  auf  die  Anfangszeile  Ton  (26)  folgenden  Zeilen  werden  so 
erst  in  der  entgegengesetzten  Ordnung  erhalten^  und  es  kann  die  in 
(26)  vorgezogene  Anordnung  hergestellt  werden,  wenn  man  zugleich 

mit  (—1)   *  multiplieirt 

Bei  vorstehendem  Verfahren,  welches  auch  zum  Beweis  der  ander- 
weitig bekannten  auf  das  Di£ferenzenproduct  bezfiglichèn  Determinan- 
tensätze  verwendbar  wäre,  wurde  die  Ordnungserhöhung  der  Determi- 
nante erst  ganz  zuletzt  ausgeführt. 
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Ungleich  bequemer  führt  andrerseits  ein  Beweisverfahren  zum  Ziel, 
bei  welchem  dieselbe  früher  vollzogen  und  dann  nur  das  Multipli- 
catiomäieoMm  der  Determinaiiteii  angewradet  wird  —  ein  Verfabreu, 
welcbee  icb  leicht  auffand,  xTacbdem  Herr  Voss  mich  darauf  aufmerk- 
earn  gemacht  hatte,  daas  durch  geeignete  Ânwendung  der  Metbode  dee 
RSnderns  Oberhaupt  bezOglicb  der  Duterdeterminanten  won  (24)  jeder 
wOnschbare  Aufechluas  erhSlUich  ist  Das  Raisonnement  des  §  2.  bildet 
nur  eine  Illustration  zu  gedachtem  Verfahren. 

Versieht  mau  allgemein  die  den  Kern  des  nachstehenden  Schemas 

■(■-1) 

bildende  Determinante,  welche  bekanntlich  «=  ( — 1)  *  •  A  ist,  mit 
dem  darum  herumgeschriebouen  Rand,  dessen  Hinzutreten  ohne  Ein- 
flnss  auf  ihren  Werth  bleibt: 


(28) 


l, 

0, 

0,  • 

.0, 

0 

0, 

(- 

0 

•  •  C~* 

f  0 

0 

0 

ü 

«1. 

t.j, 

•  •  U 

0 

0 

1, 

•  \ 

0 

uiul  multiplicirt  sie  colon iieii weise  mit  der  Deternünaiite  (2(ì),  so  er- 
hält man  eine  Üeterniiiiaule,  die  geradezu  aus  dem  Schema  (24)  mit 
davorgeschriebeueu  Nullen  [wegen  (27)]  und  mit  daruntergesetzter 
SSeile  s 

besteht,  also  durch  Ordii ungserniedrigung  sogleich  auf  die  negativ 
genommene  (24)  hinauskommt. 

Der  gmUe  Determinantensats  behauptet^  dass  die^  Elimination  der 
Grössen  X^,  X,^  •  •  •  X«  aus  n  -f*  1  homogenen  Gleichungen  der  Form 
(26),  welche  in  den  Coefficieuten  a  Qbereiustimmeu,  dagegen  andere 

und  andere  /-Systeme  in  den  Conibinationssummen  der  ersten  (Ko- 
lonne enthalten,  als  Kesultante  eine  Gleichung  liefert,  die  erhalten  wird, 
indem  man  die  unter  dem  Anfangselement  0  in  den  sämmtlicben  Deter- 
minanten vom  öchema  (26)  stehenden  Elemente  als  C'olonnen  zu  einer 
neuen  Determinante  zusammenfügt  und  letztere  gleich  0  setzt.  Vor- 
auszusetzen ist  indess  hierbei,  dass  die  Determinante  der  Coefficieuten 
a  fSr  sich  nicht  verschwinde. 
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Der  Beweis  dieses  zweiten  Satses  ISsst  sich  genan  so  wie  in  g  3. 
ohne  Weiteres  leisten;  jedoch  sei  mir  gestaltet,  einen  anderen  Beweis 
hier  ausinftthren,  den  ich  abermals  Herrn  Voss  verdanke,  und  der  — 
wenn  er  auch  nicht  eben  einer  kürzeren  Darstellang  fähig  sein  mdchte 
—  doch  in  Hinsicht  auf  Eleganz  den  Vorzug  za  verdienen  scheint. 

Sei  fOr  x  —     1,  2,  3|  ' . .  «: 

0,     Xf^,  X^, 

UttOt  «00;  «lOi 
Uml,  ttgli  «119 


(29) 


•  •  «»0 


0 


^itii»  «0»  «im 


« 


■mn 


das  System  der  «  -|-  t  linearen  Gleichnogmi»  aus  welchen  die  Grössen 
X^,  X^,  '  •  '       eliminirt  werden  sollen,  so  betrachte  mau  folgende 
.aus  den  />«  durch  eine  gewisse  Art  von  RSnderong  hervorgehende 
Determinante: 


(30) 


12  — 


0, 

0,   . . 

•  0,  Oöi, 

Oll  9 

• 

0, 

0,    .  ' 

'  •  0,  oot  > 

•  i 

0, 

0,  • 

9  * 

0, 

0,    •  - 

X,. 

m 

X. 

üio»  • 

«10* 

m  1 

• 

««0 

Uli  f  •  < 

«II  f 

s  i 

ani 

Utnf  •  • 

•  Unnj  «Om 

«In) 

•  1 

• 

in  welcher  die  n{n-{-i)  (jrüssen  a  vorläufig  uoch  willkürliche  sein 
mögen. 

Nach  einem  bekannten  Satze  /.erfüllt  Ii  iu  das  Product: 
(31)  (-.l)-+»Ä-i>.^, 
wenn  wir  zur  ÂbkOrzung  setzen: 

«Ol  »  •  *  •  Onl 

'  0 


(32) 


P  — 


•  •  •  Xn 


00  I 


üi 


0»t 


•  Uno 


►Sobald  aber  die  Gleicliim«^t'ii  (29)  eri'üllt  sind,  kann  man  —  wie 
ich  zeigen  werde  —  über  die  Urössen  a  so  disponiren,  dass  JJ  =  ü 
wird,  ohne  dass  P  verschwindet.  Ais(hinn  niuss  also  auch  die  Glei- 
chung =  0  erfüllt  sein,  und  diese  wird,  da  sie  die  Cìriissen  A'  nicht 
mehr  enthält,  dann  scll>sl  dii;  t^csnchlc  Kliniinaiionsresultautf  vorstellen. 

Obiges  ist  iu  der  That  durch  lulgende  Betrachtung  einzusehen. 
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Da  die  Determinante  Ordnung  2)«  gleich  0  ist,  ito  sind 

die  Eieraenfe  ihrer  Colonnen  linear  von  einander  ahbüngig  und  giebt 
es  ein  System  von  Werthen: 

welches  die  Gleichungen  erfüllt: 

ii>  •  0      +  IImoX^  H-^Jtl  i|  H  h  thin^n  —  0, 
für  A«»0,  1,  2,  M. 

Man  darf  z.  B.  unter  den  Grössen  (33)  die  auf  die  Elemente  der  ersten 
Zeile  von  Dg  bezüglichen  ersten  Unter.determiuanteu  dieser  Determinante 
verstehen ,  natürlich  mit  ahwechselnden  Zeichen  genommeo  ;  die  erste, 
D,  derselben,  die  auf  das  Anfangselement  ObezOglîeheUntefdeterminante 
von  Du,  wird  alsdann  die  nämliche  sein  ftlr  alle  Indices  »;  es  ist  das 
eben  die  Determinante  der  Subetitutionscoef&cienten  a,  welche  hier  von 
0  verschieden  gedacht  werden  sollte. 

Znr  Abkürzung  setzen  wir  noch  allgemein,  d.  h.  ftlr  »-^0,  1,  •  *  *  m 
und  X^if2f  •  •  •  «: 

(35)  fijtvaot  +  ;*«iOu  +  •  *  •  +  f*»«»«»     ^»1  • 

Dies  vorausgesetzt  multipliciren  wir  die  Deterrainuiite  ]i  {'Mi)  in 
ihrer  ersten  Colonne  mit  J),  vermehren  die  so  veränderte  Colonne  um 
die  bezQglich  mit  den  Factoren  fi^o,  ^oi;  ■  -  *  f^oi«  multiplicirten  n  -\-i 
letzte  Colonnen  und  verfügen  (Iber  die  willkürlichen  Grössen  a  so,  dass: 

6ot     0 ,        =  0 ,  •  •  •  i/o«  =  0 

wird,  wahrend  hoi  beliebig  von  0  verschieden  bleibe.  Darnacli  werden 
alle  Elemente  der  ersten  ('olonne  Null  geworden  sein  bis  auf  das  An- 
fangselement hol  ,  und  gellt  also  die  (mit  I)  multiplicirte)  R  dureh 
Ordnungseruicdrigung  über  in  ^oi  mal  der  zu  diesem  Aufaugselement 
gehörigen  Unterdeterminaute. 

Auf  diese  letztere,  also  auf  die  von  ihrer  ersten  Zeile  und  Colonue 
befreite  Determinante  (30)  lüsst  sich  aber  dasselbe  Verfahren  noch 
weiter  anwenden.  Wir  addiren  die  resp.  uiit^,o,  fxn,  •  •  fti,  multi- 
plicirten It  -|-  1  letzten  Colounen  zu  der  nunmehrigen  wiederum  mit 
dem  Factor  D  versehenen  Anümgsoolonne,  indem  wir  uns  Ober  die 
GiOssen  a  weiter  so  verfügt  denken,  dass 

fe„*«0,  ...  6,,  =  0 

ist,  während  hyt  beliebig  von  0  verschieden  bleibe.  Im  Hinblick  auf 
(34)  leuchtet  alsdann  ein,  dass  sich  abermals  die  Ordnung  der  Deter- 
minante erniedrigen  lässt,  un<l  erhalten  wir  />•' •  Ii  =  Lqi  •  hx .  mal  der 
von  ihren  zwei  ersten  Horizontal-  und  Verticalreihen  befreiten  Deter-, 
minante  li. 
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Fihrt  BMB  ao  fori,  bis  bid  die- a  sodi  der  Bediagaog  arterwirft: 
imd  teblicsslich: 

ft.-t..  — 0, 

bis  nuui  also  die  Anlangscoloiiiie  biH  dem  Factor  D  vcraehcn  und 
um  die  mit  |i.^i.o,  -  -  -  muItiplicirteD  n -|-  1  lelsien 

Coloiiiien  Teraiebri  hat,  so  koamt  Ikacb  Yolisog  der  OnlBiiiigaemied> 
rìgDOg: 

folgfich  wegen  D^^O  (29)  aoeh 

(37)  Ä  — 0, 
was  wir  in  erster  Linie  za  beweisen  hatten. 

In  dem  Anadmek  (32)  von  P  haben  aber  dieii-|-l  Gigoscn  a  der 
eisten  Zeile  gar  keine,  die  der  sweiten  eine  etc.,  die  der  Torietsten 
Zeile  haben  nur  si— 1  Bedingangigleicfanngen  in  erfüllen,  immlieh  die 
Grössen  oot,  aijii  •  •  •  a«2  fiberhanpt  fttr  1^2, 3,  -  •  •  «  die  folgenden 
Bedingungen: 

(38)  602—0,  ^a— 0,  h-i.a  — 0 
wibrend  hi-,i,  i  jeweüs  von  U  Tersehieden  sein  moss. 

Darnach  würde  ea  nicht  schwer  sein  nacbsoweiseny  dass  P  keinea- 
wegis  zu  rerscbwinden  branchi,  sodass  also  ^  «  0  anch 

(39)  Ç^O 
nach  sich  zieht,  q,  e,  d. 

Emfadates  Exemju  l.   Um  ans 

0,  X,   Y  !  0,  X,  Y 

Uo>  «0»  ßo  A  = 

Un  «„  fi^  ! 

»ach  dieser  Methode  X,  T  za  eliminiren,  befaracbte  man: 

,  0,    0,   a,  h 
i  0,    0,   X,  Y 

I  V^^,  «y, 

I  t^.,  /i,  : 

worin  o  and  b  beliebig  sind  und  es  auch  bleiben  werden.  Man  denke 
nun  etwa  fi,  y  so  bestimmt,  dass: 

'was  nach  der  ersten  Gleichung  möglich  ist,  wofeme  nur  D  » 

«i>  Pi  i 

nicht  etwa  verschwindet.  Vermehrung  der  ersten  Colonne  um  die  mit 
H,  V  niultiplicirie  dritte  und  vierte  giobt 


^1»  «i>  ßti 
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1  ^' 

h 

Un 

y^ 

Y 

Reohnong  mit  Warfen, 
somit  muss 


«0 


das  gesuchte  EliminatioaseigebDÎSB  sein. 
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Weiter  als  bis  aar  AufeteUang  der  Torstehenden  beiden  Determi- 
naiitensatae  sebeint  die  Analogie  der  fiber  rationale  Mannigfaltigkeiten 
im  Banme  von  2  und  von  mehr  als  2  Dimensionen  ansostellenden  Unter- 
sncfaungen  sich  allerdings  noch  treiben  zu  lassen;  doeh  wOrde  mich  dies 
von  dem  Ziele,  das  ich  mir  gegenwartig  gesteckt,  zu  weit  ab  führen. 
Die  (im  Allgemeinen  bekanntlich  unicursalen)  cuhischen  Hawneurvenf 
deren  Theorie  wohl  auf  die  Betrachtung  des  Doppelverliültnisses  als 
eines  Parameters  schon  synthetisch  sowie  analytisch  aufgebaut  worden 
ist,  bieten  für  den  nächst  höheren  Grad  sich  als  Träger  der  \det  be- 
trachteten Mannigfaltigkeit  dar. 

§8. 

Die  als  Ausdruck  des  symbolischen  Produetes  gefundene  bilinear 
gebrochene  Funetion  (lö)  lässt  sich  noch  in  einigen  sehr  bemerkens- 
werthen  Formen  darstellen;  doeh  muss  ich,  um  die  Anfflbrung  derselben 
motiviren  zu  können,  erst  etwas  weiter  ausholen  und  ein  weniges  näher 
emgehen  auf  die  am  Eingänge  dieses  Aufsatzes  erwähnten  Unter- 
suchungen,  bei  denen  ich  —  in  der  Verfolgung  einer  mit  den  Torstehen- 
den  Betrachtungen  scheinbar  ganz  fremdartigen  Tendenz  —  doch  auf 
den  Zusammenhang  mit  diesen  hingedrängt  wurde. 

Ich  bezeichne  irgend  eine  Function  f  (a,  h)  zweier  Veränderlichen 
symbolisch  als  ein  Product:  a(*)&i  und  die  heiden  hierzu  inverseu 
Functionen,  d.  h.  die  Auflösungen  (nach  a  oder  h)  der  Gleichung: 

(40)  a{-)h^e 

—  welche  sonst  etwa  mit  ç)  {c,  h)  und  ^{c,  a)  bezeichnet  werden  müssten 

—  dem  entsprechend  symbolisch  als  Quotienten: 

(41)  ^  — c(:)a. 

Sobald  die  symbolische  Multiplication  nicht  commutativ,  d.  h.  die 
Function  f{a,h)  nicht  symmetrisch  ist,  müssen  letztere  Ausdrücke  als 
j^Yerhältniss"  um!  „Bruch"  gleichwie  die  sie  erzeugenden  Operationen 
als  y^Messung^'  und  „Thcilung''  von  einander  strenge  unterschieden 
werden. 

HftÜMiBatUeh«  AnMteii.  X.  Stf 
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Auf  die  Voitheile  dieser  Bezeichnangsweise  babe  ich  schon  1.  c. 
aufmerksam  gemacht  Sobsld  eine  Verwechselung  uusrer  drei  (symbo- 
llscheu)  Grundoperationen  mit  der  gewöhnlichen  oder  „eigentlichen'' 
Multiplication  und  Division  nicht  zu  befQrcbten  steht,  kann  man  die 
auf  ihre  Unterscheidung  abaielende  Kinklammerung  der  Operations- 
zeiclien  auch  noch  ersparen.  Die  Operationen  selbst  mögen  vorderhand 
alle  drei  ah  vollkommen  eindeutig  (somit  auch  unbedingt  ausführbar) 
voratisgesetzt  werden. 

Wir  können  nun  alle  allgemeinen  Beziehungen,  welche  zwischen 
einer  solchen  F'unctiou  (40)  und  ihren  hi-iden  inversen  Functionen  (41) 
denkbar  sind,  auch  bezeichnen  als  formale  Gesetze  für  die  Verknüpfung 
von  Zahlen  clnrch  uiisre  ( ìruiidoperatioiien.  üinj^ekelirt  lassen  derartige 
formale  (ìeset/.e  sich  ;^feradezu  als  Vhìh tionuUjlvulmnyrn  aulTassen,  uml 
wird  <laruiu  später  auch  von  den  „Lösungen'^  derselben  gesprochen 
werden  können. 

Als  zu  deu  einfachsten  in  dieser  Art  denkbaren  formalen  Beziehungen 
gehörig  sind  nun  vor  allem  ins  Auge  zu  fassen  diejenigen  1)  Gleichungen, 
in  welchen'  beiderseits  zwei  allgemeine  Zahlen  durch  eine  der  drei 
Grundoperationeu  verknüpft  erscheinen.  Diese  zerfallen  in  folgende 
4  Gruppen  von  einander  gegenseitig  bedingenden  (symbolisch  gemeinten)  : 

(Ci)  atft-a»-|; 


(42) 


(Cj)     a:ò«(:a,  —■"^ö; 


Letztere  kJuinen  einerseits  einzeln  bestehen  als  vier  von  einander 
unabhängige  ^  AiiforlfJuiu  n-,  als  welche  sie  mit  den  daneben  gesetzten 
Zeichen  benannt  werden  sollen,  andererseits  (indem  zwei  von  ihnen 
stets  die  beiden  andern  Jiach  sich  ziehen)  auch  alle  vier  zusammen  — 
somit  einen  allgemeineren  Algorithmus  C«,.^.,  constituireud.  Mit  dem 
Namen  eines  „Algorithmus"  werde  hier  jedes  System  von  Gleichungen 
bezeichnet,  welche  formale  Gesetze  von  Operationen  zum  Ausdruck 
bringen ,  und  also  beim  Studium  dieser  als  Bechenvorechriften  benutzt 
werden  können. 

Fasst  man  jedes  der  vorstehenden  Systeme  ab  eine  Yorschritt  auf, 
die  eine  Seite  der  Gleichungen  jederzeit  durch  die  andere  zn  ersetzen, 
und  zwar  ad  (Co)  die  drei  AusdrQcke  entweder  vorwärts  oder  rückwärts 
ejklisch  zu  vertauschen,  eo  entspringen  daraus  auch  5  „  Vertimachungs- 
prine^pim^,  durch  welche  aus  jedem  System  vou  in  logischem  Zoaammèn* 
hang  mit  einander  stehendenden  Formeln  je  geschlossen  werden  kann 
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auf  ein  erentnell  neoei  System  von  Shnlîch  mit  einander  snnunmen- 
hüngenden  Formeln  —  wie  denn  z.  B.  nach  diesen  Pkincipien  aueh 
die  Gleiehnngen  (Cj)  und  (C'3)  aus  (C,)  hervorgehen. 

Es  gibt  nun  ferner  990  Gleichungen  zwischen  drei  allgemeinen, 
hmderaeiis  durch  stwei  successive  von  nnsern  drei  Grundoperationen 
verimüpften  Zahlen. 

150  vou  diesen  Gleichungen  gelten  auch  von  der  gemeinen  Multi- 
plication und  deren  Umkehrungen  und  werden  leicht  erhalten,  indem 
man  einmal  alle  diejenigen  aus  a,  b  und  c  znsammengesetaten  Elementar« 
ausdrücke  einander  gleich  setzt,  welche  dem  Product  a  {he)  gleich  sind, 

be 

ferner  diejenigen,  welche  den  Werth  — —  und  endlich  die,  welche  den 

Werth      haben.   Die  Gesammtheit  dieser  150  Gleichungen  —  nebet 

ihren  eventuellen  Consequenzen  auf  anderweitigen  Formelgebieten  — 
habe  ich  den  JJgorUhmus  der  ordinare»  Aìgébra  genannt,  und  werde 
ihn  kfirzehalber  auch  hier  mit  0|  bezeichnen.  Ans  ihm  fliessen  noch 
zwei  analoge  Algorithmen  0,  und  Og  gemSss  den  Vertauschungsprin- 
cipien,  nach  deren  Abzug  noch  594  lediglich  der  extraordinären  Algebra 
angehdrige  Gleichungen  fibrig  bleiben. 

Unter  anderm  stellte  ich  mir  non  die  Aufgabe,  ans  jedem  System 
von  Gleichungen  in  dem  Gebiete  der  bis  jetzt  erwähnten  999  erschöpfend 
alle  Consequenzen  zu  ziehen,  welche  demselben  Gebiete  angehören. 
Ein  System  solcher  Gleichungm  möge  ein  vcUständiges  heissen,  wenn 
von  den  Übrigen  keine  mehr  aus  ihnen  gefolgert  werden  kann.  Von 
mehreren  in  dem  angegebenen  Sinne  compieteli  Algorithmen  aber  sollen 
immer  diejenigen  (es  sind  ihrer  in  jedem  Falle  höchstens  sechse)  zu 
einerlei  Art  gerechnet  werden,  welche  nach  den  Vertauschungsprindpien 
aus  einander  abgeschrieben  werden  können. 

Indem  ich  in^der  That  die  sämnitlichen  2°"^  Combinationeu  der  ge- 
nannten Gleichungen  zu  irrten dwievielen  theoretisch  nach  ihren  Conse- 
quenzen erledigte  (was  freilich  nur  zufolge  des  glücklichen  ümstaudes 
möglich  wurde,  duss  die  Zahl  der  zu  untersuchenden  sich  unterweges 
fortwUhrctid  riMluciren  liessi,  stallte  sich  leicht  heraus,  dass  die  Anzahl 
der  innerliall)  unsres  Gebietes  überiiaiipt  niöglicheii  verschierleiien  Arten 
von  Algorithmen  oder  „Gruppen"  von  Gleichungen  fünßig  nicht  über« 
steigen  kann. 

Eine  Hauptschwierigkeit  besteht  nun  aber  darin,  für  die  Vollständig- 
keit eines  jeden  von  diesen  Algorithmen  auch  strenge  den  lieivcis  zu 
leisten,  was  bis  jetzt  mir  erst  l'iir  20  und  einige  Arten  derselben  ge- 
lungen ist;  [für  die  übrigen  denke  ich  wenigstens  mit  Sicherheit  zu 
zeigen ,  dass  für  sie  die  in  Anwendung  gebrachte  Classe  von  Mitteln 
überhaupt  nicht  zum  Ziele  führen  kannj. 

20* 
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Uni  derzeit  einen  solchen  Nacliweis  überhaupt  liefern  zu  künnen, 
muss  man  suchen,  solche  „Lösun<^en"  des  Algorithmus  zu  eut4Ìeckcii, 
welche  die  demselben  fremden  Gleichungen  nicht  erfüllen. 

Hierzu  nun  euiplielilt  sich  vor  allem  die  Form: 

(43)  «0)Ä-=-/";t""ir;l' 

einer  hUhicar  (jrhrochcnm  Function  von  a  und  h  —  als  der  einzigen 
algebraischen  Function  dieser  Grösaeu,  die  mitsammt ihren  Umkehruugeu 
im  Allgemeineu  eindeutig  ist. 

Ich  habe  in  der  erwähnten  Absicht  für  jeden  der  Algorithmen 

seine  eventuelle  in  der  Form  (43)  angebbare  Lösung  —  vorbehaltlich 
einiger  Controluntersuchuiigen       wirklich  i)estimmt  und  so  nicht  über- 
mässig zahlreiche  Ausdrücke  von  interessantem  Hau  erhalten,  von  denen- 
icli  nun  im  Nachfolgenden  ein  paar  zur  Sprache  bringen  will. 


§  9. 

Es  ist  in  der  That  nicht  schwierig,  wenn  auch  bisweilen  umstünd- 
lich,  die  8  Coefficienten  der  Function  (43)  in  allgemeinster  Weise  und 
unter  Wahrung  der  Symmetrie  so  (als  Functionen  unabhängiger  will- 
kürlicher Paraiuetor)  zu  bestimmen,  dass  irgend  welchen  formalen 
Gesetzen  durch  sie  Genüge  geleistet  werde. 

Löst  man  diese  Aufgabe  für  irgend  eine  von  den  ausreichenden 
Prämissen  des  Algorithmus  0,,  z.  H.  für  eine  von  den  GO  einzelnen 
Elementargleichungen,  wie  (ah)  c  h  (ca) ,  die  ich  als  solche  nachge- 
wiesen habe,  oder  auch  für  das  System  der  beiden  Gleichungen  ai)  =  ha 
und  a  ibc)  =  [ah)  c,  und  andere  mehr,  so  ergeben  sich  in  jedem  Falle 
'  Ausdrücke,  die  direct  —  durch  blosse  Substitutionen  f&r  die  Coefficienten 
(nicht  aber  für  die  Variabeln  a,  h)  der  Form  (43)  —  auf  (15)  zorfick* 
geftihrt  werden  kdnneu  —  wenn  anders  wir  nnr,  uft  diesen  Ausdmek 
mit  (43)  in  Einklang  zu  bringen,  dqrt  a  und  h  selbst  fDr  4  vnd  U 
geschrieben  denken.  Hierin  liegt  nun'  aber  der  Beweis  dafBr,  dass 
(15)  auch  die  äOgemeinsle  LSsong  des  Âlgorifhmoa  0,  im  Gebiet  der 
bilinear  gebrochenen  Fonctxonen  (48)  sein  muss. 

Ich  werde  nun  von  den  so  erhältlichen  Terschiedenen  Formen  ?on 
(15),  deren  Identität  miteinander  oft  keineswegs  auf  den  ersten  Blick 
erkennbar  ist  und  von  denen  manche  ihre  eigenthfimliohen  VorsOge 
besitzen,  die  bemerkenswerthesten  anführen. 

Die  Form  (15)  ist  homogen  in  Besug  auf  die  Parameter  f^,  /, , 
aus  denen  ihre  Ooefficienten  zusammengesetzt  sind,  und  ihre  Variabein 
a  und  b  ettsammen.    Eine  Form,  die  bezüglich  der  Elemente  der  Coef- 
ficienten für  sich  homogen  ist,  lässt  sich  wie  folgt  ableiten. 

Es  ist  schon  1.  c.  von  mir  bemerkt  worden,  dass  alle  formalen  Be- 
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ziebuiigeu  sich  uugeäiidert  fortcrhalteii,  wenn  man  die  Operatiousglioder 
a,  b  sowohl  als  deren  Ergebnisse  c  =  a  (•)  6  vermittelst  irgend  eiuer 
sammt  ihrer  Umkehruug  97-'  eiudeui^seii  Function  9>  einheitlich  abbildet 
—  was  im  Wesentlichen  darauf  beruht,  dass  die  Zeichen  dieser  beiden  Func- 
tionen sich  gegeneinander  aufheben,  daas  nSmlich  9  >  •  =  9;  •  9?-  ^a»  1 
ist  —  Ich  zeigte  auch,  dass  in  dieser  Bemerkung  eine  Methode  liegt, 
um  aus  particularen  Lösungen  eines  Algorithmus  deren  umfassendere 
abzuleiten. 

Speciell  wissen  wir  nun,  dass: 

(44)  o  (0&  — a(  und  a(+)(  — a  +  ( 

richtige  Lösungen  aller  der  als  Fnactional|^eicbuiigea  aufgefassten 
formalen  Gesetse  sind,  welche  die  Eigenschaften  der  vier  Species  an 
allgememen  Zahlen  zum  Ausdruck  bringen,  eines  Calculs  also,  der  aus 
den  Eigenschaften  Oi  fUr  jede  der  beiden  directen  Operationen  und 
aus  den  distributiven  Beziehungen  zwischen  beiden  zusammengesetzt  ist. 
Nach  dem  genannten  Erweitemngsprindpe  mflssen  daher  auch: 

(45)  a(.)ò  =  9)-»  {<p(a)-ip(b)}  màa{-\-)h=<p- '  {(p  (a)-i-tp{h)} 

Lösungen  der  Gleichungen  jenes  Calculs  seinj  und  benutzen  wir  als 
Abbilduugsprincip  die  Function: 

so  ergibt  sieh  leicht  —  indem  wir  so  den  Weg  des  §  5.  gewissermasseo 
umgekehrt  gehen  —  für  die  Multiplication: 

und  für  die  dazu  gehörige  Addition: 

Setzt  mau  in  der  That: 

somit: 

SO  geht  (46)  in  (15)  und  (47)  in  (17)  fiber.   Man  kann  auch  p  1 
nehmen,  wenn  man  nur  jenen  Bruch  durch  (^—^^(^i*— ^«b)  (^« — 
diesen  durch  (^— <r)'(<i — ^«)  redueirt. 


In  (46)  sind  —  wie  schon  gesagt,  im  Gegensatz  zu  (15)  —  die 
Coefficienten  von  Zähler  und  Menner  homogene  Functionen  gleichen 
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Grades  von  den  willkürlichen  Goustanten,  und  zwar  sind  diese  FimctioDen 
hier  von  der  dritten  Ofanention. 

Eine  Hauptform  der  Lösung  von  0|  Ist  ferner  die  folgende  dorcb 
ihre  Einfachheit  bemerkenswerthe,  worin  die  homogenen  Coeffioienten 
nur  Yom  zweiten  Grade  sind  nnd  p',  r,  x,  ff  die  wiltkfirliehen  Con- 
stanten bedeuten: 

Die  biersu  inverse  Function  ist: 

und  stellt,  wie  immer,  als  a{-)h  aufgefaast  die  Lösung  von  0^  und 
als  h{  )a  aufgefasst  die  Lösung  von  0^  zugleich  mit  vor. 
In  (15)  geht  (48)  über,  wenn  mau 

setzt  Umgekehrt  ist  t^mm  und  sind  und  die  beiden  Wurseln 
der  quadratischen  Gleichung: 

Soll  die  Multiplicatioji  zur  Addition  werden,  so  müssen  diese  beiden 
Wurzeln  einander  gleich  sein^  d.  h.  es  muss  die  Discriminante: 

D  —  r»  — 4pg 

verschwinden  —  eine  Forderung,  die  durch  die  in  formaler  Hinsicht 

symmetrische  Annahme:  p—  ^   •  ;y  ,    q  ="~  •  -^auf  allgemeine  Weise 

identisch  befriedigt  wird.   £&  ist  somit: 

/  j  Qv  fLi-L.\h      il*  ^  ^  +  ^*?/''"^  +  **x(a-\-h)  —  x«y 

die  allgemeine  Formel  der  Addition  (wobei  nun  ^  ^  ,  t^mm-^  ^ 
bedeutet). 

Complicirter  jedoch  gestattet  sich  die  Darstellung  derjenigen  Ad- 
dition, welche  zur  Multiplication  (48)  lu  distributiver  Beziehung  steht; 

diese  wird  nämlich  für  y  »=»  ~^t^q^ äc,  «  ^  erhalten: 

§  10. 

Eine  der  elegantesten  Formen  mit  im  nullten  Grade  homogenen 
Coeilicieuteu  ist: 
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Pt 

<Zi 

it 

Pt 

+  ^ 

9« 

Pi     Pi     fil  Pi 

Zu  dieser  ergebeu  sich  noch  zwei  analoge  Fonnen  durch  Ver- 
tauschong  der  lodices  1,  2,  3,  welche  indessen  nur  bei  dem  mittleren 
Term  in  Zähler  und  Nenner  eine  Aenderung  bewirken  wird. 

In  obige  der  Mheren  Lösung  (15)  äquivalente  Form  (50)  geht 

jene  fiber,  indem  man  den  Bruch  mit  yt^^tit^  kfirst  und  setat: 

7/~V  ^  A    ^  PiL       _  7/^""  = 

A    <««o       2.  '         r    tat»        9t  '         r  9«  * 

woraus  auch  leicht  umgekehrt  ^,     und      zu  berechnen. 

Ein  Vorzug  dieser  Form  besteht  darin,  dass  —  unter  Zusammen- 
fassung aller  dreie  —  der  folgende  conciseste  Ausdruck  möglich  wird. 
Sind 

Ii     ^'    g.  q»  » 

die  drei  Wurzeln  einer  cubischen  Gleichung: 

(51)  a^iiO^  +  «iW*  +  a^jv  -f-  03  =  0, 

und  stellt  w  selbst  irgend  eiue  vüu  diesen  Wurzeln  vor,  so  ist: 

(68)   1  ^ 

die  allgcnieino  Lt)«iiii^  von  0,  (  im  (ieliict  der  mitsammt  ilireu  Uuikehr- 
ungeu  eindeutigen  a^^■el)rai.scllen  Functionen). 

Süll  diese  Multijilication  in  eine  Addition  überstehen,  so  müssen 
zwei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  einander  gleich  werden. 


Ich  muss  endlich  noch  auf  eine  letzte  Form  der  Ldsung  von  0, 
zustenam,  anf  diejenige  nSmlich,  in  welcher  die  Analogie  derselben 
mit  den  in  ihrer  elegantesten  Fassung  geschriebenen  Lösungen  von 
noch  anderen  Algorithmen  am  deutlichsten  sich  au;;prägt  —  wie  man 
dies  theilweise  schon  aus  dem  Schlnssparagraphen  dieses  Aufsatzes 
erkennen  wird. 

Zu  dem  Ende  führe  ich  zunächst  die  Form  an: 

a  (.)  6         •  5  , 

J*      f.  _  (»,-«4)  (a+6)  4-  ^-  («I-«,) 
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welche  ausser  den  [von  den  früheren  in  (48)  unabhängig  zu  denkenden] 
Grössen  p  und  q  vier  arbitrare  Constante  zu  enthalten  scheint,  die  jedoch 
auf  nur  dreie:     ~         —  ^3 y  h  "  ^4  hioauskomnieii.   Setzt  mau: 

2  ^  »   «  »    ^  « 

SU  ergibt  sich  die  sonach  nur  scheinbar  weniger  allgemeine  Form:, 

(Ô3)  a(.)6  — •   ^  , 

wekhe  ausser  dem  oben  erwlhiiieii  «atk  nodi  den  Vonnig  besitst,  dass 
für  sie  die  Lösungen  von  und  0,  mit  der  von  0,  auch  Sosserlich 
möglichst  ähnlichen  Bau  zeigen  —  was  s.  B.  ad  (48)  nicht  so  sehr  der 
Fall  ist;  es  stellt  sich  n&mlich  die  Umkehrung  derselben  wiederum  so  dar: 

a(:)6  =  |-  -     


In  (15)  geht  (Ö3)  Uber  durch  die  Festsetsung: 

J  £  ±,  -f  ^oU  —  ^Utp  V_  8<|  —  tao   —  <0 

^  *,(«•+«•)      '    e  ' 

und  umgekehrt  sind  t„  und     die  Wurzeln  der  Gleichung: 

Die  symbolische  Multiplication  {ò'ò)  wird  zur  Addition,  wenn 

pj»  —  pi ftv  —  0  also  p  = 

ist.  Damach  Hesse  der  Ausdruck  von  a  (-(-)  h  sich  leicht  hinschreiben  ; 
derselbe  stellt  sich  jedoch  —  unbeschadet  des  ins  Auge  gefaasten 
Zweckes  —  noch  einfacher  dar,  wenn  man  zugleich:  ;i  =  tx,  v«=»  —  iX, 
p  =  q^Xq  setzte  und  zwar  wird  er  dann  nach  Weglassung  der 
Accento: 

f  (««+i)«5+«(«+ft)-  fi 

(Ö4)        aC+)6=f  .-|  ^P-. 


Es  erübrigt  noch,  ein  paar  Specialisirungeu  der  gefundenen  For« 
mein  hervorzulieben. 

Aus  (48)  folgt  ab  Lösung  von  0^  fàt  r  »  0: 

m\  fl/AR^     gyab 4- («+&)-  P]L 

^'^^  "  ^  '  "      —  ^œah  4-  fly  (a+6)  +  j>«  ' 
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—  cine  Form,  dir,  wenn  man  noch  —  2),  — X  für  j>,  x  «etzte,  lauter 
positive  Cocfticienteu  annehmen  würde. 

Lftsst  mau  In  (48)  ^  —  werden,  setet  man  etwa  p  nx, 
qmmnp  nnd  nm  die  Homogeneit&t  sa  wahren  r  «  m*,  so  kommt: 

Trifft  man  nun  die  Bestimmung  [die  auf  (48)  selbst  angewendet  noch 
etwas  allgemeinere  Formen  liefern  würde] ,  dass  der  letzte  Coefficient 
im  Nenner  oder  aber  der  erste  im  Zähler  verschwinde,  so  ergeben  sich, 

indem  u  fSr       und    fOr  —       geschriebeu  wird,  f&r  unser  symbo- 

liachep  Pkoduct  die  interessanten  Formen:  « 

(67)  «  (.)  i  -  ii±£L"  '  + * 

(58)  «O^—  r«ÌH-^(L|6)  +  o»+i  • 

§  n. 

Zum  Theil  als  Gegenstück  zu  der  von  0,  mögen  hier  noch  die 
Lösungen  der  Algorithmen  C  abgehandelt  werden.  (\  zieht  72,  (^', 
(desgl.  C2  und  C^)  zieht  30  und  ,.,  zieht  324  von  den  990  vorerwäluiten 
Elementargleichungen  nach  sich ,  welche  auf  drei  allgemeine  Zahlen 
Bezug  haben,  und  zusammen  mit  den  respectiven  Gleichungen  (42)  den 
Hauptinhalt  jener  fünf  Algorithmen  C  ausmachen. 

Die  Lösung  von  C, ,  für  welche  nur  ß  =  a  und  /3,  =  «,  in  (43) 
angenommen  zu  werden  braucht,  kann  sogleich  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden,  desgl.  die  von  oder  Cj,  welche  hieraus  leicht  al^e- 
schrieben  werden  kiuinten. 

Die  allgemeine,  in  der  Form  (43)  enthalteiif  Lr>sung  des  Algorithmus 
Coijg  ist  der  übereinstimmende  Bestandtheil ,  das  gemeinsame  (ïebiet, 
der  drei  letzterwähnten  Lösungen  und  kann  wie  folgt  dargestellt  werden  : 


Die  einfachste  geometrische  Deutung,  deren  dieser  AusdrudL  fähig 
ist,  isi  diese. 

Wenn  a,  h  und  c  »  a  (•)  ft  anslog  den  tmt  h  nnd  tmk  des  §  1. 
—  als  Punkte  einer  unicursalen  cuhischen  Curve  aufgefasst  weiden,  so 

liegen  die  drei  genannten  Punkte  in  gerader  Linie;  das  symbolische 
Product  e  entaprielU  also  detn  SchniUpunkte  der  Curve  mü  der  durch 
die  Faciorei^punkk  geUgien  Geraden, 
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(60) 


8tnù  nSmlicb: 

=  «(0  =    +     +      + MS 

desgleichen  ff  'mß  und  Js  iay , 

die  Gleichungen  der  gedachten  Corre,  so  lassi  die  Bedingung  dafür, 
dass  die  Punkte  i  —  a,  I »  6  und  t^e  in  gerader  Linie  liegen: 

«(«),  ß(a),  r{a) 
a{h),  ß{h),  y(b) 

1       ß(c)t  rip) 

sich  auf  die  Form  bringen? 

»0,  in  der 


(61) 


(62) 


^  a  -\-  h  -\-  c, 
(S,  a  ÒC  4-     +  «^j 


(63) 


—  (6— c)(a— c)(a-d) 


—  «o,  y.^ 

62;  «I»  /^M  yi 

—  ^1  «Ol  Äi  y© 

bedeutet  —  wie  man  am  directesteu  erkennt,  indem  man  die  letate 
Determinante,  analog  dem  Verfahren  des  §  2.,  mit 

1,  a»,  &»,  c» 

0,  a\  &»,  c» 

0,  a,   6,  c 

0,  1,  1,  1  ! 

colonnenweise  ausranltiplicirt  und  bomorkt,  dass  das  Product  durch 
OrdnungsemiedrifTunji^  auf  (Gl)  zurückkommt  —  wie  dies  Übrigens 
Kchon  anderweitig'  bekannt  ist*). 

Stellen  /), ,  D.^,  />, ,  I)„  bezüglich  die  üntenJcti-nninanten  von 
{62)  uach  den  Elementen  der  ersten  Colonne  vor,  so  lautet  diese  Glei- 
xhung: 

und  hieraus  berechnet  sich  denn: 


(64) 


T)^ah-\-  n.,(n-^b)  +  Di 
U^ab -\-  JJ,(a-fb)  -{-  Dt  ' 

ein  Ergebniss,  aus  dessen  Vergleichung  mit  (59)  ersichtlich  wird,  dass 
die  Coefficieuten  7,  ^,  1;  von  jener  Form  die  Bedeutung  gewisser 
aus  den  Coefficieoten  von  (60)  gebildeter  Determinanten  dritter  Ord- 
nung haben. 

Eine  iibnliche  interjiretation  lässt,  wie  a  priori  zu  sehen,  der  Be- 
siehuug  (59)  sich  auch  dann  geben,  wenn  die  cubische  Curve  keinen 


*)  Vcrffleicbe:  Eoienow,  die  Cnrvpn  dritter  Ordiiunt?  mit  einem  Doppel- 
punkte, Breslau  1878,  und  Igel,  diese  Annalen,  Bd.  Vi,  p.  638 «qq. 
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Do|)pel])Uiikt  besitzt,  also  die  ( 'oordinaten  ihrer  Punkte  nicht  rational, 
sondern  mittelst  elliptischer  Functiuuüii  durch  einea  Parameter  t  aus- 
gedrückt werden  können*). 

Die  angeführten  geometrischea  Interpretationen  der  den  Gesetzen 
C(>|33  entsprechenden  Operation  sind  zwar  die  einfachst  denkbaren,  je- 
doch selhätTentändlieb  nicht  die  einaig  möglichen.  Mau  kann  z.  B. 
—  am  noch  einer  andern  Interpretation  sn  enriUinen  ~  den  Ansdniok 
6  HIB  a  (.)  6  der  Oleichang  (5U)  entsprechend  aoch  an  Würfen  auf  einem 
Kegelschnitt  nach  den  von  t.  Standt'schen  Regeln  conttrairen.  Fflr 
die  weiter  unten  henrorgehobenen  Specialfalle  (68)  und  (69),  welche  ge* 
wisaermassen  —  so,  wie  (21)  und  (22)  f&r  0,  —  die  kanonischen  Formen 
der  Lösung  (69)  yorstelleni  fiiUt  diese  Construction  (besonders  die  Ton 

—  a     &)  in  der  That  noch  leidlich  einfach  und  übersichtlich  aus. 

Ich  erlaube  mir  noch,  auf  eine  auffallende  Anahgic  zwischen  den 
Lösungen  der  Algorithmen  O,  und  Co,,,^  aufnicrksam  zu  machen. 
Diese  Analogie  zeigt  sich  eiuestheils  darin,  dass  die  Form: 

(65)  a  (.)  6  -  f  .  —i— ^  , 

weh  lie  sich  von  (54)  nur  dadurch  unterscheidet,  dass  die  einen  Factoren 
gewisser  (der  dortigen  Eck-)  Coefficienten  ihren  Platz  gewechselt  zu 
haben  scheinen,  sich  als  eine  particulare  Lösung  von  C„,.,3  erweist. 
Und  zwar  repra.seutirt  der  Ausdruck  (65)  vollständig  die  Lösung  (59) 
für  den  Fall: 

(66)  {yri—Ösj'  ==  4(ó'-fr/)(f2-^  yd), 

der  somit  gewisserniassen  der  von  v.  kS  tau  dt  sehen  Addition  hier  ent- 
spricht. Ich  werde  diesen  Fall  später  auch  noch  anderweitig  als  das 
Gegenstück  von  (54)  zu  citiren  haben. 

Auf  der  andern  Seite  liisst  sich  auch  die  allgemeine  Lösung  {&è) 
von  Cdi23  in  der  Form  schreiben: 

„      ^(?-/i)ai  -  (9— /*)(«-f  ^)+  f  (e— ») 

(67)  a(.)ft—  ^      ^   ' 


welche  zu  der  allgemeinen  Lösung  (53)  von  0^ ,  d.  i.  zu  dem  Ausdruck 


•j  Vergi,  die  Abhandlung  von  A.  Harnack,  diese  Annalcn  Bd.  IX|  p,  1  Wif{»% 
und  die  daselbst  citirten  Arbeiten  voa  Aronbold  und  Clebsck 
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der  von  v.  Staud tischen  Multiplicaiiou  in  einer  iUiulicliuu  Beziehung 
steht,  wie  (65)  zu  (54). 

Eine  auf  diese  UnistHiide  gegründete  Vermuthung,  dass  sich  nun 
auch  zwischen  den  obigen  zwei  Lösungen  (65)  und  (67)  von  C,jij3  ein 
distributiver  Zusammenhang  werde  herstellen  lassen  (dadurch,  dass 
man  die  Coefficienten  der  einen  Form  in  pawender  Art  abhängig 
maehte  ron  denen  der  andern),  stellt  sich  jedoeh  als  nnmtreffiBud  heraus. 

Der  direct  nur  äusserst  mühsam  durchführbare  iS'achweis  hiefür 
ist  leicht  auf  folgendem  wohl  an  sich  nicht  uninteressanten  Wege  zu 
liefern. 

Durch  eine  passend  gewählte  lineare  Substitution  nach  Art  der 
sub  (45)  angegebenen  kann  die  zwischen  a,  h  und  a(')6  =  c  ange- 
nommene specielle  Beziehung  (65)  stets  auf  die  ihren  einfachsten 
Specialfall  bildende  Fotai: 

(68)  a+b-j-c  =  0 
gebracht  werden. 

Die  allgemeinere  Beziehupg  (67)  oder  (59)  dagegen  lässt  so  sich 
nur  in: 

(69)  a  +  ft  +  c  — * 

iransfonniren,  m  weleherJ91dchimg  die  Constante  k  einen  von  0  ver- 
schiedenen Werth  besitat. 

Da  nun  nach  der  im  §  9.  vorangeschickten  Bemerkung  nnsre 
formalen  Besiehnngeu  dnidi  eindeutige  Abbildung  nicht  alterirt  werden, 
so  mfisste  ein  distributiver  Zusammenhang  zwischen  den  Operationen 
(65)  und  (67)  auch  einen  solchen  zwischen  den  Lösungen  von  (68) 
und  (69)  bedingen,  und  umgekehrt 

Wenn  wir  aber  die  rechte  Seite  0  von  (68)  —  noch  etwas  verall- 
gemeinernd —  durch  eine  beliebige  Zahl  l  ersetsen  und  symbolisch  f&r 
den  Augenblick  die  L&sung  dieser  Gleichung: 

l  —  a  —  ft  mit  a  (-f-)  h, 

sowie  die  Losung  von  (69): 

X;  —  a  —  6  mit  a  (x)  b 

beseiehnen,  so  führt  die  Annahme  eines  distributiven  Zusammenbangea 
awischen  diesen  beiden  Operatioiien  (-{-)  und  (x): 

a  (X)  {h  (+)  c}  =  {a  (X)  h}  (+)  {a  (x)  c} 
au  der  Gleichang: 

jfe  _  a  —  (l— ft— c)  —  l  -  (*— a-ft)  —  (*— o— c) 

oder: 

3Ä  — 2Z-f3a, 
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welche  durch  keine  Art  der  VerfBgaDgiweifle  fiber  -  die  Constanten 
h  und  {  allgemein,  d.  i.  fOr  alle  möglieheii  a,  h  und  e  erfüllt  werden 
kann. 

Demnaeh  ist  Überhaupt  auch  awieehen  irgend  awei  LSeungen  ?on 
^«t»  ^^^^  dtebnbntiTer  Zusammenhang  möglich. 

Gleichwohl  erstreckt  die  in  der  Form  zu  Tage  getretene  Analogie 
zwischen  den  Lösungen  von  0,  uud  von  Co,2s  sich  auf  die  sftmmtlichen 
Farticularlösungen  der  beiden,  und  ist  s.  B. 

^^^^  «U«*—     9«aò  +  fy(«H-»)-j»« 

auch  die  zu  (55)  entsprechende  Lösung  von  C^tn* 


Ausser  der  in  (59)  mitgegebenen  commutati ven  Losung  von  Cq 
gibt  es  noch  swei  nicht  commutative  Lösungen  dieses  Algorithmusi 
uämüch: 

*i         _  *' 

(7I)■^  «  (.)  t  -  -^""^P— 1r'--  ' 

und  (71)"  desgleichen,  —  t  für  »  gesetzt,  für  welche  indessen  eue  an- 
schauliche geometrische  Interpretation  noch  nicht  angesucht  worden  ist. 

Ich  sdiliesse  mit  der  Bemerkung,  dass  ungeachtet  der  erwähnten 
Verwandtschaften  die  angegeben  Lösungen  von  Co  (71),  Cqi^s  (59), 
0,,  Of  und  Os  (15  ^q-)  unter  sich  völlig  disparat  sind;  sie  haben 
kein  gemeinmunes  Lösungsgebiet,  oder  die  disponiblen  Constanten  in 
ihnen  können  nicht  so  bestimmt  werden,  dass  iigend  swei  derselben 
einander  gleich  werden. 

Darmstadt,  December  1875. 


Moduln  vielfacher  Bedìngangen  bei  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Von  Ii.  ScuuBEBT  in  Uambniig. 


Bekanntlich  gilt  bei  der  quadratischen  FUkshe  der  SatE,  dass 
die  Zahl  deijenigen  Fliehen  eines  beliebigen  einstufigen*)  Systems, 
welche  eine  beliebige  einfache  Bedingung      befHedigen,  inuner  gleich 

hd,  wo  die  Zahl 

/X  aiigiebt,  wieriel  Flächen  des  Systems  dmrch  einen  gegebenen 

Punkt  gehen, 
V  angiebt,  wieviel  eine  g^beue  Gerade  berfihren, 
Ç  angiebt,  wieviel  eine  gegebene  Ebene  berOhreny 
a,  ß,  y  aber  Zahlen  sind,  welche  nur  von  der  Natur  der  Be- 
cUngung  B|  abhängen. 

Dieser  Sais  ISsst  sich  nun,  wie  beim  Kegelschnitt,  so  auch  bei 
der  quadratischen  Fläche,  von  einstufigen  Systemen  und  einfachen  Be* 
dingungen,  anf  mehrstufige  Systeme  und  mehrfische  Bedingungen  er- 
weitem.  Um  den  erweiterten  Satz  bequem  aussprechen  su  können, 
schicke  ich  die  folgenden  Definitionen  rorans. 

„Für  ein  a -stufiges  System  von  quadratischen  Flächen  beseichne 
immer  das  Symbol 

die  Zahl  deijenigen  Flächen  des  Systems,  welche  durch  h  gegebene 
Punkte  gehen,  c  gegebene  Gerade  und  a — h  — e  gegebene  Eben^  be- 
rühren. Dann  sind 

i(a+l).(a+2) 

solcher  Symbole  möglich,  und  diese  sollen  die  a-faehm  CharakterisHkm 
der      heissen.   Femer  soll  ein  elemenlarer  Modul  einer  der  auf- 


*)  Die  allgenMÜMi  OmndsOge  d«r  in  dieser  Abbudlaiig  benutzten  Termi- 
tuiogie  uod  Sffn^oUk  habe  ich  im  I.  Abschnitt  nieincr  „Beitrüge  zur  abzählenden 
Geometrie'-  (Malli.  Ann.  Bd.  X,  {>.  l)  aueeinandergeuetzt.  Fflr  diese  oft  citirte 
Abhandlung  werde  ich  die  Abkarzuag  „Beitr."  gebrauchen. 
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erlegten  «- fachen  Hedinfçtiiig  7^,  eine  solche  ganze  lineare  Function 
der  «-fachen  Charakteristiken  bedeuten,  welche  in  jciUm  beliebigen 
«-stufigen  Systeme  die  Zahl  der  die  Bedingung  Ba  befriedigenden 
Flächen  auszudrücken  vermag,  oder,  was  dasselbe  ist,  welche  angiebt, 
wieviel  Fl&ehen  die  Bedingung  B„  und  anneidem  eine  ganz  beliebig 
gewählte  (9— a)-fache  Bedingung  2  erfüllen,  sobald  man  ffir  jedes 
in  dem  Modul  vorhandene  Symbol 

die  An/ald  dir  l''i:uhen  eiiiset/.t,  wrkh«'  diirdi  1t  gegebene  Punkte 
gehen,  c  Gerade  btriihren,  a  —  h  —  c  Ebenen  berühren,  und  ausserdem 
jene  Bedingung  Z  erfüllen." 

Mit  HOlfe  dieser  Definitionen  kann  man  den  oben  erwähnten  er- 
weiterten Sats  so  auespreeben: 

„Jede  emer  auferlegte  a- fache  Bedingung  besiUi  mindesteng 
Einen  demeniaren  ModuL  "  *  J 

Ist  im  speeiellen  Falle  die  a •  fache  Bedingung  aus  a  emfadten, 
sogenannten  trennbaren,  Bedingungen  «isammengesetst,  so  erhält  man 
ihren  elementaren  Modul  aus  den  Moduln  dieser  einfachen  Bedingungen 
durch  das  Verfahren,  welches  ich  in  meinen  Beitr.  (§3.)  j,8jfnMiteke 
MuUiplicalion"  genannt  habe.  Ist  dagegen  die  a-fache  Bedingung 
nicht  in  Bedingungen  erster  Dimension  zerlegbar,  so  ist  auch  die  Her> 
stellang  ihrer  elementaren  Moduln  schwieriger,  und  bisher  wohl  nur 
in  wenigen  Füllen  gelungen. 

Im  Folgenden  sind  nun  die  elementaren  Moduln  einer  gewissen 
Gruppe  solcher  unzerlegbarer  Bedingungen  abgeleitet  Wir  definiren 
die  dieser  Gruppe  angehörigen  Bedingungen  schon  hier  in  der  Ein- 
leitung. 

Die  beiden  iSchaaren  der  oo'  ganz  in  einer  F.^  liegenden  (Jt  ruden 
haben  Ijekanntlich  die  Eigenschuft,  dass  jede  (ìerade  der  ein<'ii  Schaar 
•  jede  lierade  der  andern  Schaar,  aber  keijie  derselben  Schaar  i^rJnifidrf. 
Ordnet  mau  also  jeder  Geraden  der  einen  Schaar  jede  (îerade  der  an- 
dern Scbait.r  zu,  so  erhält  man  auf  jeder  quadratischen  Flätlie  ein 
£ìreistìij'i<i( s  System  von  (ïebilden,  deren  jedes  ans  zwei  sich  schnei- 
denden Geraden,  deren  Schnittpunkt  und  deren  Schnittebene  besteht. 
Ein  solches  Gebilde  soll  Geradeupaar  und  einer  F.j  anychörig  heissen, 
wenn  seine  beiden  Geraden  ganz  in  der  JP,  liegen.  Da  jede 
oo*  Geradeopaare  besitzt,  so  enthält  ein  a -stufiges  System  von 


•)  Dieser  Satz  ist  wohl  zuerst  von  Halphen  bemerkt  (üiiU.  de  la  Soc.  math, 
de  FruQce,  Bd.  II  und  Comptes  rendus,  Bd.  76,  p.  1074  —  1077).  Beiu  Anulogon 
bei  Kegebehuitten  ût  aiiBser  von  Halphen  aueh  toh  Gre  mona  (C.  R.Bd.  69, 
p.  776},  Clebsch  (Math.  Annaten  Bd.  YI,  p.  1)  und  namentlieh  TOn  Linde» 
mann  (Vörie*,  ilb.  Geom  v.  Clebich,  p.  408  u.  f.)  behandelt 
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quadratischen  Flachen  ein  (a-)-2)-Btofigiea  Sjiieni  von  Geraden  paaren. 
Folglich  ist  die  Bedingung,  welche  eine  dadurch  erfüllt,  dass  eine 
ihrer  Geradenpaare  eine  (a-|- 2) -fache  Bedingung  erfQlIt,  für  diese 
a-fach.  Wenn  man  also  das  Geradenpaar,  welches  die  Constauten- 
zahl  7  hat,  allen  m&glieben  drei-  bis  siebenfaehen  Grundbedingungen*) 
unterwirft,  so  erwachsen  dadurch  in  der  ang^ebenen  Weise  der  F^ 
gewisse  ein-  bis  fünffache  Bedingungen,  welche  wir  die  Paurbedingungen 
(1er  F.^  nennen  wollen.  Demgeniäss  kann  das  in  dieser  Abhandlung 
gelöste  Problem  so  ausges|)roclion  werden  : 

^Dif  rirmaitaren  Moduln  aller  Faarbeäitiyungen  der  quadraÜsüien 
Fläch'  ahzuhiten.'* 

Ich  lasse  hier  einen  solchen  Modul  folgen,  und  fQge  hinzu,  was 
er  bedeutet,  um  so  das  Verstaadniss  meiner  Symbole  zu  erleichtern. 

Die  Bedingung,  dass  von  einem  Geradenpaar  eine  der  beiden  Ge- 
raden, der  Schnittpunkt  und  die  Schnittebene  gegeben  sei,  ist  für  das 
Geradenpaar  sechsfach ,  und  ergiebt  für  die  F.y  die  vierfache  Paar- 
bedin^ung  y ,  eine  Gerade  so  zu  enthalten,  dass  einem  auf  ihr  gegebe- 
nen Punkte  eine  gegebene  durch  sie  gehende  Tangentialebene  ange- 
hört.   £iner  der  elementaren  Moduln  dieser  Paarbedinguug  ist: 

Dies  hat  nun  folgenden  Sinn.  '  Man  erhftit  die  Anaahl  der  quadra- 
tischen Flächen,  welche  die  Bedingung  y  und  ausserdem  eine  gans 
beliebige  einzelne  oder  z usammengesetzte  fUnffache  Bedingung  B.^  er» 
f&llen,«wenn  man  für  jedes  der  hier  vorkommenden  8  Symbole 

die  Zahl  der  Flächen  einsetzt,  welche      erfüllen,  und  ausserdem  durch 
h  Punkt»'  gehen,  c  Gerade  und  4  — ò  — c  Ebenen  berühren.    Ist  z.  ß. 
die  Bedingung,  5  Gerade  zu  berühren,  so  hat  mau  zu  substituiren : 
für  v'  die  Zalil  der  9  Gerade  Ijerühreuden  Flächen,  « 
für  v'fi  die  Zahl  der  8  Gerade  berüiirenden  und  durch  1  ge- 
gebenen Punkt  gehenden  Flächen,  etc.  etc., 
•        endlich  für  vq'^  die  Zahl  der  ü  Gerade  und  3  Ebenen  berührenden 

Flächen. 

Mau  erhält  so 

Vi 

als  die  Anzaiil  der  quadratischen  Flächen^  welche  ö  (leyrhenc  Gerade 
berühren,  und  eine  gegebene  Gerade  so  etUiuiÜen,  dass  eine  gegebene 


*)  Die  14  Grundbedingungen  sind  in  §  5.  un«!  t?  »'.  moiner  Beitr.  aua  den 
14  Orundgtbilden  abgeleitet.  Dig  itiitnmtliciieu  Urundbedingungen,  welche  dem 
Oeradeapaar  auferlegt  werdea  kOnaea,  siad  hier  in  §  S.  angegeben. 
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durch  sie  (jcIk  nUc  l^bvm  in  einem  yeyehcnvn  auf  ihr  Ueycnäen  Funkte 
berührt  wird. 

Die  eben  beuutzttMi  Zalileii,  welche  angeben,  wieviel  durch 
h  Punkte  gehen,  c  (ìeriide  uikI  Î) — b  —  c  El)enen  beriilireii ,  siml  die 
KUiticntarzahhn  der  (juadratischen  Flächen.  Dieselben  sind  wühl  zuerst 
von  Chasles  (C.  K.  IJStî.'V)  erwähnt,  dann  von  Zeuthen  (Oversigt  over 
i\.  K.  V.  Selsk.  Forh.  180(3)  und  später  auch  vom  Verfasser  (Borch.  J. 
Bd.  71,  p.  3(j6)  bewiesen. 

Bei  der  Ableitung  der  elementareu  Modulu  der  Paarbcdiugimgeu 
der  i*2  sind  uatnentlieh  angewendet: 

1)  die  in  §  8.  und  §  9.  meiner  Beitr.  bewiesenen  üUiicmiinen 

Relatiotienf  welche  erstens  zivischcn  den  Grundbedingungen 
eines  einzigen  Haupielementes  (Punkt,  Ebene,  Strahl),  und 
zweiteoB  swischen  den  Oraudbediogungen  je  zweior  Haupi- 
elemente  bestehen  müssen,  welehe  die  spedelle  Lage  zu  ein- 
ander haben,  dass  das  eine  in  dem  andern  liegt; 

2)  die  im  Hl.  Âbschnitt  meiner  Beitr.  gegebene  allgemeinere  Auf* 

fassnng  des  Cbrf«qmM2mf|»rÌNCÌ|»|  oder  specieller,  die  aus 
Formel  (56)  in  §  20.  meiner  Beitr.  durch  symbolische  Mnl> 
tiplieation  hervorgehenden  Formeln; 

3)  znr  Bestfttigang  der  gewonnenen  Modnln  das  in  §  7.  der  Beitr. 

erörterte  froehtbare  Frmâp  der  speciâlm  Lage, 

Jedoch  sind  die  eben  ahgef&hrten  Hülfsmittel  vor  ihrer  Anwendung 
in  dieser  Abhandlung  immer  noch  einmal  erläutert  resp.  bewiesen,  so 
dass  die  vorliegende  Abhandlung  ein  genaueres  Studium  der  Beitr.  nicht 
vorauszusetzen  braucht 

Im  Laufe  der  Untersuchung  werden  mehrere  Male  zwei  BàaHonm 
zum  Vorschein  kommen,  durch  welche  die  15  vierfachen  Charakteristi- 
ken der  von  eini^nder  abhängen.  Im  Anschluss  an  diese  Resultate 
werden  oZfe  Relationen  besprochen,  welche  zwischen  den  Charakteristi- 
ken der  bestehen.  Dabei  wird  auch  gezeigt,  dass  bei  der  quadra- 
tischen Fläche  nie  mekr  ob 

3  ehnfouàe,  3  ad^foK^ 

6  zweifache f  6  «»e&en/ac^, 

10  dreifache,  10  sechsfarliCf 

13  vierfadie,  13  fünffache 
Bedkigmgen  von  cinaaiêer  wuMtängig  sind,  wenn  hier  jedesmal  anter 
den  II  a-fschen  Bedingungen  die  Zahlen  verstanden  werden,  welche 
angeben,  wieviel  Flächen  eines  beliebigen  a-siufigen  Systems  diese 
n  Bedingungen  erfüllen. 

Die  bei  dieser  Gelegenheit  gleichfalls  abgeleiteten  anak^e»  Meeid- 
tate  für  KegeUckniUe  im  Baume  sind  VeraUgemeitienitigen  von  gewissen 

HatliMifttii«lw  AoaalMi.  X.  81 
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ReBultaten,  welche  in  Olebsoh-LindeniAnii's  Werke  (p.  403  q.  f.) 
enthaltea  sind,  z.  B.  von  der  Formel  (11)  «nf  p.  406  dieses  Werkes. 


§1. 

Die  Bedingiingssymbolik. 

Wie  schon  in  der  Kinleitang  erwähnt  ist,  findet  man  die  auch  in 
der  vorliegenden  Abhuiulinng  angewandte  Bodingungssymbolik  im 
I.  Abschnitt  meiner  „licitrwjc  zur  abzählriidcn  Geometrie"  (Math.  Ann. 
Bd.  X ,  p.  8  bis  23)  auseinandergesetzt,  und  im  II.  und  III.  Abschnitte 
für  gewisse  fundamentale  Probleme  der  abzählenden  (ìeometrie  ver- 
weitlu't.  Diejenigen  'iruudregeln  dieser  Symbolik ,  welche  für  das  Ver- 
ständniss  des  Folgenden  am  wichtigäteu  sind,. werden  hier  noch  einmal 
kurz  zusammengestellt. 

1)  Jede  definirte  einzelne^  d.  h.  nicht  zusammengesetzte  Bedingung 
erhält  als  Symliol  einen  Buchstaben  mit  oder  ohne  Index. 

2)  Die  Gesammtheit  zweier  von  einander  abhängiger  Bedingungen 
wird  stets  als  nur  Eine  einedne  Bedingung  aufgefasst 

3)  Das  Fmékd  mékirenr  Seàingungssymbole  bedeutet  diejenige  mi- 
MtnmengeseMe  Bedingung ,  welche  verlangt,  dass  die  von  diesen  Sym- 
bolen dargestellten  Bedingungen  Buglmch  erfttUt  werden  sollen. 

4)  Die  Potent  eines  Bedingungssifmbols  bedeotet  demgemäss, 
dass  die  von  diesem  Symbol  beseichnete  Bedingung  »mal  erfüllt  wer- 

.  den  soll.  Dabei  ist  die  gegenseitige  Lage  der  n  Gebilde,  welche'diese 
nmal  zu  erfüllende  Bedingung  etwa  yerursachen  sollten,  gans  allge- 
mein zu  denken. 

f))  Giebt  die  Definition  eines  Gebildes  demselben  die  Constantcn- 
Mahl  c  —  z.  B.  e  =  9  bei  der  quadratischen  Fläche  — ,  so  bildet  die 
Gesammtheit  aller  derjenigen  Gebilde  dieser  Definition,  welche  eine 
gewisse  a -fache  einzelne  oder  zusammengesetzte  Bedingung  erfüllen, 

ein  System  (c— a)'''  Stufe,  d.  h.  von  oo'-"  Elementen. 

G)  Jeder  a  -  fachen  Bedingung  ist  liinsichtlich  eines  hinzuzudenken- 
den Systems  «' "  Stufe  eine  gewisse  Anzaiil  atitfehoriy ,  nämlich  die  Zahl 
derjenigen  (tebilde  des  Systems,  welche  diese  Bedingung  erfüllen.  Das 
bymbul  einer  litdinfjuiKj  ìxdruti  t  zwjleielt  auch  die  zuyeJüjrige  AnzaJd. 

7)  Wenn  hinsiclitlich  jedes  «-stufigen  Systems  eine  Gleichung  zwi- 
s(  hen  den  Anzdhlen  besteht,  welche  gewissen  Bedingungen  angehi)reii, 
so  nennen  wir,  der  Kürze  wegen,  diese  ]ìediìuju)ì()en  selt'sf  durch  die  Glei- 
chung von  einander  abhünyiij  j  ferner  die  Gleichung  eine  allyenieitiyiilliye*) 
Formel  f  und  die  Function  ^  welche  eine  Bedingung  von  andern  Be- 


*)  In  der  vorliegenden  Abhandlung  treten  nur  aUgemeingiâtiyt  i-oiuielu  aur. 
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diogungen  abhängig  darsiellt|  eiueu  ullgeineingüUiffen'*)  Modul  dieaer 
Bedingung. 

8)  Aus  einer  für  ein  Gebilde  mit  der  Conatauteuzahl  c  aufgestell- 
ten, allgemeirigiiltigen  Formel  «""^  Dimension ,  d.  h.  zwischen  «-fachen 
Bediugungssymbolen,  erhiilt  man  also  immer  eine  Identiiiit,  wenn  jedes 
dieser  Symbole  gleich  der  Zahl  der  Gebilde  gesetzt  wird,  welche  die 
•von  dem  Symbol  dargestellte  a -fache  Bedingung  und  ausserdem  eine 
hdiébig  geivähUe  elniefaie  oder  ituammeiigeietBie  (fi  —  a) -fache  Be- 
dingung erfUlIen. 

9)  Hieraus  folgt,  dass  die  ÂllgemeingUltigkeit  einer  allgemein- 
gflltigen  Formel  nicht  beeintiSchtigft  wird,  wenn  jedem  der  dupch  sie 
Terbundenen  a- fachen  Bedingungssymbole  ein  unddasséRMf  sonst  ganz 
beliebige  Bedingnngssymbol  —  als  symbolischer  Factor  —  hinsugesetst 
wird,  oder,  wie  wir  sagen  (Beitr.  §  3.)f  wenn  die  Formel  mit  irgend 
einer  Bedingung  ajftnbolisch  mitUijfiüeiirt  wird.  Das  entgegengeeetate 
Verfahren —  symbolische  Division  — ,  oder  das  Weglassen  eines  und 
desselben  symbolischen  Factors  aus  allen  Symbolen  einer  Formel,  ist, 
wie  man  leicht  einsieht,  im  Allgemeinen  nidU  gestattet. 

§2. 

TabeHo  der  OnmdMfaigangen  des  Ctondenpaan. 

Die  Bedingungen,  deren  elementare  Moduln  bei  der  im  P'ol- 
genden  abgeleitet  worden  sollen,  ergeben  sich,  wie  in  der  Einleitung 
erläutert  ist,  in  gewisser  Weise  aus  den  sämmtliehen  Grundbedingungen 
des  Geradciipaars**).  Wir  beschäftigen  uns  daher  zunächst  mit  den 
Grundbedingungen  des  Goradeiipaars  ganz  ohne  Rücksicht  auf  die  spe- 
ciellen  Geradenpaar-Systeme,  welche  durch  Systeme  von  quadratischen 
Flächen  erzeugt  werden. 

Wenn  man  den  einen  Strahl  des  Geradenpaars  den  andern  //, 
den  Schnittpunkt  j>,  die  Schnittebeue  e  nennt,  so  hat  mau,  gemäss 
der  am  Schluss  von  §  5.  der  Beitr.  gegebenen  Bmeichnnngsregel,  die 
16  emgdnm  Grundbedingungen  des  üeradenpaars  so  zu  beseichnen, 
wie  hier  folgt: 

\  )  (j      Strahl  g  soll  eine  Gerade  schneiden, 

2)  gp  — =  Strahl  g  soll  durch  einen  Punkt  gehen, 

3)  gt     Strahl  g  soll  in  einer  Ebene  li^n, 

4)  g,     Strahl  g  soll  einem  Strahlbflsohel  angehören, 


*)  lu  der  vorliegenden  Abbaadluufi:  treten  nur  allgemeingültige  Moduln  auf. 
**)  Dieses  Oebttde  ist  in  den  Beitr.  (|  18.  ond  f  SO.)  unter  dem  Nanfen 
,,Sf:hneidepBmi'*  als  Aoiartung  des  dareh  swei  im  Allgemeinen  «idi  nicht  sehneideade 
Strahlen  erteugten,  allgemeineren  Strahlenpaares  behandelt 

21* 
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5)  (7  «.  Strahl  g  soU  gegeben  sein, 

(')),  7),  8),  9),  10)  die  aus  diesen  5  Beaseicbnungen  durch  Sin* 

Setzung  Ton  h  fSat  g  hervorgelienden  Bezeichnungen, 
1 1)  j)      Punkt  p  soll  in  einer  Bbene  liegen, 
\2)Pf^  Punkt  p  soll  in  einer  Geraden  liegen, 
•   13)  P  —  Punkt  p  soll  gegeben  sein, 

14)  e  »  Ebene  e  soll  durch  einen  Punkt  geben, 

15)  Cg  =  Ebene  e  soll  durch  eine  Gerade  geben,' 

16)  E     £beue  e  soll  gegeben  sein. 

Setst  man  diese  16  Symbole  der  16  einseinen  Grundbedingungen 
auf  alle  mögliche  Weise  susammen,  so  erbiUt  man  die  Symbole  aller 
möglichen  zitsammengesetsten  Grundbedingungen. 

Z.  B. 

egph  «  der  Strahl  g  des  Geradenpaars  soll  durch  einen  Funkt  gehen, 
während  der  Strahl  h  eine  Gerade  schneiden,  und  die  Ebene  e 
einem  Ebenenbündel  angehören  soll. 

Da  im  Geradenpaare  die  beiden  Strahlen  g  und  h  ▼oilkonimen 
gleicl {berechtigt  sind,  so  \\)]>^{  durch  Vertauschung  von  g  und  h  aus 
jedem  für  einen  der  beiden  Straiilen  gewonnenen  Resultate  l  in  Resultat 
auch  für  den  andern  Strahl.  Desshalb  ist  von  zwei  Resultaten,  welche 
durch  Vertauschuug  Ton  g  und  h  in  einander  übergeben,  meist  nur  das 
eine  angegeben. 

Im  Anschluss  an  die  in  den  Reitr.  angewandte  Terminolof;ie  be- 
zeichnen wir  das  ( irnndiidithU'  —  Punkt,  Ebene,  Strahl,  Bündel,  Feld, 
Axe,  Strahlbüschei  —,  durch  welches  eine  Grundbedingung  verursacht 
wird,  als  dieser  G ruudbedingung  angehörig. 

Z.  B. 

„Der  l'unkt  von  gp'^  bedeutet  den  Punkt,  durch  welchen,  der  Be- 
dingung gp  zufolge,  der  Strahl  g  gehen  soll. 

„Die  Âxe  von  e*"  bedeutet  die  Gerade,  durch  welche,  der  Bedingung 
e*  auf u Ige,  die  Ebene  e  gehen  muss. 

§  3. 

Die  Formeln  zwischen  den  anf  ein  einziges  Hanplelement  bezüglichen 

Qnindbediugangen  des  Geradenpaars. 

FQr  die  4  Hauptelemente  g^  h,  p,  c  des  Geradenpaars  gelten  zu- 
ii'lehst  die  allgemeinen  Formeln  des  §  8.  in  den  Beitr.  Da  nämlich 
das  Geradenpaar  nur  Einen  Punkt  p  entliült,  so  ist  die  IBedingung  |)"', 
dass  d«'r  Punkt  p  auf  zwei  Ebeiif  ii  liegen  soll,  identisch  mit  der  ße« 
dinguug       dass  er  auf  einer  Geraden  liegen  soll. 

Daher  ist 
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und  ebeuso  folgt: 

p^  =  P,   c'^Cj,  à=^E, 

Wir  werden  (leashalb  immer      statt  jp, ,      statt  statt  e^^ 

statt  E  schreiben. 
Ërtheilt  man  ferner  den  beiden  Âxen  der  Hedinguug  die  be- 
sondere Lage  zweier  sich  schnridendcr  Geraden,  so  wird  die  Bedingung 
(j^  nur  in  zwei  Fällen  erfüllt,  erstens,  wenn  der  Strahl  (j  durch  den 
Öclinittpunkt  fjjeiit  ,  zweitens,  wenn  er  in  der  Schnittebeno  lierrt.  Man 
erhält  daher  nach  dem  Princip  der  speciellen  Lage  (Beitr.  §  7.): 

Die  Formeln  höherer  Dimension  zwischen  den  Gnmdbedingungcu 
des  Strahls  g  ergeben  sich  dann,  wie  folgt: 

Durch  Einsetzung  von  A  fDr  erhält  man  die  analogen  Formeln 
swischen  den  Grundbedingungen  des  Strahls  h. 

Jede  Funnel  darf  mit  jeder  Geradenpaar- Bedingung  symbolisdh 
muUiplicirt  werden ,  da  das  bei  jeder  Formel  ToraasKUsetasende  System 
gar  keiner  Beschränkung  unterlag. 

Z.  B. 

aus         2g,  und     '^2h,  folgt  die  Formel: 

ans  g"*  mmg^^  g^  und  k''^hf,-^K  tolgi  die  Formel: 

§4. 

Die  sonstigen  Fonpeln  zwischen  den  Gnm^bedingungen  des  Geradenpaars. 

■ 

Zwischen  den  Grundbedingungen  je  sweier  der  4  Hauptelemente 

g^  hf  p,  e,  welche  das  Geradenpaar  constituiren,  mOssen  ferner  alle 
die  in  §  9.  meiner  Beitr,  bewiesenen  Relationen  bestehen,  da  je  zwei 
der  4  llauptelemente  diejenige  speciellc  Lage  zu  einander  haben,  welche 
fäv  die  Gültigkeit  jener  Relationen  allein  erforderlich  war.  Punkt  p 
liegt  Dämlich  auf  Strahl  <j  und  auf  Strahl  //,  Ebene  e  geht  durch 
Strahl  g  und  durch  Strahl  A;  also  liegt  auch  auf  r,  und  7  schneidet  /*. 
Diese  Relationen  kann  man  sämmthcli  durch  das  Verfahren  der  sym- 
bolischen MuUiplicafion  und  durch  Benutzung  der  i^ormeln  des  §  3. 
aus  nur  zwei  Formeln  herstellen.  Diese  zwei  Formeln  sind  einander 
reciprok,  und  heissen: 


326 


U.  SCHUBBBT. 


Die  erste  erhält  man  aus  dem  Princip  der  speciellen  Lage  dadurch, 
dass  mau  hei  der  zusammeugesetzten  Bedingung  prj  die  Axe  der  Be- 
dingung (j  in  daä  P'eid  der  Bedingung  p  1^^,  und  beachtet,  dass  dann 
die  Bedingung  pg  nur  erfüllbar  wird 

erstens,  wenn  der  Strahl  g  in  jenem  Felde  liegt,  also  die  Be- 
dingung     befriedigt  wird, 
zweitens,  wenn  der  Punkt  p  auf  jener  Axe  liegt,  also  die  Be- 
dingung jj^  erfüllt  wird. 

Aus  der  eben  bewiesenen  und  der  ihr  reeiproken  Formel  können 
nun  bei  Benutzung  der  Formeln  des  §  3.  alle  Grundbedingungs-Formelii 
höherer  Dimension  auf  rrin  arithnutischcni  Wege  gewonnen  werden, 
nämlich  durch  symbolische  Multiplication  mit  Grundbedingungen  und 
durch  geeiguete  Eliminationen.  Von  diesen  Formeln  ndberer  Dimen- 
sion lassen  wir  hier  einige  folgen  (Beitr.  p.  27): 

1»«^  —  ^* +  + 

—  P'c  +  l'è*  —    —  0 , 

Vg»  =  fgp  =  p'^eg  -  fe^  ö  +  p'g  , 
cg,^  ti'  </,  ==  c^py  —  p'G'  ^  G  -\-  c^g  ; 

und: 

^egh  —  (*»+P') 

— •  g* hp  -\-  ph,-\-  eg,  -f-  p- c- . 
§6. 

Alle  Grundbedingungen  des  Geradenpaars,  ausgedrückt  durch  gewisse 

unter  Ihnen. 

Vermöge  der  in  §  3.  und  §  4.  besjirochenen  Formeln  kann  mau 
durch  gewisse  Grundbedingungen  des  Geradenpaares  alle  übrigen  leicht 
mofidriicken.  Wir  zählen  daher  zunächst  eine  Reihe  von  Grundbe- 
dingungen auf,  die  wir  dio  irrcducibeln  nennen,  um  dann  durch  sie 
alle  übrigen,  rcducibel  genannten  Grundbedingungen  auszudrücken.  Die 
römischen  Nummern  vor  den  in  der  folgenden  Tabelle  zusammenge- 
stellten irreducibeln  Grundbedingungen  geben  die  Dimensionen  der- 
selben au.    Die  aus  den  angeführteu  Grundbedingungen  durch  Yer- 
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tauscliuiig  vuu  g  und  h  liervorgehuuiicu  neuen  (jîruudbmiinguugeu  sind 
fortgelassen. 

Tabelle  der  irreducibelu  Grunclbedingungeu. 
1).  9^  Pf  «Ï 

U)  9p»  9*9  9K  P«> 

III)  9n  eg,,  pg,,  gt,h,  g,h,  p',      pU,  p^i 

IV)  Gf  pg„  eg,,  g,h,  gph,,  g^K,  gp'K,  J»e», 

V)  2>(',  eG,  Ghy  g,hpf  g,h^,  ;)V; 
VI)  peG,  Ghp,  GK; 
VII)  GK. 

Es  würde  hier  suviel  Raum  kosten,  wenn  wir  jetst  die  reducibelu 
Grundbedingungen  Mmmtitch  durch  die  irreducibeln  ausdrücken  woll- 
ten. Wir  begnügen  uns  damit,  diese  iteduction  an  einigen  Beispielen 
sa  seigen. 

1)  Um  die  Bedingnng  pgh  zn  reduciren,  etisetsen  wir 

pg  durch  p^  -\- g,, 

nnd  erhalten: 

P'h  +  g.h; 

dann  ersetzen  wir: 

ph  durch  />'  -\-  h,f 
uod  erhalten  also  schliesslich  das  Resultat: 

pgh^p'^-^rpK-^geh', 

hieraus  folgt  durch  Vertauschung  von  g  und  h  noch  eine  zweite  Be- 
duction: 

pg^^p^  -^P94+gK- 

2)  Um  die  Bedingnng  ^eg  zu  reduciren,  ersetzen  wir 

eg  durch     +  r/p, 

und  erhalten: 

nun  ist: 

p"^ =^  p^c  -\-  pc^  (Beitr.  p.  28  in  der  Mitte), 
daher  kommt: 

p'eg  =  F'e  -f  j)c*  pg,. 

3)  c^rÄ.  «        (eA,)  «  (p'  4-  fir.)  (e'  +  h.) 
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4)  9,h,^{V9p-p^)K=-vgph,^(jp{H-{-iì^h) 

-  </.  ^  +  V'ih  h=gpH-\-{G-\-  p'g)  (Ä.  +  p') 

also  aucli  reciprok: 

5)  2pg^H^2pgpH^  2pg,H 

• 

§  6. 

Die  Faarbedin^imgen,  ausgedrückt  durch  die  Hauptbedingongen  F^, 

Die  schon  in  der  Einleitung  dcfinirtcn  Paarbedmgunffm  der  quadra- 
tischen  Fläche  rühren  von  den  Grundbedingungen  des  Gerudenpaars 
hör.  Da  (liosc  aber  in  §  ö.  auf  (?ini;(('  wenige  Gnmtlbedingungen  rr- 
durili  bind,  so  wird  es  uiuli  inr)gli('h  sein,  einige  wenige  Flüchenbe- 
•  lingungen  aufzufinden,  chircii  welche  alle  i^uarbedingungen  leicht  aus- 
gedrückt werden  kininen.  Diejenigen  Flächeubedingung»'n  nun,  auf 
welche  hier  die  säuimtlichen  Paarbedingungen  zurückgeführt  werden 
sollen,  sollen  die  llawpthcdhìyungeìi  der  heissen  und  mit  ihren 
Hynibolen  in  der  folgenden  Tabelle  zusammengestellt  werden.  Die  rö- 
mischen Nummern  geben  die  Dimensionen  der  nachfolgenden  llauptr 
bedinguugen,  also  auch  die  Stufen  der  Torausgesetzten  iS^steme  an. 

Tabelle  der  Hanptbedingungen  der  JP,. 

I)    1)  f(  »  die      soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen, 

2)  V       die      soll  eine  gegebene  Gerade  berOhren, 

3)  Q  *M  die  gegebene  Ebene  berühren; 

II)  4)  fi^  — «  die      eoli  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehen, 
•    5)  fi^M  die  F^  soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und 
aussndem  eine  gegebene  Ebene  berObren, 
6)  q'^  b  die  F^  soll  zwei  gegebene  Ebenen  berUhren, 
1)  y  a  die  F^  soll  eine  gegebene  Ebene  in  irgend  einem  Punkte 
einer  auf  der  Ebène  gegebenen  Geraden  berühren, 

8)  Y  ^  ^®  ^%        ^'"^  gegebene  Gerade  in  einem  auf  ihr  ge- 

gebenen Punkte  berühren, 

9)  d    mm  die  F-i  soll  eine  Gerade  enÜtaUeHf  welche  einem  gegebe« 

nen  Strahlbüschel  angehört; 
Iii)  10)  fi>Ö  «=  die       soll  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  und 
ausserdem  irgend  eine  Gerade  eines  gegebenen  Ötrahl- 
büscheis  enthalten, 
11)  QÒ  =  die  F.,  soll  die  Bedingung  q  und  die  Bedingung  d  zu- 
gleich erfüllen, 
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12)  X   =  die  i'j  soll  eine  gegebene  Gerade  oitiudivn, 

13)  w  —  die  F.^  soll  eine  gegebene  Ebene  in  einem  auf  ihr  ge- 

{^ebenen  Pankto  berühren; 

lY)  14)  f(X  =  die  i<2  soll  die  Bedingung  ^  und  die  Bedingung  x  zu- 
gleich erfüllen, 

15)  QX      die       soll  die  Bedingung  q  und  die  Bedingung  x  zu- 

gleich erfüllen, 

16)  y  a»  die  Jß^  soll  eine  gegebene  Gerade  enthalten  und  dabei  eine 

gegebene  dureh  die  Gerade  gehende  Ebene  in  einem 
gegebenen  auf  der  Geraden  liegenden  Punkte  berOhren; 
Y)  17)  e  =  die  ^2  gegebene,  sich  achneidende  Gerade' 

enthalten. 

Durch  die  eben  auf^^pzilhlten  llauptbedingun;^en  dnicken  wir  nun 
diejenigen  Paarbedinj/tingcn  aus,  weklio  aus  don  oben  inedmilirf  ge- 
nannten Grundbedingungen  des  Geradtupaars  hervorgehen.  Ans  die- 
sen Paarbedingungeu  ergeben  sich  dann  die  Formeln  für  die  übrigen 
Paarbediuguugen  durch  die  Ueductionen  des  §  5.  Die  fohjmdc  Ta- 
helle  enthält  daher  nur  die  Formeln,  welche  die  erstgenannten  Paar- 
bedingungeu dnreh  die  Haupibedingungen  ausdrfleken.  Dabei  hedadet 
jedes  Imks  wm  GMekheUsgeiehen  stehende  Sytnbcl  die  Bedinyiuujt  welche 
eine  dadwrdi  erf  'ülUf  dass  eins  ihrer  00'  Oeradenpaare  die  <ftirc&  das 
^fmbeH  dargeskUte  Qrmdbedingimg  erfüUL  Die  vorgestellten  rSmischen 
Nummern  geben  die  Dimensionen  der  l<lSchenbedingangai,  oder  die 
Stnfen  der  bei  den  Formeln  hinzozudenkendeu  Fl&chenaysteme  aui  ent- 
sprechen- also  den  Nummern  III  bis  VII  der  Tabelle  auf  p.  327.  Aus 
den  bei  einigen  Formeln  kurz  angedeuteten  Beweisen  wird  man  die 
Richtigkeit  auch  der  andern  Formeln  leicht  einsehen  kdnnen. 

Tabelle  für  die  Zurückf ührung  der  Paarbedingungen  auf 

die  Hauptbedingungen  der  F^. 

I)  1)  mm  0.  In  einem  einstufigen  Systeme  von  F^  kann  es  näm- 
lich keine  Flüche  geben,  welche  eine  ihrer  oo*  Geraden 
in  einem  gegebenen  StrahlbOschel  besässe,  weil  wohl 
od'  Geraébmpaare,  aber  nur  00*  Oerade  im  Systeme 

existiren. 

2)  egp^2ii.    Durch  den  Punkt  der  Bedingung  g,  gehen  näm- 

lich  f(  Flächen  des  Systems,  und  auf  jeder  gehen  durch 
•  diesen  Punkt  2  Gerade;  jede  dieser  beiden  Geraden 

gieift,  mit  dem  Punkte»  der  Bedingung  c  durch  eine 
Ebene  verbunden,  ein  die  Bedingung  ey,  erfüllendes 
(ieradenpaar. 

3)  pg^ 
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4)  (jf,h  =4|[i.    Uurch  den  Punkt  von  (j,,  gehen  nämlich  /t  Fhl- 

cheii,  und  auf  jeder  gehen  durch  diesen  Puukt  2  Ge- 
rade; jede  dieser  fi  FlScbea  wird  ferner  ▼on  der  Âxe 
der  Bedingung  h  in  2  Punkten  geschnitten,  und  dorch 
jeden  dieeer  Punkte  geht  eine  einsige  Gerade,  welche 
auf  der  Fliehe  liegend,  eine  bestimmte  der  beiden 
erstgenannten  Genden  schneidet. 

5)  g^h  4 

6)  ^  -2^1. 

7)  —  2^. 

8)  pH  «  2  V  -f-  2fi.  Legt  man  nSmlich  den  Punkt  von  e  auf 

die  Axe  von  ^  ^  so  wird  p^e  erfüllt  erstens  von  zum 
Geradenpaaren  auf  jeder  der  durch  den  Punkt  gehen- 
den Flächen  und  zweitens  von  zxcei  Geradenpaaren 
auf  jeder  der  v  die  Axe  berührenden  Flächen  ;  und 
swar  jedesmal  von  zwei  Geradenpaaren  desshalb,  weil 
hier  gestattet  ist,  jede  von  zwei  Geraden  als  Strahl  g 
resp.  Strahl  h  aufzufassen.  Der  Beweis  liisst  sich  übri- 
gens auch  so  führen:  Die  Bedingung,  dass  die  Schnitt- 
ebene  des  Geradenpaars  durch  eine  Axe  geht^  auf  wel- 
cher zugleich  der  Schnittpunkt  liegt,  ist  gleicli  p^c  — 
(Beitr.  p.  34,  bei  dem  Beweise  zu  III.);  ußd  wird  von 
jeder  der  v  diese  Axe  berührenden  Flächen  :&weinial 
erfüllt. 

9)  =2v-f-2p. 

II)  10)  67  -  —  0.  Man  vergleiche  Nr.  I. 
•  11)  pg*  =0.  In  dem  StnhlbOschel  der  Bedingung  g,  befinden 
sich  nimlich  ê  Strahlen  g,  welche  auf  Fliehen  des 
sweistufigen  Systems  liegen,  und  jeder  wird  von  der 
Eben^  der  Bedmgung  p  in  einem  Punkte  p  geschnit- 
ten,  welcher  mit  dem  Strahle  g  ein  Gendenpaar  be- 
stimmtt 

12)  eg.  —a. 

13)  ^.Ä— 2d. 

14)  gphjf^  2  ft'.    Durch  die  beiden  Funkte  von  g,  und  hp  gehen 

l^lachen,  auf  jeder  solchen  Fläche  gehen  durch 
jeden  dieser  Punkte  zwei  Gerade,  und  eine  bestimmte 
durch  den  einen  Punkt  gehende  wird  nur  von  einer 
der  beiden  durch  den  andern  Punkt  gehenden  Geraden 
geschnitten,  nämlich  nur  von  derjenigen,  welche  mit 
ihr  nicht  der  nämlichen  Eegelschaar  angehört. 

16) 
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il)  pe^  —  2y.  Die  Ebene  der  Bedingung  f;^  wird  von  y  Flächen 
so  berülirt,  dass  der  Berührungspunkt  auf  der  Geraden 
liegt,  in  welcher  diese  Ebene  von  der  Ebene  der  Be- 
dingung p  geschnitten  wird,  und  auf  jeder  dieser  y  Flä- 
chen schneiden  sich  in  dem  Berührungspunkt  sw» 
Gerade,  von  denen  jede  als  Strahl  (/  resp.  als  Strahl  h 
aufgefaMt  werden  Innn. 

18)  p^e  —  2y. 

III)  19)  pG  -=  X,    Der  Strahl  der  Bedingung  G  liegt  auf  x  Fliehen 

des  dreistufigen  Systems,  und  anf  jeder  bestimmt  die 
Ebene  der  Bedingung  p  ein  Geradenpaar. 

20)  eO  —  X, 

21)  Oh  ^2  at, 

22)  Qthf  =  iid.   Es  giebt  nämlich  pkâ  Flächen,  welche  durch  .den 

Punkt  von  hp  gehen,  und  irgend  eine  Gerade  des 
Strahlbilschels  von  g,  enthalten;  von  den  beiden  Ge- 
raden, welche  anf  jeder  dieser  Flächen  durch  den 
Punkt  Ton  hp  gehen,  kann  nur  Eine  als  Strahl  h  auf- 
gefSssst  werden,  weil  nur  Eine  die  in  dem  Strahl- 
bflsohel  liegende  Gerade  zu  schneiden  ? ermag. 

23)  g,K  9(t' 

24)  j)^e'  OB  2w.  Die  Ebene  der  Bedingung  e>  wird  von  w  Flächen 

des  Systems  in  dengenigen  Punkte  berührt,  wo  die 
Âze  der  Bedingongji*  schneidet;  und  durdi  diesen 
Punkt  gehen  auf  jeder  Fläche  Jim*  Strahlen,  von  denen 
jeder  als  Strahl  g  resp.  Strahl  h  aufge&sst  werden 
kann. 

IV)  25)  peG'^  y. 

26)  Gh,^  nx, 

27)  Ght'^QX. 
y)28)(7A»— «. 

Mit  Hülfe  der  in  §  5.  erörterten  H-eductioneu  folgen  aus  diesen 
28  Formeln  nun  auch 'die  Formeln,  welche  die  aus  den  reducibeln  Gruncl- 
bedinguDgen  des  Geradenpaars  hervorgehenden  Caarbedingungen  durch 
die  Hauptbediugungen  ausdrQcken.  Wir  entwickeln  hier  nnr  diejenigen 
Formeln,  welche  aus  den  in  §  5.  beispielsweise  angeführten  5  Re- 
ductionen  sich  ergeben. 

29)  pgh  =  p^  -i-  luj..  +  !ih, 

30)  p'^eg  =  j)V  +  pe^  +  pg, 

—  2y'  +  2y  +  Ò, 
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31)  veyK  =       +  0^»^  +       +  ^  G 

32)  --^9,H+.GK 

-|-  px»  ^ 

33)  |)(/'Ä*  —  2C?Ä, 

Die  17  Hauptbediuguugeii  der  7'.,,  durch  welche  jetzt  alle  Paar- 
bediiiguiigen  ausgedrückt  sind,  zerfallen  in  drei  Gruppen: 

1)  die  drei  einfachen  Charakteristiken  fi,  v,  p; 

2)  die  wesentlichen  Hauptbedingungen  y,  y ,  ò,  x,  w,  y,  z\ 

3)  die  unwesentlichen  Hauptbedingungen  fi',  jtip,  p',  ftd,  ptf,  fij^, 

px,  welche  symbolische  Producte  von  und  p  mit  einfachen 
Charakteristiken  und  mit  eben  wesentlich  geoaiiuten  Haupt- 
bedingungen sind. 

Demnach  folgen  die  elementaren  Moduln  der  unwesentlichen  Haupt- 
bedingungen aus  denen  der  wesentlichen  durch  blosse  sj/mholischc  3Iul- 
tiplicalion  mit  oder  p.  Damit  ist  unser  Problem,  die  elementaren 
Moduln  aller  Paarbedingungen  abzuleiten,  zurückgeführt  auf  das  Problem, 
die  dementaren  Moduln  der  7  wesmtlichen  Hauptbedingungen 

y,  y,  d,  X,  w,  y,  z 

Oie  Mittel  sur  Ixìsuug  dieses  Problems  kann  sowohl  das  Chasles - 
sehe  CòrrespiondmgpHnci'p,  wie  auch  das  iVtnctp  der  s^ecidlen  Lage  in 
ausreiehendem  Masse  Keferii.  Zuerst  betreten  wir  den  Weg,  welcher 
von  einer  Anwendung  des  Correspondensprincip«  auf  ein  beliebiges 
einstufiges  System  von  Geradenpaaren  ausgeht 

§7. 

Abhängigkeit  der  Gmndbedingungen  des  Goincidou-Gerftdenpaares  von 
den  Grundbedingungen  des  allgemeinen  Oeradenpaares. 

In  jedem  einstufigen  Systeme  von  Geradenpaaren  ist  im  Allge- 
meinen eine  endliche  Zahl  von  solchen  Geradeni)aarcji  vorhanden,  bei 
denen  die  beiden  Strahlen  g  und  h  unendlich  nulic  liegen.  Ein  solches 
ausgeartetes  Geradenpaar  heisst  Coincidvnz.*)  Jede  Coincidenz  bezeich- 
nen wir  mit  dem  Symbole  r.  Dieses  Symbol  t  soll  jedoch  auch  die 
Zahl  derjenigen  Geradenpaare  eines  einstuügen  Systems  bedeuten,  welche 


*)  Die  hier  beginueudeu  Erörterungen  führen  zu  den  allgemeinen  Correspon- 
dennftben,  welohe  im  III.  Abtehnitte  meiner  Beitr.  ausffthrUeh  entwickelt  lind. 
Die  dort  in  §  2ü.  mit  Nr.  56  bezeichnete  Formel  wird  aiieh  hier  abgeleitet  und 
mit  Omadbediogiuigeii  qrmboliaoh  multipUcirt. 
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Coincitlenzen  bilden;  und  das  Symbol  T,r,  wo  z  eine  dem  (îcriulenpaare 
auferlegte  (a  —  1)- fache  Bedingung  ist,  soll  die  Zahl  derjeuigeii  Ge- 
radenpaare eines  a -stufigen  Systems  angeben,  welche  Coincidenzen 
bilden  und  .zugleich  die  Bedingung  z  erfüllen.  Bei  dem  Coincidenz- 
Oeradenpaare  sind  die  4  Hauptekmente  €,gfh  yoUkommen  bestimmt, 
wie  beim  aUgeueinen  Oeradeopaare,  nur  daas  die  beiden  Strahlen  g 
und  h  in  einem  Strafale  unendlich  nahe  liegen,  den  wir,  um  weder  g 
noch  h  SU  hevorMuge»t  mit  X;  bezeichnen  wollen.  Demgemies  hat  die 
Coloctdens  folgende  ekudne  Ghrundbeàmgvmgmi 

^  >  ^*/»  1  ^  <•  j  ^$  1  K . 

Schreiben  wir  also  in  allen  Formeln  des  §  3.  und  §  4.  das  Symbol  t 
vor  jedes  (Jlied,  und  setzen  k  statt  </  und  statt  Ii ,  so  erhält  man  alle 
Formeln,  weiche  zwischen  den  Gruudbediugungeu  der  (Juincideuz  be- 
stehen. 

Beispiele: 

rpk  —  tke  -f"  » 
xek  asztkj,-{-  rc'  , 
tpkpmmTk,  4-  r;;% 

t^hg  mm  zJSg  -|-  ^ 

tpeh^  tk,  -j-  tpe^  +  Tji*  —  vi«  -|-  tp*e  +  rè", 
tpht  =  r j>'/;p  =tp^eh  —  t p' —  ir  JT  -f  rjpU* , 

und: 

tpek*  —  fpÄ»  +  tekt+  tpV. 
Da  die  Coincidens  z  ein  speeiellea  Geradenpaar  ist,  also  doch  der 
Definition  des  Geradeupaars  genügt,  so  darf  eine,  audi  Cometdamgrn- 
bole  enthaltende,  fQr  das  Geradenpaar  aufgestellte,  allgemeingflltige 
Formel  mit  jeder  Bedingung  g  symbolisch  muIHplkirt  werden,  wenn 
nur  «»auch  dem  Ooincidenzeymbole  als  symbolischer  Factor  zugeschrie- 
ben wird. 

Um  nun  die  Zahl  r  der  in  einem  einstufigen  Systeme  von  Geraden- 

paaren  vorhandenen  Coincidenzen  durch  die  einfachen  Grundbedingungen 
des  Geradenpaar.s  auszudrücken,  suchen  wir  in  einem  beliebigen  Strahl- 
bQschel  die  Zahl  derjenigen  Strahlen  zu  bestimmen,  welche  sowohl  den 
Strahl  (/  wie  den  Strahl  A  eines  nn<i  (iesscihcn ,  in  einem  einstufigen 
Systeme  l)etiijdlicht'u  Geradenpaars  zu  sriiveidm  vermÖL^en.  Diese  Zahl 
ist  nach  dem  Chasles  scheu  Correspondenzprincip  gleich 
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AiiderorsL'its  setzt  sie  sich  zusammen  aus  der  Zahl 

1)  derjenigen  tieradenpaare,  welche  ihreu  Schnittpunkt  in  der 

Ebene  des  Strahlbüschels  haben, 

2)  derjeuigeu,  welche  ihre  Schuittebeiie  durch  den  Scheitel  des 

Strahlbfischele  schicken,  -  * 

3)  derjenigen,  in  weldi«n  die  Strahlen  g  und  h  unendUeh  nahe 

liegen, 

also  ans  p  nnd  e  und     ist  also  gleich: 

p  +  c  +  r. 
Daraus  folgt  die  Hcnipffonnd: 
1)1)  g-\.h—p-e  =  r. 

Diese  Haufitformel  ist  aligemcingiiUifi ,  Aveil  das  für  sie  vorausge- 
setzte einstutige  System  gar  keiner  Beschränkung  unterlag.  Folijlieh. 
erzeugt  jede  symbolische  Multiplication  dieser  Formel  wieder  eine  (illge- 
nmngiiUigc  Formel.  Wir  wollen  nun  die  ilauptformel  derartig  symbolisch 
multipliciren ,  dass  dadurch  bei  t  alle  möglichen  Grundbcdiiigungcn  der 
Coincidcnz  auftreten.  Es  lassen  sich  jedocJi  vermöge  der  oben  bespro- 
cheneu allgemeinen  (jirundbedingungs-Forraela  durch  die  ioigeuden  23 
Coincidenzsymbole  alle  übrigen  ausdrücken: 

rp,  re,  rk] 
tp^,  Tc',  tpe,  tkpf  rk^'j 
tp*,  rp'e,  tpe^,  rekp,  tpis^,  tib,; 

Tji'c*,  tpk,,  tekt,  tK*y 
rp*e',  tpKf  xeK\ 
zKpe, 

Wir  geben  daher  in  der  folgenden  Formeliabelle  nur  diejenigen 
Formeln  an,  welche  aus  der  Hanptformel  dnrch  symbolische  Multipli- 
cation mit  den  eben  anfgesählten  Grundbedingungen  entstehen.  Die 
dabei  etwa  erscheinenden  redncibeln  Grundbedingungen  des  allgemeinen 

Geraden])aars  führen  wir  vermöge  der  Reductionen  des  §  G.  sofort  auf 
die  irredudbdn  Grundbedingung«!  «irttek.  Die  römischen  Nummern 
geben  die  Dimensionen  der  daran  angeschlossenen  Formeln  an.« 

Formel-Tabelle  für  die  Coinciden U rundbedingungen. 
II)     ^.  -h    -f    — 1>«  —  «Pi 

4)        ffk-'p'^^e*^  th  (Beitr.  §  80.,  Formel  (59})  5 
III)  5)  pg,  +  pK  +p^  —  p'^e  —  rjj', 

6)  egp  -f-  chp  +     —  pe^  «=  te^  , 

7)  ff»  +  Ä,  -f  i>'  +  e'      tpe  (Beitr.  §  20.,  F.  (63)), 
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9p^^  —  ''Up  —      =  ^K't 

IV)  10)  pp.  +PÄ.— ö-  J5r-p>a  — fp», 
W)  eg,  -f  cA,  —  ö  — Ä~p««  — 

,     12)  pg,  -f  ph,+  pe*  —  rp'c, 

13)  ef/,   -f  eh,  -|-  |»=*e       *  =  tj>c% 

14)  ^^^Ap  —  i>3e  —  xehp, 

15)  ir,/*.  —  pe'  '^tpkt, 

16)  G  -jr  9»^  —  P9»  —  ^9»  — 

V)  17)        4-  pif  +  f  G  +  eir  +  2eV  =  tpU\ 

18)  ^.A*  -  ^f^'  -  =-  Ti)Â:,, 

19)  -         -  c^;)^  =  tcA, , 

20)  CfÄ  -pG  —  eG  —Tic-, 

VI)  21)  p«ö  +  pefl*—  Tp>e», 

22)  ö*.  —pe^  «rpJT, 

23)  GAp  -  pa(?  —  veZ*; 

VU)  24)  Oh,  —  pe. 

Die  eben  entwickelten  24  P'ornieln  beziehen  sicli  auf  allgemeine 
Systeme  vcm  (  ìtriidtniiaari'n ,  uiul  nehmen  noeli  gar  keine  Rücksicht 
darauf,  ob  diese  Systeme  durch  Systeme  von  cjuadratischen  Flächen  er- 
zeugt sind  oder  uicht.  Jetzt  aber  wollen  wir  diese  Formeln  auf  die 
specLellen  drei-  bis  siebenstufigen  Geradenpaar- Systeme  anwenden, 
velehe  den  ein-  bis  fUnfetuiigen  Systemen  Yon  qnaidnitiscìien  Vlâoheu 
til  dem  dur<ß^  die  EinteUung  festgestdUm  Simie  angdiSrm.  Dann  lassen 
sich  die  linke»  Seiten  der  24  Formeln  vermittelst  der  Redactionen  des  . 
§  6.  durch  die  Hanptbedingungen  der  darstellen.  Da  nun  in  den 
nächsten  drei  Paragraphen  die  reektm  Seiten  der  24  Vormein  durch  die 
ein-  oder  mehrfachen  Charakteristiken  der  ausgedruckt  werden,  so 
erhalten  wir  durch  Substitution  ans  jenen  24  Formeln  eine  Reihe  von 
CReidimffm  Jimsdiet»  dm  Hauptbedmgunffm,  welche  die  gesuchten  ele- 
mentaren Moduln  der  wesentlichen  Hauptbedingungen  und  damit  aller 
Paarbedingungen  mit  YÌelen  Bestätigungen  ergeben. 

§a 

Beschreibung  der  drei  ÄUBartungen  der  F^. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  Grundbedingungen  der  in  einem 
Systeme  von  quadratischen  Flächen  Torkoromeuden  Geradenpaar«Coinci- 
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denzen  dorch  die  Charakteristiken  der  F,  auszudrQcken.  Solche  Coinci- 
denzan  werden  Ton* den  auf  einer  F.^  liegenden  öo*  Qeradenpaaren  fiber- 
hanpt  mxM  gebildet,  wenn  diese  aUgemein  bleibt,  wohl  aber  in  zwei- 
stufiger Mannigfaltigkeit^  wenn  diese  F,  amarteL  Bekanntlich *)  kann  die 
Ff  auf  dreierlei  Weise  ausarten,  nämlich  in  eine  Fliehe  9,  in  eine  Fl&che 
«e,  und  in  eine  Fliehe,  f  **}.  Wie  die  Punkte,  Tangenten,  Tangential- 
ebenen, Geraden  und  Geradenpaare  auf  jeder  dieser  drei  Ausartungen 
tf,  X,  c  zu  einander  liegen,  ist  aus  der  folgenden  genauen  Beschreibung 
ersichtlich.  Freilich  ist  dem  Verfasser  die  ffenaue  Keuutiiiss  über  die 
Lage  -  Eigenschaften  der  auf  den  Ausartungen  liegenden  Geradenschaareu 
und  Geraden  paare  erst  im  Idtufe  der  Untersuchung  allmUìdith  emMàum^ 
indem  ihm  die  Ueberein.stinimung  oder  Nicht- Uebereinstimmnng  mehre- 
rer auf  verschiedmni  Wegen  gewonnenen  Resultate  für  die  nänükhe 
Anzahl  oft  unzweifelhafte  Ii iicl Schlüsse  auf  die  Natur  der  Ausartungen 
erlaubte.  Doch  wäre  eine  detaillirte  Auseinandersetzung  dieser  Rück- 
schlüsse hier  zu  weitläufig  und  dem  systeuiutisehen  Gange  der  Unter- 
suchung zu  hinderlich.  Ich  ziehe  es  desshalb  vor,  die  Beschreibung 
der  Ausartungen  roranzuschichcn,  und  die  dann  meist  auf  mehrere  Arten 
mögliche  Ableitung  der  elementaren  Moduln  folgen  zu  lassen;  und  ich 
glaube  dies  um  .so  eher  thun  zu  dürfen,  als  die  liichtigkeit  meiner 
Beschreibung  grösstentheils  auch  a  priori  eingesehen  werden  kann. 

I.    Die  Ausartung  6. 

Sie  ist  eine  quadratische  P'lüche,  deren  Punkte  swei  in  eine  Ebene 
zusammenfallende  Punktfelder  bilden.  Im  Allgemeinen  gehört  jedem 
Punkte  auf  a  als  Tangentialebene  die  eben  genannte  Ebene  von  6  an. 
Es  existiren  jedoch  auf  a  oo'  einen  Kegelschnitt  bildende  Punkte, 
welche  dadurch  vor  allen  übrigen  Punktoii  (instjvzrirhnd  sind,  dass 
jedem  von  ihnen  oc'  Tangentialcljcncn  aiig('ln"">rt'n ,  und  zwar  alle  die- 
jenigen Elx'uen,  welche  die  in  ihm  dt-n  Kegelschnitt  benilirende  Tan- 
gente enthalten.  Demnach  ist  auch  jede  den  Kegelschnitt  berührende 
Ebene  eine  Tangentialebt'jie ,  und  jede  ihn  schneidende  Gerade  eine 
Tangente  der  ausgearteten  Fläche  a. 

Die  -x:'  auf  einer  F.,  liegenden  Geraden  werden  bei  a  zu  den 
oo*  TangaUm  des  Kegelschnittes.  Daher  zerfallen  die  oo^  GeradenpaarCf 


*)  Die  drei  Amartungen  der  F«  sind  tuer4  von  Zeuthen  (Oversigt  over 
d.  K.  D.  V.  S.  Forh.  18G6  und  Nouv.  Ann.  Bd.  ü)  bctohrieben  und  fiBr  die  Be- 
reciurang  der  Elementan&ablen  der  Ff  verwerthet 

••)  Die  Symbole  a,  x,  t  ffir  die  drei  Auaartuii<Ton  habe  ich  auch  in  meiner 
Abhiindlung  „Zur  Theorie  der  CharakterMtiken"  (Borch.  J.  Üd.  71)  gebraucht 
Mau  vergi,  dort  §  12.  bia  s  16. 
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welche  einer  I'\  in  dem  vod  uns  festgestellten  Sinne  auf/ehören,  bei  6 
in  zwei  Gruppen  von  je  oc': 

1)  solche,  deren  Schnittebeue  e  die  £bene  von  6,  deren  Schnitt- 

punkt p  ein  beliebiger  Paukt  auf  ihr  ist,  und  deren  beide 
Strahlen  g  nnù  h  die  beiden  von  diesem  Punkte  an  den 
Kegelschnitt  gelegten  Tangenten  sind; 

2)  solche,  deren  Schnittebene  e  eine  beliebige  den  Kegelschnitt 

berfihrende  Bbeue,  deren  Schnittpunkt  p  deren  Berfihrungs- 
pnnkt  ist,  deren  beide  Strahlen  g  und  h  aber  in  der  diesem 
BerOhrungspunkte  angehörigen  Kegelschnitt-Tangente  ver- 
einigt U^u. 

Jedes  der  ében  unter  2)  genannten  oo*  Ger  adenpaare  hüdet  also 
eine  Coineideng,  deren  Strahl  h  Tangente  des  Kegelschnitts  und  deren 
Schnittpunkt  p  ihr  Berflhrüngspunkt  ist,  deren  Schnittebene  e  aber 
irgend  eine  der  te*  durch  Ii  möglichen  Ebenen  sein  kann. 

II.  Die  Ausartung  x. 

Sie  ist  der  Ausartung  6  réHprok.  Ihre  Beschreibung  fulgt  also 
ans  der  eben  gegebenen  durch  dualistische  Ueberiragung. 

in.  Die  Ausartung  s. 

Die  sich  selbst  reciproke  Ausartung  c  ist  eine  quadratische  Flache, 
deren  Taugenten  zwei  in  einw  einzigen  Geraden  —  Hauptgeraden  — 
▼ereinigte  Strahlenaxen  (specidle  lineare  Complexe)  bilden.  Jeder  dieser 
Tangenten  gehört  im  Allgemeinen  als  BerQhrungspunkt  ihr  Schnitt- 
punkt mit  der  Hauptgeraden,  und  als  Tangentialebene  ihre  Schnittebene 
mit  der  Haupfgeraden  an.  Es  gehen  jedoch  durch  die  Huuptgerade 
oo*  ausgeteiehnete  Tangenten,  welche  zwei  StrahUnfdâer  —  Haup^ 
ebenen  —  bilden,  und  so  beschaffen  sind,  dass  jeder  yon  ihnen  jeder 
auf  ihr  liegende  Punkt  als  Berflhrüngspunkt  angehört^  und  ausserdem 
gehen  durch  die  Hauptgerade  noch  oo'  ausgeseichnete  Tangenten, 
welche  zwei  Straidenhündrl  —  Hauptpunkte  —  bilden,  und  die  Eigen- 
schaft haben ,  dass  als  Taugentialebene  zu  jeder  von  ihnen  jede  durch 
sie  gehende  Ehcnn  zu  betrachten  ist.  Demgemäss  ist  jeder  auf  einer 
der  beiden  Hauptebenen  liegende  Punkt  als  ein  Tunkty  und  jede  durch 
einen  der  beiden  Hauptpunkte  gehende  £bene  als  eine  Tangentialébene 
der  ausgearteten  Fläche  s  aufzufassen. 

Die  oo*  auf  einer  quadratischen  Fläche  Hegenden  Geraden  werden 

bei  e  zu  den  oo*  Strahlen  der  4  Strahlbflschel,  welche  in  den  beiden 
Hauptebeneu  li^^,  und  die  beiden  Hauptpunkte  su  Scheiteln  haben. 
Die  oo^  Geradenpaarc ,  welche  einer  i\  in  dem  Ton  uns  festgestellten 
Sinne  angehören f  zerfallen  in  drei  Gruppen  ?on  je  oo': 

MatlwantiMta«  AuklMk  Z.  S2 
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3)  solche,  deren  Schnittebene  e  eine  Hauptebene,  deren  Schnitt- 
punkt p  ein  beliebiger  Punkt  auf  ihr,  und  deren  Strahlen 
g  und  h  die  beiden  too  diesem  Pankie  nach  den  Havpi- 
punkten  gehenden  Geraden  eind; 

2)  solche,  deren  Schnittpunkt  p  ein  Hauptpunkt,  deren  Schnitt» 

ebene  e  eine  beliebige  Ebene  durch  ihn,  nnd  deren  Strahlen 
g  und  h  die  Schnitte  dieser  Ebene  mit  den  beiden  Haupt- 
ebenen sind; 

3)  solche,  deren  Strahlen  g  und  h  in  der  Hauplgenden  vereinigt 

sind,  deren  Schnitipunkt  p  ein  beliebiger  auf  ihr  liegender 
Punkt,  und  deren  Schnittebene  e  eine  beliebige  durch  sie 

gehende  Ebene  ist. 
Jedes  ihr  ebeti  unter  3)  gmannten  oó^  Geradenpaare  repräsentirt, 
wie  die  folgenden  Untersuchungen  immerfort  bestätigen,  eine  in  einem 
System  von  Geradeupaaren  zweifach  zu  rechnende  Coiucidenz,  welche 
die  Hauptgerade  zum  Strahle  k,  irgend  einen  Punkt  auf  ihr  zum  Schnitt- 
punkt p,  und  irgend  eine  Ebene  durch  sie  zur  Schnittebeue  e  hat 

§  i>. 

Die  Coincideiissymbole,  ansgedriiokt  durch  die  CharakteriBtiken  der  F^, 

Im  Anschluss  an  die  eingeführte  Terminologie  beaeichnen  wir  mit 
Of  Xf  B  nicht  bloss  die  Ausartungen  selbst,  sondern  auch  beattglich 
die  AnMoM  der  in  einem  einstufigen  Systeme  vorhandenen  Ausartungen 

c,  X,  £;  und  rait  öe,  xz,  ez,  wo  z  eine  o-fache  der  F2  auferlegte 
Bedingung  ist,  die  Anzahl  deijenigeu  Flächen  eines  (a-j- Ì)- stufigen 
Systems,  welche  die  Bedingung  z  erfüllen,  und  zugleich  bezüglich  in 
Fluchen  a,  x,  g  amgeartet  sind.  Bekanntlich*)  lässt  sich  jede  der 
Kahlen  (T,  x,  e  eines  einstufigen  Systems  durch  die  Zahlen  f»,  9 
desselben  Systems  ausdrücken  Termittelst  der  Formeln: 

welche  man  leicht  erhalt,  wenn  man  vermittelst  des  Chasles 'sehen 
Correspondenaprincips  bestimmt: 

erstens  die  Zahl  der  Punkte  einer  Geraden,  in  denen  zwei  ein  und 
derselben  Fläche  des  Systems  angeh5rige  Punkte  vereinigt  liegen, 
zweitens  die  Zahl  der  Ebenen  eines  EbenenbOschels,  in  denen  zwei 
ein  und  derselben  Fläche  des  Systems  angehörige  Tangentialebenen 
vereinigt  liegen, 

*)  Vergi.  Z  e  ut  h  "11,  Overs,  or.  d.  K.  Sdsk.  Fork.  1866,  nnd  mebe  Abhaad* 
lang  in  Borch.  J.  Bd.  71,  §  15. 
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drittens  die  Zahl  der  iStraiiltn  eines  Strahlbüschels,  in  denen  /wei 
ein  und  derselben  Fläche  des  Systems  angehürige  Taogeuteu 

vervi niyf  liegen. 

Jene  Formeln  sind  allgemeingültig,  weil  das  vorausgeset/te  System 
keiner  Beschränkung  unterliegt,  sie  können  also  mit  jeder  der 
erlegten  Bedingung  symbolisch  mulfipiicirf  werden. 

Wir  schreiben  nun  den  drei  Ausartungen  nicht  bloss  alle  Be- 
dingungen zu,  welche  ihnen  als  quadratischen  Flächen  zukommen,  also 
8.  B.  Hj  V,  Ç,  sondern  audi  die  Bedingungen,  welche  sie  dadofdi  er- 
ftUlen,  dass  ^^e  àie  defimmtden  Gebilde  Grundbedingungen  erfüllen,  wo 
unter  definîrenden  Gebilden  bei  o  der  Kegelschnitt,  bei  x  der  Kegel, 
bei  c  das  ans  einer  Geraden,  swei  darauf  liegenden  Punkten  und  swei 
hindurchgehenden  Ebenen  erseugte  Gebilde  su  verstehen  ist.  Hat  eine 
solche  Grundbedingung  das  Symbol  «,  so  soll  tfji,  ar#,  sm  die  Zahl  der 
quadratieAen  Fìat^  hedeiUen,  wdâte  he$agUek  Ausasrhim^  6,  «,  s 
aindf  MfNf  dabei  das  die  Juaartmiff  defkUrende  Q^Ude  die  ChrmuBfedin- 
ffutig  8  erfüllen  iassen.  Wir  bezeichnen  nun: 
1.  für  einen  KcyelschniU: 

mit  m  die  Bedingung,  dass  er  seine  £bene  durch  einen  Punkt 

schicke , 

mit  n  die  Bedingung,  dass  er  eine  Gerade  schneide, 
mit  r  die  Bedingung,  dass  er  eine  Ebene  berühre; 

Ii.  für  einen  Kegel: 

mit  m  die  Bedingung,  dass  er  durch  einen  Punkt  gehe, 

mit  »2  die  Bedingung,  dass  er  eine  (»erado  berühre, 

mit  r  die  Bedingung,  dass  er  seinen  Scheitel  auf  einer  Kbene 

besitze; 

IJl.  für  ein  e  dtfinirciidcs  Gehildr: 

mit  m  die  Bedingung,  dass  es  eine  seiner  beiden  Ebenen  durch 

einen  Punkt  schicke, 
mit  n  die  Bedingung,  dass  er  seine  Gerade  durcli  eine  Gerade 

schicke  ; 

mit  r  die  Bedingung,  dass  er  einen  seiner  beiden  Punkte  in 

einer  Ebene  habe. 

Durch  diese  Beseichnnngen  ist,  gemäss  der  vorangehenden  Vor- 

eckrißf  festgestellt,  was  unter 

0m,  0n,  tfr, 

jfHf,  XMi  xr, 

tm ,  f  M,  ir 

%VL  reratehen  ist 
Z.  B. 

ar  bedeutet,  dass  die      eine  Ausartung  <t  ist,  deren  Kegelschnitt  eine 
gegebene  Ebene  berOhrt; 

22» 
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en  bedeutet,  <lass  die  F.,  ciiio  Ausartung  f  ist,  dercu  IlauptgcruUe  eine 
gef^ebene  (Jerade  sdiiu'idet. 

Veri^leiclit  man  nun  die  eben  i'ür  die  Aiisartun<^'en  definirton  IJo- 
Uingnngen  in,  n,  r  mit  den  ihnen  zugeschriebenen  Bedingungen  fi,  r,  (j, 
80  findet  man,  bei  hinreichender  Jieaciitung  der  ìu  §  8.  gelieferten 
Beschreibung f  sehr  leicht  fulgeude  Beziehungen: 

fix«  m»;     vxBfix;  9x»2r»; 
^«Mffic;     yc«2Mc;  p<«rc. 

Die  Coefficienten  2  erklären  sich  daraus,  dass 
erstens  in  jedem  Punkte  der  Ebene  des  Kegelschnitts  von  ff  gwei 
Punkte, 

zweitens  in  jeder  durch  den  Scheitel  des  Kegels  von  %  gehenden 

£bene  sim»  Tangentialebenen, 
drittens  in  jeder  Geraden,  welche  die  Gerade  des  s  definirenden 

Gebildes  schneidet,  moei  Taugenten 
der  quadratischen  Fläche  vereimgt  sind. 

Benutzt  man  jetzt  die  oben  abgeleiteten,  nur  fi,  v,  ç  enthaltenden 
Ausdrficke  f&r  tf,  »,  «,  so  erhalt  man  aus  den  eben  susammengestellten 
9  Gleichungen  folgende: 

}U(y=^ft(2ft — v)\  na  =  v(2(i  —  v)\  rff=  (>(2ft  —  v)  ; 
JUX—  /n(2p  — v);  nx=  v{2g-~v)]  rx=^.^p(2p  —  r)  ; 
ms  =   ti{2v  —  /i  — p);  n£      ^v{2v  — fi  — q)\  re  =   (>(2v  — fi — q). 

In  derselben  Weise  kann  man  auch  die  mehrfachen  aus  m,  n,  r 
und  0  oder  x  oder  s  bestehenden  Symbole  durch  y^t      q  ausdrCIcken. 
Z.  B. 

m'tf      ^fiS(2fi— ir)  ;         mnrff      |fiy^(2ft — v)\ 
»r*x*=  ^/i()^(2p—  Î') ;        mr*«x  —  iftvp'^  (-e  —  »')  ; 
mnf  »  ^/tiv(2v — /u  — p);    nVf    «s=^gV*p(2v  —  \i~ç>). 

Diese  Substitutionen  werden  später  sehr  viel  augewandt  werden. 

Wenn  wir  also  nur  die  in  §  7.  durch  die  Hauptbedingungcn  der 
ausgedruckten  Coincideimifnihok  durch  die,    oder  x  oder  s  und  Potenzen 
von  «n,  »,  r  enthaltenden  Symbole  ausdrficken  können,  so  haben  wir 
unser  Ziel  erreicht,  da  letztere  soeben  von  f»,  v,  p  abhängig  darge- 
stellt sind. 

Die  folgende  Fomuitahdie  enthält  nun  die  20  Goineidenzsymbole, 
welche  die  rechten  Seiten  der  letzten  20  Formeln  des  §  7.  bilden,  aus- 
gedrflckt  durch  <f,  x,  s,  t»,  n,  r.  Dabei  ist  also  unter  rs  àie  Be* 
dinffung  tu  ffertkhm,  wkhe  eine      dadurdi  erftUU,  dàss  ei$u  ihrer 
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(hradet^paan  eme  Comcideiuiiüdei,  und  dabei  die  B&linyung  z  befriedigt. 
Jede  Formel  tragt  die  arabische  Nummer,  mit  welcher  in  §  7.  die  das- 
selbe Goincidenisymbol  enthaltende  Formel  bezeichnet  iit.  Die  römischen 
Nummern  geben  die  Stufen  der  voransgesetsten  Flächensysteme  an. 
Bei  jeder  Formel  ist  der  Beweis  kurz  angedeutet  Von  den  sich  dua- 
listisch entsprechenden  Ausartungen  0  und  k  brauchte  in  den  Beweisen 
uiir  die  eine  behaudelt  zu  werden;  es  ist  gewählt.  Für  die  Beweise 
ist  namcDilich  su  beachten,  dass,  gemäss  der  Beschreibung  in  §  8.» 
das  Symbol  xs 

I.  bei  nur  dann  erfOllt  werden  kann,  wenn  b  die  Bedingung  e  im- 
plicite enthalt,  weil  eine  auf  li^goide  GoincidenB  noch  vnend' 
lick  vaefe  Scbnittebeiien  c  haben  kann,  wenn  auch  <s,  der  Schnitt- 
punkt p  und  der  Coincidenzstruhl  X;  vollkommeu  bestimmt  sind; 
II.  bei  X  nur  dann  erfüllt  werden  kann,  wenn  g  die  Bedingung  p 
implicite  enthalt; 

IlL  bei  s  nur  dann  erfüllt  werden  kann,  wenn  g  die  Bedingung  pe 
implicite  enthält. 

Fori) er  sind  bei  den  Beweisen  der  Formeln  einige  9k\xî  KegelsclmiUe 
beÄÜglicho  JSfvtlnin  angewandt,  welche  wir  voranschickcfi.  Dieselben 
sind  wohl  schon  von  Chasles  bei  der  Bestimmung  der  Elcmentarzahleu 
der  Kcf^elschnitte  im  Räume  (Comptes  rendus  18G7)  benutzt.  Man 
erl)iilt  diese  Moduln  leicht  durch  d;i.s  Princip  der  speciellen  Luge. 
Einige  sind  specielle  Fülle  von  Kesultateii  meiner  Heitr.  Die  Symbole 
//*,  Hf  r  bedeuten,  wie  oben,  die  Cìrundbedingungen  des  Kegelschnitts. 

1.  Die  Ik'dingung,  dass  ein  Kegelschnitt  eine  Ebene  so  selmeidet, 

dass  eine  der  beiden  in  den  Schuittpnnkteu  ber ülirendeu  Taugen teu 
eine  Gerade  schneidet,  bat  den  Modul: 

n  -\-  r  . 

2.  Die  Bedingung,  dass  ein  Kegelschnitt  durch  einen  g^benen  Punkt 

geht,  hat  den  Modul: 

mn  —  2m^  (Beitr.  p.  33,  su  8). 

3.  Die  Bedingung^  dass  ein  Kegelschnitt  eine  gegebene  Ebene  so  be- 

rührt, dass  der  Schnittpunkt  in  einer  auf  der  Ebene  gq;ebenen 
Geraden  liegt,  hat  den  Modul: 

4.  Die  Bedingung,  dass  ein  Kegelschnitt  eine  einem  gegebenen  Strahl- 

bOsehel  angehdrige  Gerade  berOhrt,  hat  den  Modul: 

mr  (Beitr.  p.  33,  zu  6),  b). 

ö.  Die  Bedingung,  dass  ein  Kegelschnitt  eine  gegebene  Ebene  in  einem 
gegebenen  Punkte  berührt,  hat  den  Modul: 

^ (»i n — 2 tti^) r  zu  {mnr  —  »t^ r , 
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6.  Die  BediuguDg,  dass  ein  KegelschniU  tiiie  gegebene  Gerade  berflhii, 

hat  den  Modnl: 

mV  — 2m3  (Beitr.  p.  33,  zu  6\  c). 

7.  Die  BediuguiiL^,  dass  ein  Kef^elschnitt  cine  gegebene  Gerade  in 

einem  gegebenen  Punkte  berührt,  bat  den  Modul: 

^m'nr  —  m*«  —  m^r» 

Tabelle  der  Formeln  für  die  Darstellung  der  Coincidena- 
symbole  durch  die  Symbole  der  Ausartungen  tf,  *,  i, 

I)  5)  rp^  —  2* 

6)  Tc'  =26.    Durch  die  (Gerade  der  Bedingung      gehen  swei 

BerOhrungsebeuen  an  den  Kegelschnitt,  deren  jede  eiue 
Coineidens  bestimmt. 

7)  tpe  =  20-{-2x-\-2£.    Bei  a  schneidet  die  Ebene  der  Be- 

dingung 2>  den  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten ,  deren  jeder 
den  Schnittpunkt  einer  Ooincidenz  bestimmt;  Strahl  k  ist 
die  zugehörige  Tangente,  Scbnittebene  e  die  durch  k  und 
den  Punkt  der  Bedingung  e  bestimmte  Ebene.  Bei  s  ist 
die  Hauptgerade  Strahl  h  zu  ßwei  zusammenfallenden  Coin- 
'cidenzen,  deren  Schnittpunkt  dann  durch  die  Ebene  von  p, 
und  deren  Schnittebene  durch  den  Punkt  ?on  e  bestimmt 
wird  (vergi,  die  Beschreibung  in  §  8.). 

8)  rhp  =sO. 

9)  Th  =  0. 

II)  W)  rp'  =  mx. 

11)  Tc**  =  ra.    Jedes  a,  dessen  Kegelschnitt  die  Ebene  der  Be- 

dingung     berührt,  bestimmt  eine  Coincidenz. 

12)  tjm'c  =  n(S  -\-  (m-f»)«  +  2f»f.    Jedes  a ,  dessen  Kegelschnitt 

die  Gerade  der  Bedingung  p"^  schneidet,  bestimmt  eine  Coin- 
cidenz, deren  Schuittebene  durch  den  Punkt  der  Bedingung 
c  geht.  Jedes  f,  dessen  Hauptgerade  die  Gerade  von  |>* 
schneidet,  giebt  zwei  zusammenfallende  Coincidenzen. 

13)  tpe^  =  (w-f  r)(y  -f-      +        •    Jedes  <J,  dessen  Kegelschnitt 

die  Ebene  von  p  so  schneidet,  dass  eine  der  beiden  Schnitt- 
punkt-Tangenten die  Gerade  von  e  schneideti  giebt  eine 

Toincidenz. 

14)  Tch;,  ='2m0.    Durch  den  Punkt  von  kp  gehen  m  Kegelschnitt- 

Ebenen  von  Ausartungen  a,  und  an  jeden  Kegelschnitt  gehen 
von  diesem  Punkte  aus  zwei  Tangenten,  deren  jede  mit  dem 
Punkte  von  e  eine  C!oincidenz  bestimmt. 
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15)  rpk,  —  2rx. 
IG)  tk,   =  0. 

Ili)  17)  tpH'^^Tph-^-tpe^  (mn-2w'+*i»Jr)ö+(rn-2r'4-iwn)x-f-2w2£. 

Bei  a  erhält  man  eino  Coincidenz,  wenn  der  Kegelschnitt 
durch  den  Punkt  der  Bediiifjuiig  p^e  geht,  lerner,  wenn  der 
Kegelschnitt  die  Ebene  von  t 'j>  in  einem  Piinkk'  der  Geraden 
von  e''j)  berührt.  £  liefert  zwei  zusammeu lullende  Coinci- 
denzen,  wenn  die  lluuptgerade  die  beiden  Geraden  der  Be- 
dingung p'^c^  schaeidet. 
•    18)  r/)Ä\  =  mrx. 

19)  tel',  ==  mra.    Jedes  (T,  dessen  Kegelschnitt  einen  Strahl  des 

Büschels  von  k,  berührt^  liefert  mit  dem  Punkte  von  e  eine 
Coincidenz. 

20)  xK  =  0, 

IV)  21)  Tir»c»— (^mnr— mV)(j-f  r^mnr— iiir»)«-j-2.(i«^)f.  Jedes 

Of  dessen  Kegelschnitt  die  Ëbene  von  p^f?  in  dem  Pimkie 
Ton  j^e^  berührt,  giebt  eine  Coincidenz.  £  liefert  zwei  zu- 
sammenfallende Cuincidenzen,  wenn  die  Hauptgerade  durch 
den  Punkt  von  p^e-  geht,  und  dabei  in  der  Ebene  von  p^c^ 
liegt,  d.  h.  einem  Straidhüschd  angehört.  Bekanntlich  ist 
aber  die  Zahl  der  einem  Strahlbüschel  angehörigen  Geraden 
gleich  der  McUße  der  Zahl  der  drei  Gerade  schneidenden 
Geraden. 

22)  TpK={r'm-2r^)x. 

23)  TcK  =  {in^r  —  2m^)a .    Jedes  <y,  dessen  Kegelschnitt  den 

Strahl  von  K  berührt,  liefert  mit  dem  Punkte  von  e  eine 
Coincidenz. 

V)  24)  tKpe^{^m^nr-mHi-mh-)û+{ir*nm--r*H-t^m)x+2'{\n% 

Bei  a  erhält  man  eine  Coincidenz,  wenn  der  Kegelschnitt 
den  Strahl  der  Bedingung  K  in  dem  Punkte  berührt,  wo 
die  Ebene  von  p  schneidet.  Bei  s  entstehen  zwei  zu.^ammen- 
fallende  Coincidenzen,  wenn  die  Hauptgerade  der  Strahl  JC 
•  ist.  Nun  ist  aber  die  Zahl  der  s,  deren  Hauptgerade  ge- 
geben ist,  halb  so  gross,  als  die  Zahl  der  c,  deren  Haupt- 
gerade 4  Strahlen  schneidet» 

Benutzt  man  jetzt  die  oben  angeg^enen  Beßnehungen,  welche  die 
Symbole 

durch  jit,  V  und  ç  ausdrücken,  80  erhält  man  aus  den  vorstehenden 
24  Formeln  die  Spnbole  ts  ausgedrückt  durch  die  CharakterisMcen 
der  F^, 
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§  10. 

Abl«itaiig  der  elementaren  Moduln  der  Paarbedingnogen  der  F^, 

Wir  ersetzen  jetzt  die  Ufüsen  Selten  der  20  letzten  Formeln  des 
§  7.  durch  die  HaupthcdiufjHiujcn  der  i^,,  so  wie  es  §  0.  lehrt^  und  die 
rechieti  Seiten  durch  die  Cìmraktcì  i^fihn  der  J»',,  so  wie  es  §  9.  lehrt. 
Dann  erhalten  wir  die  hier  mit  den  Nummern  von  §  7.  und  §  9. 
zusammeugeetellten  Gleichungen,  in  denen,  der  Deutlichkeit  wegen, 
jedes  ans 

eutstaudene 

in  Klammer  gesetzt  ist. 
1)    5)  4q  --2v^(2q~v)  -  2, 
4/1     21/  =  (2/*  — v)  -2, 

7)  2/i  +  2ç  =  {2(1  — v)  .  2  +  {2q—v)  •  2  -f  (2v-fi-^)  •  2, 

8)  4|*— 2/*  — 2/*  =  0, 

9)  4^  — 2^  — 2^-»0; 

U)  10)  2a-2y'«(2^-.v)f», 

11)  2d  —  2y  -=(2;*— v)p, 

12)  2d-|-2y  =(2/i-iOv-fl2p  -  i  jii/  +  it*)-|-(2t/-/i  — p).2.  ^v, 

13)  2d  +  2y'  =  (2ft— v)(v4-^)-i-(2p-vJi/4-(2v--ft— p)-2.^v, 

14)  2(i-'-~2y={2(i~v)i,, 

15)  2^*-.2y  -(29-i;)p, 

16)  2d- 'd  — d  — 0; 

III)  17)  Ax+4w^(^ii^v)ü(iv-\(i^-\-^vQ) 

+  (2p-r)(i9»;-ip'-fii/^) 

4_(2„_|u-i>)  -2.  \v\ 
18)  () à  —  ^  —  2 /t'      (2p  —  I/)  •  ^ fi p , 
lOj  /xd  —  a;  —  2««;  =»  (2/* — •  ^ft^, 
20)  2a:  —  a;  —       »-  0  ; 

IV)  21)  2y-(2,*-v)  (ifit'P-ifi'p) 

+  (2p— i')(if*vp— 

22)  p«-y-(2p-tr)(^^p*-^p»), 

23)  ;i*-y  =  (2fi-v)(,l  /t^p-^,*'); 

4-(2l'-^*-p)•2.i.^l.^ 


Digitized  by  Google 


Moduln  bei  Flücheu  zweiter  Ordnung.  345 

Ajis  diesen  GleichtmgeD  ergeljen  sieb  endlich  mit  vielen  BestäU- 
gungm  die  elementaren  Moduln  der  7  weaaitìàchm  Hauptbedingunffm 
(§  6.  am  Schiuse): 

y,  y,  ô,  X,  w,  y,  g.  . 
Man  erhSU  suniehst  mehrere  Bfale: 

1)     y  =  \VQ, 

3)  Ò  =  ^Q, 

4)  X  -=  — 3i/V  — Sv'p  +  .'îr/x'  +  L^v^tp-f  3i/p'  — 2/i3-2^')»), 

FOr  jf  findet  man  ans  den  3  Gleichungen  21),  22),  23)  der  obigen 
Tabelle  drei  verschiedene  elementare  Moduln,  nämlich: 

6)  c)  y»^(2vV->3t/V-3v^f»9+2v^3+3v^'9-f3j'|»9'— 2f»'9  -^f(«')- 

Jede  der  beiden  letsten  Formeln  ist  mdU  sich  selbst  reciprok. 
Man  erhalt  aus  ihnen  eine  sich  selbst  reciproke  Formel,  wenn  man  sie 
addirty  und  die  erhaltene  Formel  durch  ewei  dividirt   Dann  kommt: 

Ffir  die  fttnAsche  Bedingung  ß  giebt  Gleichung  24)  den  Modul: 

7)  «  «  ^(2ir»— v«^  —  1/^  p  -f  2         2V' /i*  p  —  2    ili  p'-f  2    p'—  4 vji* 

-j-  Gv^''p  -}-  6v^p''  —  4t'()^  —  4|Lt*p  —  4 HQ*). 

Die  Vergleicbung  der  drei  ffir  erhalieiieu  eleiueutarcn  Moduln 
fìQhrt  zu  den  scbou  in  der  Einleitung  erwähnten  heidcti  lldalioncii 
zwischen  den  viirfachcn  CliaraJdcristiJicn  der  F.,.  Wir  erlialti'u  die- 
selljcu  in  einer  solchen  Form,  dass  durch  dualistische  Uebertragniig  jede 
Formel  in  sich  selbst  überdreht,  wenn  wir  erstens  die  beiden  in  0  b) 
und  (3  c)  angegebenen  Moduln  für  ij  einander  gleiclisetzen ,  utid  wenn 
wir  zweitens  die  beiden  mit  6  a)  und  6  d)  bezeiclmeteu  Moduln  für 
y  vergleichen.    Dann  kommt: 

8)  2r>  —  2v»^  — 3v>»  +  3v»^«+*2i/;ì3  — 2v^»  =  0, 

9)  2y^5 vV— öv^p H-  6 v»fi»+  8     ^ -|- 6»*      4y fi?— 6»^» ^  - 6 v|» 

*)  Dieter  Modul  ist  zuerst  «icht  von  mir,  tondeni  von  meinem  Schiller 
Adolf  llurwitz  in  HiUlceboini,  und  zwar  durch  Induction  aufgefunden.  Der  von 
ilurwitz  später  gelieferto  beweis  für  seinen  Modul  folgt  hier  in  g  12. 
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A  uf  diese  beiden  tvieiUigen  MekUioneH  werden  wir  in  §  lö.  mrück- 

komnnn. 

Aus  (leu  eben  abgeleiteteu  eletiieutareii  Moduln  der  wesentlichen 
Ilauptbedingungen  erhält  man  nun  dureli  die  lUnluctionen  des  §  6. 
die  elementaren  Moduln  der  sämmtliciien  Faarbedtttffungen, 

m 

Beispiele.  * 
Fflr  die  Paarbediogungen,  welche  aus  den  Onmdbedtogongen  : 

ffJfe,   P^cff,   pcgh,,  gX 

des  (îeradenpaars  hervorgehen,  er<,n'ben  sich  vermittelst  der  Formeln 
23),  30),  31),  32)  in  §  Ü.  als  elementare  Muduln  bezüglich: 

+ vp  +  fip, 

\ (2  V  V  -j-  2  i/^p  —  3  rV'—  G  f  V  Q    3r^o'+  lì  vu  '-f  b  i'  ^i  ' j?  -f  ö  f /*  p'-j- 3  vp' 

-  2;*«  -  2fi^p  -  2/ip^  —  2p*). 

Die  Modahl  der  Paarbedingnngen  können  natOrlich  msf  'mAmrt 
Arien  in  diegewöhnHehe  Terminologie  üherseMwerden  (reigl.  Beiträge  §  9., 
p.  30).  Beiqnekweise  kleiden  wir  hier  das  gweite  und  vierte  der  eben 
engogebenen  4  Besultate  in  Worte: 

„In  jedem  sweistuiigeu  Systeme  von  qaadratiacheo  FKchen  mit 
den  Charakteristiken 

V\  VQ,  HQ,  p' 

giebt  es  oo'  Flächen,  von  denen  jede  eine  gegebene  Gerade  so  schneidet, 
dass  die  einem  Schnittpunkte  angehörige  Tangentialebene  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht.  In  jeder  dieser  Flächen  liegen  zwei  Gerade, 
welche  in  dem  eben  genannten  Punkte  ihren  Schnittpunkt,  u^d  in 
der  cIkmi  genannten  Tangentialebene  ihre  Sc}inittel)ene  haben.  Die  so 
entstehenden  oo'  Geraden  bilden  eine  Itegelfläche  v.om  Grade; 

yfft -f*      +  f*^*" 

„In  jedem  vierstufigen  Systeme  von  giebt  es  :x)-  Flächen,  welche 
einen  Strahl  eines  gegebenen  Struhlbüschels  enthalten.  Auf  jeder  dieser 
Flächen  wäiile  nuin  diejenige  Regelschaar  aus,  welcher  jener  Strahl 
des  Struhlbüschels  nicht  angehört.  Die  oo'  •  oo-  Geraden  der  so  ent- 
stehenden Regeischaaren  bilden  einen  Complex  vom  Grade: 

<-ii(2i/>-f  2v'p— 3i/V-^6r>p— 3Vp2+3i//»3H-5vfi»p-f5v<*p» 
+  3  vp»  -  2fi*  -  2f*»p— 2(t      2p«) .« 
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An  den  zuletzt  erwilhnten  Modul  knüpfen  wir  folgende  B<  tui  rhìiììij. 
Es  ist  naheliegend,  diesen  Modul  mit  dem  Modul  der  zusammeugeset^teii 
Uauptbedingung 

Ò9  ^  HQ  •  HQ  =  H^Q^ 

zu  verglciciioi.  Letzterer  giebt  die  Zahl  derjenif^en  Flächen,  welche 
aus  jedem  von  zwei  gegebenen  8trahlbüscheln  einen  »Strahl  enthalten. 
Diese  Zahl  setzt  sich  aber  aus  zwei  Zahlen  zusammen,  nämlich: 

erstens  aus  der  eben  abgeleiteten  Zahl  /,  für  welche  die  beiden 

Strahlen  der  beiden  Strahlbüschel  verschicäenm  Kegelschaareu 

angehören  sollen , 
zweitens  aus  der  Zahl,  für  welche  die  beiden  Strahlen  der  beiden 

Strahlbüschel  ein  und  derselben  Regelschaar  angehören  sollen. 
Subtrahirt  man  also  von  fi^p'  den  Modul  /,  so  erhält  man  den 
Modul  der  vierfachen  Bedingung,  welche  verlangt,  dass  eine  !\  von 
zwei  gegebenen  Strahlbüscheln  zwei  ein  und  derselben  liegelsciiaar 
augehörige  Gerade  enthalte.  Z.  B.  erhält  man  bei  dem  Systeme  der 
durch  5  gegebene  Punkte  gehenden  Flächen  im  ersten  Falk  die  2afal 
i^bj  im  sweiten  Falle  die  Zahl  ^■■4{  ferner  bei  dem  Systeme 

der,  swei  sich  schneidende  Oerade  enthaltenden  FUchen  im  ersten  Falle 
die  Zahl  <  0 ,  im  zweiten  Falle  die  Zahl  fi^*  —  <  —  4.  Das  Resultat 
<  0  im  zweiten  Beispiele  kann  auch  leicht  rein  geometrisch  einge- 
sehen werden. 

Die  Toistehende  Bemerkung  fìlhrt  aof  den  Gedanken,  Ton  den 
auf  einer  2^  liegenden  Geraden  auch  je  Mwei  ein  und  derselben  RegeU 
Schaar  angehörigc  Gerade  einander  zuzuordnen,  den  so  entstehenden 
allgemeinen  .Strahlenpaaren  alle  möglichen  Grundbedingungen  aufzu* 
erlegen,  und  von  den  daraus  für  die  Fläche  erwachsenden  Bedingungen 
die  elementaren  Moduln  abzuleiten.  Unter  diesen  würden  wir  dann 
nicht  bloss  den  eben  besprochenen  /ti^p^  —  t,  sondern  auch  mauohe 
andere  oben  abgeleitete  Moduln  autrefifen.  Bei  einer  solchen  der  vor- 
liegenden parallelen  Untersuchung  würden  die  Erörterungen  des  §  18, 
meiner  Beitr.  zur  Anwendung  kommen  müssen. 

£s  ist  wohl  kaum  nölhig,  darauf  hinzuweisen,  wie  die  erledigte 
Charakteristikentheorie  des  Punktes,  der  Ebene  und  des  Strahls  (vergi. 
Beitr.  §  '00.)  uns  in  den  Stand  setzt,  aus  den  Moduln  der  Paarlied ingun gen 
die  Moduln  auch  noch  vieler  amicrer  ahgeleitctcr  Bediiifjunyi  n  iierzuätellen. 
Hierfür  lassen  wir  zwei  beliebig  ausgewählte  Beispiele  folgen. 

^Die  Zahl  derjenigen  F.^  eines  beliebigen  dreistufigen  Systems, 
welche  zwei  durch  zwei  gegebene  Punkte  gehende  Gerade  so  enthalten, 
dass  sie  sich  schneiden,  und  ihr  Schnittpunkt  auf  einer  gegebenen 
Fläche  a""  Ordnung  liegt,  erhält  man  aus 

pgph,  —  f*d  +  a;, 
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wenn  man  in 

für  ò  uud  X  die  oben  b^rechueien  Moduln  einsetzt." 

,,Die  Anzahl  dorjenigen  F.,  eines  beliebigen  vierstufìgcn  SystemSi 
welche  zwei,  Yerschiedeiieu  Regelschaareu  angiehorige  Cì  erade  eu  thai  ten, 

von  denen  die  eine  in  einer  Congruenz  vom  K-ldgrade  a  und  vom 
Bündelrrnide  die  andere  in  einer  Congruenz  vom  Feklgriide  h  und 
vom  Hiiii(k'lgr;ide  b  so  liegt,  dass  der  Sclniiitpiiiikt  ein  einfacher 
{^clinittpunlvt  einer  der  oc'  auf  einer  gogclieiK  ii  all^n-meinen  Fiäclie 
n>»  Orduuug  liegeuUen  dreil'acheu  Taugeuteu  wird,  bestimmt  sich  aus: 

.=  cab{Qx)  -f-  cah'içx)  -f-  cah'{^x-\-QT), 

weun  für  x  der  oben  berechnete  Mudul  von  iiurwitz  substituirt  uud 

e  —  |n(i»-4)(n-5)(»~6)(ii»+8ii«— 2»- 12) 

(vergi.  Ueitr.  §  27.,  p.  lül  und  üött.  Kachr.  Februar  1875,  p.  üü) 
gesetzt  wird."  • 

§  lt. 

Anwendung  der  geltindenen  Moduln  auf  KegolaohniUe. 

Die  gefundenen  Moduln  gelten  für  jede  F^,  also  aucf  fUr  die  in 
Flachen  c,  x,  e  (vergi.  §  8.  und  §  9.)  ausgcurtefm  Wenden  wir 
nnn  die  Moduln  auf  die  Ausartung  an,  so  ergeben  sich  wegen  der 
Beziehung,  welche  0  «1  dem  Kegdsekmit  hat,  Moduln  und  Relationen 
fflr  den  Kegelschnitt  im  Baume.  Analog  giebt  die  Anwendung  auf 
X  Resultate  für  den  Kegel,  und  die  Anwendung  auf  t  Resultate  fdr 
das  Gebilde,  welche  aus  einer  Geraden,  zwei  daraufliegenden  Punkten 
und  zwei  hindurchgehenden  £beuen  besteht.  Es  wird  genflgen,  die 
Moduln  der  7  wesentlichen  Haupthcdingungcn  auf  uud  c  anzuwenden. 
Dabei  haben  wir  die  in  §  9.  erörterten  Beziehungen 

fie  «»  m£,      ve  =2)16,  Qe=rB 

zu  beachten,  in  denen  m,  nj  r  wie  in  §  9.  die  einfachen  Grumilcdin- 
gungcii  des  Kegelschnitts  im  Baume  resp.  des  s  definircnden  Gebildes 
bedeuten.  Namentlich  werden  wir  nun  im  Folgenden  hervorheben, 
auf  wdchc  Wrise  die  7  wesentlichen  llauptbedingungen  von  den  .Aus- 
artungen ö  und  f  erfüllt  werdcu;  was  der  Verfasser  bisweilen  erst 
a  posteriori  erschlosseu  hat; 
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I.  Anweudung  auf  a. 

1)  ay  =  \(SVQ  =  \6nr.  Dies  ist  das  bekannte  (Gutt.  Maclir. 
Mai  1874,  p.  280),  aucli  schon  iu  §  9.  vor  der  Formeltabelle  erwähnte 
Kosiiltat,  dass  für  den  Koj»elschnitt  im  Räume  die  Bedingung,  eine 
Ëlienc  in  einem  Punkte  einer  auf  ihr  gegebenen  Geraden  zu  berühren, 
den  Modul  \nr  hat. 

2)  tf/ B  ^ tf]/fi  B=>  tfmn.  y'  wird  von  o  in  zwei  Fällen  erfüllt, 
erstens  einmal,  wenn  der  Kegelschnitt  durch  den  Punkt  der  Bedin- 
gunj^  /  {^eht,  zweitens  zweimal,  wenn  die  Kegelschnittebene  durch  die 
Gerade  der  Bedingung  f  geht.   In  der  That  ist 

2^  û9  ^  ô^Q^20mr,  Wir  erkennen  hieraoe,  dass  bei  6  die 
FlfUihenbedingiuig      eine  Gerade  eines  gegebenen  StrablbOechels  su 

enthalten,  sweimal  von  jedem  Kegelschnitt  erfdUt  wird,  welcher  einen 
Stralli  dieses  Strah^bQachels  berührt.  Jede  Tangeute  des  Kegelschnitts 
ist  also  tnoemci  eine  auf  der  Fläche  9  liegende  Gerade. 

4)  0a;  — |n'r-f  )iir'— ^r*— )M%NH-nrm+3fim^4m'). 

Nun  wird  aber  x  von  tf,  und  zwar,  wie  wir  ans  Nr.  3)  sehen,  wweir 

mal  dadurch  erfüllt,  dass  der  Kegelschnitt  die  Gerade  der  Bedingung 
X  berClhri.  Der  Modul  der  Bedingung,  eine  (Jirade  zu  berühren,  ist 
für  den  Kegelschnitt  im  Räume  (speeieUer  Fall  von  Formel  6)  c)  auf 
p.  33  meiner  Beitr.). 

rn^r  —  2»i'. 

Âlso  muss  sein: 

2m'  r — 4     ==  \  m  '  —  ^    r  -|-  f  «  r'  —  ^r*-~^n^m-\-nrm-{-'ònm'^  —  4  m\ 

Dies  giebt  keine  Identität,  sondern  eine  Helaiwn  etciscfum  den 
dreifachen  (Jharakkrisüken  des  KegdsehnUts  tm  Baume ,  nämlich: 

2»'  —  3n'r  +  3«r*  —  2H  ~  6mii*  +  4mfir  +  12m'N  —  8m'r  =-  0. 

Die  Function  von  »,  r,  m,  welche  hier  gleich  Null  gesetzt  ist, 
bezeichnen  wir  der  Ktirze  wegen  mit  dem  Buchstabeu  R,  Multiplicirt 
man  die  Relation  mit  m'  symbolisch,  d.  h.  betrachtet  man 

die  Kegelscbnittebene  als  fest»  so  erhilt  man  die  Cremona-Halpben - 
sehe  Formel  11)  auf  p.  406  des  Clebsch-Lindemann'scheu  Werkes 
(I.  Bd.  1.  Th.).  Auf  diese  und  die  Hbrigen  BelaHonen  MvHsehen  den 
CkarakierisUken  des  KegéMmltts  kn  Baume  Itommm  wir  in  %  14. 
jwrüdfc. 

5)  auf.  Die  Bedingung  w  wird  von  o  einmal  dadurch  erfttllt» 
dass  der  Kegelschnitt  die  Ebene  der  Bedingung  uf  in  ihrem  Punkte  be- 
rOhrt,  und  zweimal  dadurch,  dass  die  Kegelschnittebene  die  Ebene  von 
w  ist.  Daher  erhalten  wir  aus  dem  Jtfodul  von  w  für  den  Kegelschnitt 
die  Gleichung: 
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fr(wn— 2w')  -f-  2  •  m»  —  -  |n=»  +  |n»r  -  |nr'  -j-  Jr> 

+  in' m  —  '^ntn^  -\-  2m*, 

welche  die  Relation  J2     0  noch  einmal  liefert 

6)  6 ff.  Die  Bedingung  ff  wixd  von  zweimal  dadnrch  erfüllt^ 
dass  der  Kegelschnitt  die  Gerade  der  Bedingung  y  in  dem  Punkte 
derselben  berOhrt,  und  audi  /wcitnal  dadurch,  dass  der  K^elschuitt 
in  der  Ebene  ?on  y  liegt,  und  dabei  die  Gerade  von  y  berührt.  Man 
erhält  also  aus  den  in  §  10.  mit  6)  a),  6)  b),  6)  c)  bexeichneten  Mo- 
duln die  drei  Gleichungen: 

à)      2(im«nr— m»n— fw'r)  +  2m»r 

b)  2  (  i     n  r  —     n  —  m'^  r)  -\-  2  w*  '  r 

—  l(2fi¥— 3nV+2»r»-6«inV+ömnr2~4iwr»+  16i»V) 

c)  2{\m^nr—m^n'^nfir)'\-2m?r  • 

^  i  (4«iii'— 6m«»r+6mHr*— érnH—  12ffi*fi<+  12iii*nr+'l6m>« 

—  16m>r). 

Diese  3  Gleichungen  geben  die  folgenden  Rclaiionm  gwischen  den 
vierfadien  Cimrakteristiken  des  Kegelschnitts  im  Maume: 

a)  2n*  —  n'r  —  2mn'  —  Swii'r  +  12mttr'  —  8mr*  -|-  8i»'nr 

+  32m'fi  —  32mV  -=  0 

b)  2 n'r  —  3n'r*  -j-  2« H  —  Gmn^r  -f-  Gm?<r'  —  4w/r^  -f-  Hvi-nr 

-f-  8«/^w  —  IGm^r  =  0 

c)  2mn*  —  3fiiii*r  -f  Sfiinr»  —  2mH  —  61»'«*  +  ém'^nr 

+  1.2m»«  —  Sm^r  —  0. 

Die  letzte  Relation  ist  nichts  anderes,  als  die  mit  m  symbolisch 
multiplicirte,  obeu  unter  4)  abgeleitete  llelatiou 

iS  —  O. 

7)  UM,   Die  Bedingung  z  wird  bei  0  4mal  dadurch  erfalH,  dass  der 
Kegelschnitt  in  der  Ebene  der  Bedingung  z  liegt,  und  dabei  die  beiden 
Geraden  von  s  berührt.    Daher  liefert  der  Modul  von  s  folgende  Re-, 
latiou  «wischen  den  fünffachen  Charakteristiken  des  Kegelschnitts  im 
Räume: 

—  8mr«  —  8m«n'r-f  16«»n«-f  48  w'n  r) . 

Näheres  über  die  Helatiouen  zwischen  den  Charakteristiken  folgt 
iu  §  14. 
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II.  Anwendung  auf  f. 

Wir  begnügen  una  bier  damit,  ansugebeD,  auf  welcbe  Weise  die 
Ausartung  s  die  7  wesentlicben  Hauptbedingnngen  erfüllt 

1)  y  wird  ron.s  erfUUt,  einmal,  wean  ein  Hauptpunkt  auf  der 
Geraden  Yon  y  liegt,  und  zweimal,  wenn  die  Haupigerade  in  der  Ebene 
ron  Y  liegt. 

2)  /  wird  von  e  erfüllt,  einmal,  wenn  eiue  Hauptebene  durch  die 
'    Gerade  von  y  geht,  und  zweimal,  wenn  die  Haupigerade  durch  den 

Punkt  von  /  gebt. 

3)  d  wird  von  e  erfüllt,  wenn  eine  Hauptebene  durch  den  Punkt 
?on  â  geht,  während  ein  Hauptpunkt  in  der  Ebene  von  ö  liegt. 

4)  X  wird  von  ê  erfüllt,  wenn  die  (ìerade  von  x  in  einem  der  4 
tStruhlbüschel  liegt,  welche  die  Hauptpunkte  zu  Scheiteln  und  die  Haupt- 
ebenen  zu  Ebenen  haben. 

5)  w  wird  von  £  in  drei  Füllen  erfüllt,  erstens,  wenn  eine  Haupt- 
ebene  die  Ebene  von  tv  ist,  zweitens,  wenn  ein  Hauptpunkt  der  Punkt 
von  w  ist,  und  drittens,  wenn  die  Hauptgerade  in  der  Ebene  von  tv 
liegt  und  dabei  durch  den  Punkt  vo'n  w  geht 

G)  y  wird  von  t  in  drei  Fällen  erfüllt,  erstens,  wenn  fine  Haupt-  * 
ebene  die  Ebene  von  y  ist,  während  ein  Hauptpunkt  auf  der  Geraden 
von  y  liegt,  zweitens,  wenn  ein  Hauptpunkt  der  Punkt  von  y  ist,  wfthrend 
eine  Hanptebene  durcb  die  Gerade  Ton  y  geht,  und  drittens  viermal, 
wenn  die  H&uptgerade  die  Gerade  von  y  ist 

7)  g  wird  von  <  erfUll^  erstens,  wenn  eine  Hanptebene  die  Ebene 
▼on  «  ist,  während  die  beiden  Hauptpunkte  aiif  den  beiden  Geraden 
von  g  liegen,  und  sweitens,  wenn  ein  Hanptpunkt  der  Punkt  von  »  ist, 
während  die  beiden  Hauptebenen  durch  die  beiden  Geraden  von  g  gehen. 

§  12. 

Bestätigung  der  gefimdenen  Moduln  dorck  das  Princip  der  speciellen 

Lage. 

Die  grosse  Fniehtbarkeit  des  Prineips  der  speciellen  Lage  (Beitr.  §  7.) 
bei  der  Lösung  der  Probleme  der  abaihlenden  Geometrie  habe  ich  schon 
dureh  meine  Beitr.  vielfach  nachgewiesen.   Auch  bei  der  vorli^enden 

Untersuchung  hat  mir  dieses  Princip  viele  Bestätigungen  geliefert.  Die 
a  priori  vielleicht  schwierig  zu  bestimmenden  MuUipUdtätm  konnten  tvcgen 
der  tjrosf^cn  Zahl  der  mlifjUchm  Verificaiionm  immer  auch  a  posteriori  er- 
kannt werden*  Ich  lasse  hier  von  der  Anwendung  des  Prineips  der 
speciellen  Lage  auf  die  Fragen  der  vorliegenden  Abhandlung  zunächst 
einige  Beispiele  folgen,  in  denen  die  Bedingung  u  oder  p  mit  <,'ewis8en 
Haupibedingungeu  zusammengesetzt  wird.  Dabei  sind,  der  Kürze  w^en. 
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Goefficienten,  welche  eigenilich  a  posteriori  erìtaniit  sind,  Insweîlen  so 
angegeben,  als  wenn  eie  won  vornberein  bekannt  wären. 

1)  fAf».  Die  beiden  Punkte  sweier  Bedingungun  /i  werden  miend- 
lich  nahe  gelegt.  Dann  wird  erstens  Ton  jeder  Flache  erfttllt, 
welche  die  VerbindungsgeraJe  der  beiden  unendlich  nahen  Punkte  in 
der  Coincidenzstelle  berflhrt,  sweitens  von  jeder  Ausartung  tf,  welche 
ihre  Ebene  durch  den  Goinddenspnnkt  schickt,  also: 

2)  Der  Punkt  von  ^  wird  auf  die  Gerade  von  v  gel^.  Dann 
wird  iiv  von  jeder  Fläche  erfüllt,  welche  die  Gerade  ?on  v  in  dem 
Punkte  von     berührt,  und  zwar  gweimtd,  da 

3)  fiQ.  Der  Punkt  von  fi  wird  in  die  Ebene  Ton  ç  gelegt.  Dann 
wird  fi  Q  von  jeder  Fliehe  erfOUt,  welche  die  Ebene  tou  q  so  berQhrt, 
dass  eine  der  beiden*  der  Berührung  angehörigen  Geraden  durch  den 
Punkt  Ton  fi  geht,  mit  andern  Worten,  von  jeder  Flftcbe^  die  â  erfUUt. 
Wir  fanden  in  der  That:  * 

4)  iiy.  Der  Punkt  Top  f»  wird  in  die  Gerade  der  Bedingung  y 
gelegt.  Dann  wird  iiy  erstens  einnuil  von  jeder  IflSche  erfOllt,  welche 
diese  Gerade  enthält,  und  zweitens  sweimal  von  jeder  Fläche,  welche 
die  Ebene  Ton  y  in  dem  Punkte  von  ft  berQhrt  Also  ist:. 

liy  =  X  -\-  2lC. 

In  der  That  giebt  die  Substitution  der  Moduln  von  y,  x,  u;  in 
diese  Formel  eine  Ideutitüt. 

5  a)  fiy.  Der  Funkt  von  jit  wird  in  die  Gerade  der  Bedingung 
y  gelegt.  Dann  wird  u/  erstens  einmal  von  jeder  Flüche  erfüllt, 
welche  diese  Gerade  eiithiilt,  zweitens  zweimal  von  jeder  Ausartun|^  <S, 
welclie  ihre  Ebene  durch  diese  Gerade  schickt,  und  drittens  einmal  von 
jeder  Ausartung  £,  deren  eine  Ilauptebene  diese  (icrade  eiifhälf.  He- 
zeiehnet  man  also  fîir  das  f  dcfinirende  Gebilde  mit  u  die  Bedingung, 
dass  eine  der  beiden  Uauptebeueu  durch  eine, Gerade  geht,  so  ist; 

Hy' mm  X 2m^ a  -f  ut, 

5  b)  Qy,  Beseichnet  man  bei  c  mit  u'  die  Bedingung,  dass  einer 
der  beiden  Hauptpunkte  in  einer  Geraden  lieg^,  so  erhält  man  aus  5  a) 
durch  dualistische  Uebertragung: 

Nun  ist  aber  bei  f  das  Symliol  u  -\-  n'  dur(  Ii  die  Grundbedingungen 
iHf  n,  r  auädrUckbar.    Denn  nach  dem  vorigen  §  (II.,  1)  und  2))  ist: 


Digitized  by  Google 


Moduln  bei  FÜkehen  iweiter  Ordnung. 


363 


und 

— •  «e  +  2«;,^, 

wo  n,  und  Ix'deutcii ,  diiss  (lif  lfaiipfi,'cra<l<^  in  einer  Ebene  liegen 
reap,  durch  einen  Punkt  gehen  soll;  feiüer  ist: 

Wir  erhalten  also: 

Ht  +  «'e  —  mne  -\-rne  —  2n'*. 

Dieses  Resultat  koiiiito  auch  ans  des  Verfassers  Formeln  im  II. 
Abschnitt  seiner  Heitr.  LTowonneii  worden  [p.  .*}'),  V.  9)  a)  und  10)  a) 
für  ö  =  2]  (vergi,  den  unten  folgenden  Beweis  von  Ilurwitz). 

Addirt  man  nun  die  für  und  gy  oben  angegebenen  Formeln, 
und  benutzt  dann  die  eben  abgeleitete  Formel  1^  ui  u  b,  ao  er- 
hält man: 

|iy'  -f.      —  2a;  +  2m^c     2r«K  +  (mii-f-rii  — 2n«)«. 

Die  Subatitation  der  für  x  gefondenen  Modoln,  und  die 

Einfllhriuig  der  Charakteristiken  Âr  die  Ausartungaaymfaole,  macht  diese 
Gleichung  zu  einer  bestätigenden  Identität 

6)  a)  ny,  Det  Punkt  von  f»  wird  in  die  Ebene  Ton  y  gelegt. 
Dann  wird  (ty  erstens  einmal  von  jeder  FIflehe  erf&llt^  welche  die  Ge- 
rade Ton  y  und  die  Verbindnngsgerade  des  Punktes  von  |»  mit  dem 
Punkte  von  y  enthalt,  zweitens  zweimal  Ton  jeder  Ausartung  tf ,  deren 
Kegelschnittebene  die  Ebene  von  y  ist,  und  deren  Kegelschnitt  die 
Gerade  von  y  berührt,  drittens  von  jeder  Ausartimg  £,  deren  eine 
Hauptebene  die  Ebene  von  y  ist,  während  ein  Hauptpunkt  auf  der  Ge- 
raden von  y  liegt  (§  11.,  H,  6).  Bezeichnet  man  also  bei  £  mit  v  die 
Bedingung,  dass  eine  Ilauptebene  gegeben  ist^  und  ein  Hauptpunkt  auf 
einer  in  dieser  Ebene  gegebenen  Geraden  liegl^  sowie  mit  i;' die  i^ciproke 
Bedingung,  so  hat  man  : 

fiy  =s  g     2am^r  *i; 

und  reciprok: 

Nun  ist  über  nach  §  11.,  II,  Nr.  (i, 

ey  mm  SV  -i-  SV  -j-  4  '  e  '  ^n*. 

Bei  Benutzung  dieser  Gleichung  erhält  man  also  durch  Addition 
der  beiden  redproken  Formeln  f&ir  f»y  und  çy: 

(ly      çy  =  2  -  -f  2<j  m^r  -[-  2xiiir^  -f  s  (y  —  2n*). 

Kach  Einsetzung  der  Moduln  für  y  und  für  die  Ausartungssymbole 
erhält  man  ans  dieser  Gleichung  für  e  folgenden  elementaren  Modul: 

MâttlMBAUSOlM  AlUI»l«ll.    X.  S3 
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+  10i/>-'> -i- 10  !/->  (»- -1- 10 1/^    —  4 1/ f**— 2  v/A^  ç 2  V 
—  4vç*). 

Dieser  Modul  für  M  ist  TOO  dem  in  §  \(\  abgeleiteten  verschieden. 
Beide  Moduln  hängen  zusammen  durch  die  zwischen  den  fantTachen 
Charakteristiken  bestehenden  Relationen,  welche  in  §  15.  besprochen 
werden. 

Wie  icli  schon  ohon  (§  10.)  in  einer  Anmerkung  erwähnt  habe, 
ist  der  elementare  Modul  der  lluuptbedinguug  x,  eine  Gerade  zu  ent- 
halten, zuerst  von  Hurwits  durch  Induction  aufgefunden.  Derselbe 
hat  mir  nun  später  auch  einen  hübschen  Beweis  lijeliefert,  den  ich  mit 
seiner  £rlaubniss  in  meiner  Terminologie  hier  verüfi'entliche. 

Uurwitz's  Beweis  für  seinen  Modul. 

Es  li^  nahe,  den  Modul  der  Bedingung  x  mit  Hfllfe  des  Princips 
der  speciellen  Lage  dadurch  absuleiten,  dass  man  den  3  Punkten  der 
Bedingung  fi'  die  besondere  Lage  von  drei  in  einer  Oeraden  g  betind- 
liehen  Punkten  ertheili.  Dann  wird  die  Bedingung  f»'  in  drei  Fallen 
erfüllt: 

erstensi  einmal,  wenn  die       die  Gerade  ff  enthalt, 

zweitens,  viermal,  wenn  der  Kegelschnitt  der  Ausartung  seine 

Ebene  durch  7  schickt, 
drittens,  einmal,  wenn  bei  der  Ausartung  c  eine  der  beiden  Uaupt- 

ebeuen  durch  </  ^cht. 

Die  Multiplicität  4  im  zweiten  Falle  erklärt  sich  daraus,  dass  für 
die  Ausartung  19  die  Ebene  ihres  Kegelschnitts  2  fach,  A  fach,  Sfaeh  zn 
zählen  ist,  wenn  zu  ihrer  Bestimmung  als  doppeltes  Punktfeld  von  tf, 
eine  rcsp.  einfache,  zweifache,  dreifache  Bedingung  gegeben  ist. 

Bezeichnet  man  dalier  bei  e  die  Bedingung,  dass  eine  IJauptebene 
eine  gegebene  Gerade  enthält,  mit  u,  und  die  reciproke  Bedingung  mit  w', 
so  erhält  man: 

ft»  c=»    4-  4aiM^  -|-  £m, 

und  redprok: 

Hieraus  folgt: 

^«  -f     «  2a;  +  4tfm> -f  4xr*  H-  «(«  +  «'). 

Nun  ist,  wenn  bei  b  die  Jiedinguug,  dass  die  ITaiiptgerade  durch 
eiucn  gegebenen  Punkt  geht,  mit  ri^,  und  die  reciproke  Bedingung  mit 
n,.  l)ezeichnet  wird,  nach  den  allgruxiiien  Formeln  in  Scihubert  s 
„Beitr.  z.  abz.  (Jeom."  [11.  Abschn.  p.  33,  F.  II)  a)  und  lOJ  a)j  (^vergl. 
oben  §  12.  bei  0}  b)): 
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SU  =  [m  )i  —  2n^)E, 

also  auch: 

£{u-\-u)  —  e(mn-j-rn—2np—2ne)  =  s{mn'^rn—2n^). 

Siibetitoirt  man  dies  in  die  Formel  fOr     +      ^  kommt: 

^3  _|_     ^  2«  +  4<fm*  +  4ier'  -f-  e{mri-^rn — 2ti*). 

Da  nun  bei  0  2in  =  fi,  Ixi  x  2r  =  ^>,  bei  £  in==^i,  2n^V, 
r  ==  Q  zu  setzen  ist,  und  bekanntlich 

lSmmt2^—.Vf     *t^2Q  —  V,      £  =  2v  —  fi   Q 

ist,  SO  erhält  man  Bchlieaslich  f&r  x  den  folgenden  elementaren  Modul: 

a?  «=  i  —    — ()')  -f-  l  {v^i'-j-vç'^ — v^n — v^q). 

§  13. 

Ein  allgemeines  Eliminationsverfahren  in  der  Charakteristikentheorie. 

Wir  werden  in  den  beiden  folgenden  Paragpraphcn  ein  Verfahren  • 
anwenden,  welches  dem  in  Cicbsch-Lindemann's  Werke  (I.  Bd. 
I.  Thl.  p.  403)  für  dm  Kegelschnitt  in  fester  Ebene  angewandten  Ver- 
fahren analog  ist.  Da  dieses  Verfahren  von  der  Natur  des  vorliegen- 
den (Jebildes  und  der  ihm  auferlegten  Redinf^ungen  ganz  unabhängig 
ist,  so  erörtern  wir  die  mit  dem  Verfahren  zusamnienhiingeiiden ,  fast 
selbstveratilndlichen  Wahrheiten  vom  (illgcmcinsten  Sfandptmktc  aus. 

Wir  setzen  voraus,  dass  durch  die  a  einem  Gebilde  mit  der  Gon- 
stauieuzahl  c  auferlegten  a -lachen  Bedingungen: 

«I*  «j,  «S,  •  •  •  •  «e 

^   jede  beliebige  andere  a-facbe  Bedingung  A  in  jedem  beliebigen  o-stufigen 
Systeme  ausgedrückt  werden  kann;  und  zwar  wird  dies  immw  yermit- 

telst  einer  ganzen  linearen  Function  geschehen  mflssen  (vergi.  fDr  meine 
Terminologie  die  hier  in  §  1.  gegebenen  (irundregeln).  Dann  lilsst  sich 
ssunächst  einsehen,  dass  überfiaupt  nie  me/ir  als  a  a' fache  JUeeUngungen 
von  einander  unablUingig  sein  können. 

Wähll  man  nämlich  «'(>«)  a-fache  BediiiL,nni<^'en  ganz  beliebig 
aus ,  so  kann  man,  der  Voraussetzung  gemäss,  jede  dieser  Bedingungen 
durch  Ol,  O},  •  •  •  aa  ausdrücken.  Eliminirt  man  also  die  a  Bedingungen 
a, ,  •  •  •  aa  aus  den  so  entstandeneu  a'  Crleichungen ,  so  bekommt 
man  «' — «  Gleichungen  zwischen  den  «'  beliebig  ausgewählten  Be- 
dingungen. Daraus  folgt  aber  unsere  Rchanjttung.  Ist  also  für  ein 
(Ifl)ilde  i  iuc  gewisse  Gr }(]>})<  von  «  -  faelien  ( 'liarakteristiken  bekannt, 
so  kann  man  auch  Jeder  Grujuie  von  a  von  einander  unabiiängigen 
Bedingungen  die  Holle  von  Charakteristiken  zuweisen.    Die  Zahl  a 

23* 
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möge  dann  dit»  a- fache  oder  a-stufUjc  ('liartildrristikcnzaìd  tics  GcìnUìcs 
heìsseii.^  Mau  keunt  bis  jetzt  die  sätuiutiicheii  Charakteristikeiizahleii  nur 
bei  dem  Punkte,  der  Ebene,  dem  Strahle  und  dem  Kegelschnitt  in  foster 
Ebene  (vergi.  Beitr.  §  30.).  Beim  Pankt  und  der  Ebene  ist  die  einfache 
und  die  zweifache  Charakteristikenzahl  gleichl.  Beim  Strahl  ist  die  ein- 
fache und  die  dreifache  Charakteristikenzahl  gleich  1,  die  zwei&che 
gleich  2.  Beim  Kegelschnitt  ist  die  einfache  und  die  vierfache  Cha- 
rakteristikenzahl gleich  2,  die  zweifache  und  die  dreifache  gleich  3 
(Cremona,  C.  R.  Bd.  59,  p.  776,  Clebsch-Lindemann  p.  404). 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  &et  jedem  Gebilde  mU  der  Consfan- 
ientaM  e  die  a-fadie  vmd  die  {e — a)-/ad!ie  CharakieristìkenMkl  gleich 
sei»  mäase».  Sei  nimlich  et  die  a- fache  Charakteristikenzahl.  Dann 
ist  jede  htUebige  a-iache  Bedingung  A  durch  u  willkürlich  ausgewählte 
Bedingungen 

^tt  ••••<*« 
darstellbar.   Es  geschehe  dies  durch  die  Function 

WO  die  |), ,  '•■'])„  Coefficienten  sind,  wtdciie  von  der  Natur  dor 
Jiudingiing  A  abhängen  werden.  Das  a  -  stufige  System ,  wclclies  man 
sich  bei  der  eben  angegebenen  Gleichung  hinzuzudenken  hat,  kann  mau 
sich  durch  jede  beliebige  (c-— a)-&che  Bedingung  erzeugt  vorstellen. 
Mit  andern  Worten,  die  Gleichung  kann  mit  jeder  (c — a)- fachen  Be- 
dingung symbolisch  multiplicirt  werden.  Wir  thun  dies  mit  den  ß 
willkarlich  gewählten  (c—a)- fachen  Bedingungen 

b^,   bf,. 

Dann  erhalten  wir  ji  ( Jlt  i(  liuiiLTfn ,  in  denen  auf  den  rechten  »Seiten 
die  a  mal  (i  c- fachen  Heclingungssymbole 

a,&,,  a^b^f  •  •  >  •  Oabfi 

vorkommen.  Für  jedes  setze  man  nun  die  zugeh(>rige  Angahl  ein, 
nämlich  für 

immer  die  Zahl  der  Gebilde,  welche  die  anfache  Bedingung  a,-  und 
die  (c  —  a) -fache  Bedingung  ht  erfüllen.  Daun  ergeben  hìcH  ß  Glei- 
chungen, aus  denen  die  a  Coefficienten  Pi,  p^,  *  *  *  jp«  eliminirt  wer- 
den k(5nnen.  Nach  dieser  Elimination  erhalt  man  ß  —  a  Gleichungen 
zwischen  den  ß  beliebig  gewählten  (r  «)- fachen  Hedinguugen  b^, 
•  •  •  ^tit  welche  sich  auf  das  durcli  <lie  licdingung  A  definirte 
(r — ^7)-stuH<^o  System,  also  auf  ein  ^anz  i)clirhi(frs  (r  —  «)- stufiges 
Systi'Mi  l»c/ielieii.  Damit  ist  nachg<'N\  ^  Anas  iiit  nn  hr  als  a  (i  —a)- 
farlii:  IìkÌdujuìhivìi  voit  i  nlander  inuihlm sein  Lätnati ,  »las^  alsD  die 
(c  —  a)- fache  üharakteriatikeuzahl  nicht  grösser  als  die  a -fache  seiu 
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kann.  Ebenso  iSsst  steh  natOrlich  zeigen,  dass  die  a -fache  nicht  grosser 
als  die  (e — a)-fache  Gharaktenstikenzahl  ist.  Daraus  folgt,  dass  beide 
CkariûiterisUkeniMihlm  gUkUt  sind. 

Aus  diesem  Beweise  erhellt  zugleich,  wie  man  durch  gewöhnliche 
EUmi$uUionm  die  a  Coefficienten  Pt,  Pf,  •  •  *  p^,  welche  in  den  Modul: 

A^p^    a,  -f  l>ï  •  Ö2  H  J>«-  ött 

einer  «-faclieii  Bedingung  ^  eintreten,  durcli  die  a  Zahlen  ausdrücken 
kann,  welche  aiijrelH'H,  wieviel  Gebilde  A  und  ausserdem  «  beliebig 
gewühlte  (c  —  a)- fache  Bedingungen  erfüUeu,  vorausgesetzt,  dass  mau 
die  a  mal  a  Zahlen  kennt,  welche  angeben,  wieviel  Gebilde  jede  dieser 
tt  beliebig  gewählten  (c — a)-facheii  Bedingungen,  und  zugleich  jede 
der  a  in  den  Modul  von  Ä  aufgenommenen  Bedingungen  erfüllen. 

Man  kann  den  eben  bewiesenen  Satz  auch  so  aussprechen:  „Bei 
jedem  Gebilde  mö  der  OmsUsnienMokl  e  ist  mußt  Bestimmung  der  Zahl 
der  gemeinsamen  Elemente  eines  a-stufigen  und  eines  (e—aystufigen 
Sgstems  aus  jedem  Systeme  eine  Geithe  Zahl  von  Bedingungen  erfoT' 
dertieh." 

§  14. 

Bie  Relationen  swlsohen  den  GharakteriitikeD  des  Kegolsohnitts  im 

Rannte. 

Wir  haben  in  §  11.  zirischen  den  10  dreifachen  Charakteristiken 
des  Kegelschnitts 

n'r,  t»r*,  r*^  vni'^,  t»»r,  mr',  «i'n,  «i'r,  m* 

.   mehrere  Male  eine  livlattuti  gewomieu,  welche  lautete: 

Wir  schliessen  an  diese  Formel,  welche,  wie  schon  oben  gesagt 

ist,  die  Verallgemeinerung  der  Formel  11  auf  p.  406  des  Clebsch' 
Lindemann'scheu  Werkes  ist,  eine  Erörterung  über  die  Relationen 
gwischcn  (im  n-facJieti  Charakterist^cenJsiüUen  überhaupt, 

/unüclist  ist  leicht  einzusehen,  dass  zwischen  jenen  10  dreifachen 
Charakteristiken  au«?sor  Ü  =  ()  iiiclit  noch  eine  zweite  Relsition  <S'  =  0 
bestehen  kann.  Hätte  S  =  0  jiiimlicli  von  ni  freie  Glieder,  welche  mit 
den  von  m  freien  Gliedern  der  T'elation  7i'=n  ìticJif  übereinstimmten,  so 
würde  num  daraus  durch  symbulisciic  Mullijilication  mit  >n\  d.  Ii.  für  den 
Kegelschnitt  in  fester  Khow,  noch  eine  zweite  von  iler  bekannten  ver- 
schiedene lielation  gewinnen  können.  Dass  aber  zwischen  den  drei- 
fachen Charakteristiken  des  Kegelschnittes  iu  fcstir  Ehnif  nur  die  eine 
Relation  besteht ,  ist  bekannt.  Stimmten  ferner  die  von  m  freien  Glie- 
der der  etwaigen  zweiten  Relation  .S  =  0  mit  den  von  m  freien  Gliedern 
in  li=0  übereiu,  so  würde  man  durch  Subtraction  der  beiden  Formeln 
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JB  0  nod  5  0  eine  Bélation  gewinnen,  welche  keine  von  m  fireien 
Glieder  besaaee,  welche  also  durch  symbolische  Multiplication  mit 
eine  Relation  zwischen  den  gweifachen  Charaktoristikeu  hei  fester  Ebme 
ergeben  würde.  Dass  eine  solche  nicht  existirt,  ist  durch  Cremona's, 
Halphen '.s  und  Liudemauu's  Untersuchungen  bekannt.  Daher  ist 
auch  der  dritte  denkbare  Fall  nicht  möglich ,  dass  die  etwaige  zweite 
Relation  S  =  0  keine  von  m  freien  Glieder  besiisse.  7i  =  0  ist  also 
die  einzige  licJafion  zwischen  (km  (ìrrifachcn  Charalkristikcn.  Aus  diesem 
Beweise  gellt  zugleich  liervor,  dass  .zwi.scJirn  den  zweifachen  und  ewisdiCH 
dcti  cinfaelien  Charahtcristihm  leine  llelation  bestehen  kann. 

Es  fragt  sich  nun,  wieiiid  lidatianen  ßwischen  dm  14  vierfaeàen 

Charakieristiìcen  : 

n*,  n^r,  n^r*,  »r*,  H,  m»*,  mn'r,  mnrj,  mr^,  m'»',  rn^nr,  m'r*, 

bestehen,  SSnnächst  ergeben  sich  aus  JB  «  0  durch  symbolische  Multi* 
plication  mit  m,  n,  r  drei  solche  Relationen,  welche  sich  leicht  als 
von  einander  unabhängig  erkennen  lassen.  Es  muss  jedoch  noch  eine 
vierte  von  diesen  dreien  unabhängige  Relation  bestehen.  Denn  beim 
Kegelschnitt  in  fester  Ebene  giebt  es  zwischen  den  vierfachen  Charak- 
teristiken nicht  bloss  die  beiden  Relationen,  welche  aus  der  Relation 
zwischen  den  dreifachen  Charakteristiken  durch  symbolische  Multipli- 
cation mit  n  und  r  hervorgehen,  sondern  noch  eine  andere  von  diesen 
unabhüngige  Relation.  Dort  kann  man  eine  solche  andere  Relation 
durch  Benutzung  des  Umstaiides  erhalten ,  dass  der  in  ein  Punktepaar 
ausgeart<?te  Kegelschnitt  die  Bedingung,  durch  drei  in  der  Ebene  ge- 
gebene VìiìiLlt  zu  gehen,  nicht  /.u  erfüllen  vermag,  oder  auch  dadurch, 
dass  der  in  eiji  (ìeraclenjtaar  ausgeartete  Kegels(  linitt  die  Beiiiugung, 
dvi  i  in  der  Ehene  gegebene  Gt  nide  zu  berühren,  nicht  hefriedigen  kann. 
Ein  analoges  Verfahren  schlagen  wir  jetzt  ein,  um  auch  für  den  Kegel- 
schnitt im  Räume  2  Relationen  abzuleiten,  deren  jede  von  den  drei 
Relationen 

fnR^Oj   nR^O,  rR^O 

unabhängig  ist.  Man  he/eii  hnc  mit  ò  den  Kegelschnitt,  dessen  sämnit- 
liche  funkte  auf  zwei  (ieraden  liegen,  und  dessen  silniintliche  Tangen- 
ten die  doppeU  zu  rechnenden  Strahlen  durch  den  iSchnittpuukt  dieser 
beiden  (Jeraden  sind,  ferner  mit  £  den  Kegelschnitt,  dessen  sämmt- 
lichc  Punkte  die  doppelt  zu  rechnenden'  Tunkte  einer  (jleradeu  sind, 
und  dessen  sämmtliche  Tangenten  die  Strahlen  zweier  Strahlbflschel 
sind,  deren  Scheitel  auf  jener  Geraden  liegen.  Dann  verlaugt  unsere 
Terminologie,  dass  wir  mit  6  res]*,  f'auch  die  Zahl  der  in  einem  ein- 
stufigen Systeme  von  Kegelschnitten  befindlichen  Ausartungen  d  resp.  c 
bezeichnen,  und  mit  dg  resp.  sm  die  Zahl  derjenigen  Ausartungen  Ò 
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nsp.  §  eines  Systems,  welche,  die  Bedingung  m  erfllUen.  Also  giebt 
das  Ghasles'sche  GorrespoiideDspriiicip  im  Strahlbfischel  und  im  Ebe- 
nenbtischel  die  beiden  Pomeln: 

2r  ==»+  d. 

Ist  ferner  p  der  Punkt  der  Ausartung  ò,  e  ihre  Ebene ,  so  besteht 
zwischen  den  Grundbedingungen  Ton  p  und  e  die  aus  meinen  Beitr. 
(§  9.,  III.)  bekannte  allgemeine  Formel: 

Wird  d  nuu  al»  Ke^'elschiiitt  betrachtet,  so  ist  r  —  2p,  m  =  e 
zu  setzen.  Daher  ergiebt  jene  allgemeine  Formel  l'ür  Ueu  Kegelschnitt 
die  Relation: 

•  à  (ir'— ;tr'«»-f  irfw'^  -  w^)  =  0, 

oder* 

(2r — n)  (\ r^—  \ r'  m  -f-  ^  rm«— w»)  =  0, 

Würau»  uuiii  die  fohjimic  liddfioit  zivischm  den  vierfachen  Ciiarakteri- 
dikcn  ilea  KeycladtniUs  im  Kaume  erhiilt: 

r~2H-fir»-f  2mnr»-  4mr»— 4m»nr-f  8mV+8m««— 16m'r-a0. 

Wenden  wir  jetzt  das  analoge  Verlalireii  hei  der  Ausartung  £  an, 
deren  Clerade  y  und  deren  El)enc  c  heissen  ni«'>;^e,  so  hahen  wir  von 
d«n  allgemeinen  Formeln  diejenige  zu  benutzen,  welche  «ich  aus 

üp-ey-i-     =  0  Cüeitr.  §  U.,  11.) 
durch  symbolische  Multiplication  mit  g  ergiebt,  also: 

ijetzen  wir  ul»o  llir  den  Kegelschnitt  e  2jr'»n>  e^m,  so  kommt: 
oder: 

woraus  man  die  folgende  BéUxHon  zwischen  den  nierfaehm  CharaktensH' 
km  da  Kqfdschmüs  im  Räume  erhält: 

2;/'  -  n  'r—  10/««'  +  l  m    r  -\-  21  m  'n^—  Smhi  r—  Hìm'^n  =  0. 

Wir  haben  jetzt  im  Gänsen  ö  Kelatiouen  vierter  Dimension  gewonnen, 
nämlich: 

Dass  aller  beim  Kcyd^chuUl  im  liaunw  nur  4  von  einander  unab- 
hängige liekUiamn  vierter  Dimension  bestehen  können,  folgt,  ähnlich 
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wie  oben,  daraus,  dau  entens  für  den  Kegelsehiiitt  Id  fester  Ebene 
nur  3  solche  Relationen  existireii^  und  dass  zweitens  nur  Eine  Uelatioa 
vierter  Dimension  mdglich  ist,  deren  sämmtliclie  Glieder  den  Factor 
«II  enthalten,  weil  noT  die  Eine  Relation  ih-ittcr  Ditnension  bestehen 
konnte.  Es  mu8s  also  /wischen  den  abgeleiteten  ô  Relationen  àne 
Ähhä/ngigkeU  stattfinden.  In  der  That  ist: 

Bn  -h      —  2Bm  -(-  r  —  y  —  0. 

Demgerailss  müssen  auch  die  liclütioncn,  welchen  wir  in  §  11., 
Nr.  6,  begegnet  sind,  von  <ìcìi  eben  angegebenen  Rdatiotien  abiüingm. 
Es  ist  leiciit,  diese  Abhängigkeit  zu  coiistatiren. 

Die  voranstehenden  lietrachtiiugen  über  die  lielationen  zwischen 
den  aus  «i ,  n,  r  zusaramengesetzteu  Bedinguiigfn ,  und  eine  in  §  13. 
gegebene  Definition  berechtigen  jetzt  zu  dem  Ausspruch  des  folgenden 
Satzes  : 

Wenn  üherhaupf  heim  Kegdscìiìtitt  im  Ilaumc  jede  Bedingung  durch 
die  Charakteristiken  n,  r  auayedräckt  werden  katm,  so  iuU  dieses 
Oebiüie: 

1)  die  einfache  Charakter istikeneahl  3, 

2)  die  ziveifaehe  6, 

3)  die  dreifaehe  10  —  1  «=  9, 

4)  die  vierfache  14  —  4  =  10«  • 

Wenden  wir  jetzt  den  im  vorit^eu  Paragraphen  crliluterten  allge- 
meinen Satz  auf  den  KegeUchuitt  im  Kauuie  an,  so  erhalten  wir  weiter: 
Dieses  Gebilde  hat:  • 

5)  die  fünf  fache  CharakteristilmzaJU  9  -»  18  —  9, 

6)  die  .ivchsfarhe  G  =  22  —  IG, 

7)  die  siebenfache  3  =  26  —  23. 

Die  y,  IG,  23  von  einander  unabhängigen  Kelatiunen  zwischen 
den  bez.  18  fünffachen,  22  sechsfachen,  26  siebeniat^lit n  (  'harakteristiken 
wOrdeu  durch  das  MUmnattonstferfaiirm  von  §  13.  leicht  hergestellt 
werden  köxjnen. 

§  15. 

Die  RälationeB  swiralieii  den  Ghaiakterietikeii  der  FUehe  sweiter 

Ordnung. 

Wir  sind  in  §  10.  zwei  RvUüionen  zivisthai  den  virrfachrn  Charakte- 
ristiken der  F.^  begegnet.  Diese  Relationen  könueu  auch  st  hr  leicht 
aus  der  zwischen  den  dreifachen  Charakteristiken  des  Kegelschnitts 
bestehenden,  in  §  14.  besprochenen  Relation  R=0  gewonnen  werden. 
Da  n&mllofa  fllr  die  F,: 
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ist,  80  erhalten  yrìr  aus  jener  Relation  zwischen  den  m,  n,  r  dea 
Kegekchniits,  fOr  die      die  Relation: 

oder: 

0'=  — 2v«+7v>-f  :ì         9i/>2-8irVp-3v'p^-f  Gi^ft^  +  Gi/ft'^ç 

-{-6v(iQ^  -J-  2vp''*  —  4fi'p  —  4ftp^  =  0. 

Da  die  jF,  hìcH  selbst  reciprok  ist,  dies«  Relation  aber  nicht,  so 
erhalten  wir  aus  ihr  durch  dualistische  Uebertragong  eine  neue  Relation, 
nämlich: 

Die  Berechnung  von  —  ^[U-^-  U')  und  von  ^(U—V)  giebt  zwei 
sich  selbst  reciproke  Relationen ,  nämlich: 

Diese  Relationen  F«-0  und  W  —  0  sind  dieselben,  die  wir.  schon 
in  §  10.  angetroffen,  und  dort  mit  8)  und  9)  bezeichnet  haben. 

Bezieht  man  die  Relationen  FsO  und  W^O  auf  die  amagearUtß 
Fläche  4f|  so  erhalt  man,  nach  EinfGlhrung  der  Symbole  m,  n,  r  Sit 
ft,  V,  ff  t  Relationen  f&r  den  Kegelschnitt,  welche  die  in  §  14.  be- 
sprochenen Relationen  hestätigm. 

Wir  beweisen  nun,  dass  zwischen  den  dreifachm  CharfJrteristiken 
der  JP,  heme  BdaHon  bestehen  kann.  Bestände  nämlich  eine  solche 
Sf»0,  so  würde  dieselbe,  auf  ö  angewaiidl^  die  ehurige  Relation  zwischen 
den  dreifachen  Charakteristiken  des  Kegelschnitts  ì2-bO  geben  mtlssen« 
jSsbO  wOrde  also,  in  f*,  v,  q  ausgedruckt,  heissen  lùfissen,  wie  folgt: 

2i/^  -  'óu'(i  —  3v''p  -f  3  j'ju-  +  3vp*-'  +  2rfip  —  2^*2^  _  2q^  ==  0. 

Da  die  F.,  aber  ein  sich  selbst  reciprokes  Gebilde  ist,  so  würde 
diese  Relation,  dualistisch  Ubersetzt,  eine  zweite  Relation  nach  sich 
ziehen,  welche  von  ihr  verschieden  ist.  Diese  würde,  auf  a  angewandt, 
eine  von  11  =  0  verschiedene  Relation  zwischen  den  dreifachen  Cluirakte- 
ristiken  des  K^elschnitts  geben.    Wir  wissen  aber,  dass  eine  solche 
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nicht  ezistirt.  Also  hsstèht  ewischen  dm  dreifadun  Charaktenstìkm  der 
F2  keine  Bdatkm, 

lu  ähnlicher  Weis«,  wenn  aneh  vielleicht  etwaa  nmst&QcIlieher, 
kann  man  fintlçii,  dass  swtachen  den  vierfadten  Charakteristiken  ausser 
den  beiden  Relationen  K»0  und  W^O  keine  dritte  von  diesen  un- 
abhäugi^u  exbtiren  kann. 

Damit  gewinnen  wir  denn  den  Satss: 

Wenn  Uberhatipt  hei  der  quatiratischen  Fläche  jede  Bedingung  durdi 
die  Charakteristiken  ft^  q  amgedriùM  werden  kann,  so  hat  dieses 
Q^ihk: 

\)  die  einfache  Charakteristikensahl  3, 

2)  die  zweifaehe  6, 

3)  düe  dre^ache  10, 

4)  die  vierfache  Id  -  2  »  13. 

Wenden  wir  jetst  den  in  §  13.  erläuterten  allgemeinen  Satz  auf 
die  F2  an,  so  erhalten  wir  weiter:  Dieses  Gebilde  hat: 

ö)  die  ßnffache  Charakteristikeneahl  13  ^21  —  8, 

6)  die  seelafache  10  »  28  —  18, 

7)  die  siebenfache  6     36  —  30, 

8)  <»e  ad^fodbtf  3*45  — 42. 

Die  8,  18,  30,  42  von  anander  unabhungigeu  Uelatioueu,  welche 
hiernach  zwischen  den  bez.  21  fttnffachen,  28  sechsfachen,  36  sieben- 
fachen, 45  achtfachen  Gharakterisliken  der  F^  bestehen  müssen,  k5nnte 
man  jetzt  durch  das  EUnwnaUonsverfahren  des  §  13.  ohne  sackUehe 
S^wierigkeit  herstellen.  Doch  wfirde  dieser  Weg  etwas  langweilig  sein. 
Wir  wollen  desshalb  die  8  Relationen  zwischen  den  ffinffachen,  und 
die  18  zwischen  den  sechsfachen  Charakteristiken  auf  einem  anderen, 
etwas  interessanteren  Wege  aufsuchen.  Wir  erhalten  nSmlich  annSchtt 
durch  symbolische  MultipHcatioii  der  beiden  Eelatiunen  F=0  und 
W  =  0  mit  fi,  V  und  (>  òrr//5  Relationen  fünfter  Dimens^ion.  Beachten 
wir  femer,  da^s  die  Ausartung  a  die  Bedingung  ft*  nicht  zu  erfüllen 
vermag,  weil  durch  4  gegebene  Punkte  keine  Ebene  gelegt  werden 
kann,  so  erhalten  wir  ai^*  «  Q,  oder: 

(2;»— — 0 

und  reciprok: 

(2p  — 0. 

Es  fragt  sich  tmn',  ob  die  so  gewonnenen  8  BehHouen  von  ein- 
ander unabhängig  sind.  Um  dies  zu  untereuchen,  bilden  wir  die  Glei- 
chung: 
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WO  die  «y  ß,  Ô,  s,  t,  ii,  9  uiibestimmte  Coeffkknkn  sind,  and  setzen 
den  Goefficienten  jeder  der  entstehenden  2  t  fQnffachen  Gbarakieristiken 
gleich  Null.  Dann  ergiebt  sich,  dass  die  21  so  gebildeten  Gleichungen 
sich  in  keinem  andern  Falle  mit  einander  vertragen,  als  wenn  jeder 
der  8  Goefficienten  Null  ist  Folglich  sind  jene  8  Relationen  von  ein* 
ander  unühhüng'nj. 

Für  di«*  s(i(  lisfachen  Charakteristiken  erhalt  man  zunächst  18  lle- 
laiiouen  dadurch,  dass  man  F=0  und  W—O  mit  v\  v^»,  vp,  f*',  Q, 
ferner  2fi'' — ^^v  =  0  und  2p*  —  p«i/  =  o  mit  f*,  v  uud  p  symbolisch 
multiplicirt.  Jedoch  sind  dicsr  IS  llclalioncn  nicht  von  dniiudvr  unah- 
lu'iiujKj.  Man  findet  nämlich  durch  das  Verfahren,  wdclies  dem  eben 
hei  den  fünttachen  l'iiarakteristiken  angewandten  Verfahren  analoj^  ist, 
dass  die  18  iîehitii*nen  nur  17  von  einander  uiiubhiiugigü  repräseutiren. 
Dieses  coustatiren  wir  in  lol^cnder  Weise. 

|)io  beiden  Kelationen  vierter  Dimension  konnten  wir  dadurch  ge- 
winnen, dasä  wir  den  aus  Ii  hervorgehenden  Ausdruck: 

q     2tr3  —  3vV  —  3v»p  +  Svjft'  +  2v^9  +  3vp*  —  2^»»^  -  2p» 

mit  2/t  —  V  symbolisch  multiplicirten,  uud  deu  erhalteueu  Ausdruck, 
sowie  deu  duaUstiBeh  entsprechenden  gleich  Nntl  setsten.  Die  beiden 
Relationen  waren  also: 

•    (2;*  -  v)  •  (;>  =  U  uud  (2p  -  i/)  .  ^'  -=  ü, 

wo  Ç  der  zu  Q  rcciproke  Ausdruck  ist.  Multiplicirt  man  nun  die 
erste  Helation  syndadisch  mit  (2 p  —  r)  •  (/i -|- p),  die  zweite  mit  (2|ft  —  v)» 
{yi-\-Q)f  und  8ui)trahirt  die  /weit*'  der  üutätehenden  (ìleicbungen  TOn 
der  ersten,  so  erhält  mau  folgende  Relation  sechster  Dimension: 

(2,i-tr)  (2p-i.)  (^+p)  (Ç>-Ç')  «  0, 

uud  da 

«-'Ç'-2(,*»-,»«p  +  ,.p^-p3) 

ist, 

2f2^-v)(2p-i/)  .  (^-{-p)(^3_^v^^^^-.._p3)  _  0, 
woraus  ioigt: 

(2;i-iO(2p-v)(/x'-p')  =  0. 

Diese  selbe  Kelation  erhält  mau  aber  auch,  wenn  num  die  Rela- 
tion (2fi — v)  •  ft'  =  0  mit  2p  —  V,  die  dualistisch  entsprechende  mit 
2fA  —  V  symbolisch  multiplicirt,  und  die  /.weite  der  entstehenden  Glei- 
chungen vou  der  ersten  subtrahirt.    Duuu  kommt  nämlich  auch: 

(2,»-v)(2p-i.)(,i*-p*)-0. 

Folglich  rcinütiviüirm  jene  18  RdaHoncn  nur  17  vm  cinamlcr  tni- 
abhäntjiyc.  Da  wir  nun  a  priori  wissen,  dass  18  von  einander  uuab- 
bäugige  Relationen  zwischen  den  6 -fachen  Gharakteristiken  existiren, 
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SO  mass  Doch  eine  achteeknte  von  den  17  gefoudenen  Relaüonen  uiiaft- 
hängige  Relation  bestehen.  In  der  That  erhalt  man  eine  solche,  wenn 
man  beachtet,  dass  die  Ausartaug'  s  die  Bedingung  nicht  su  erfBllen 
vermag,  weil  es  keine  Gerade  giebt,  die  fQnf  beliebig  gegebene  Gerade 
schneidet.  Daraus  folgt  nSmlich  v^t     0,  oder: 

v»(2v  — fi— p)  =  0, 

und  dieses  ist  die  gesuchte  achtzebiite  Uelatiou. 

Hildesheioi,  den  29.  Februar  1876. 
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lieber  den  Verlauf  der  Abel 'sehen  Integrale  bei  den  Curven 

vierten  Grades. 

Von  Felix  Klein  in  München. 

(Mit  3  Uthogmphirt«!!  Tafeln.) 


Die  nachfolgenden  Unienuchnngen  besehaftigen  sich  mit  der  Auf- 
gabe,  bei  den  allgemeinen  Gurren  vierten  Grades  den  Verlanf  der 
Aberschen  Integrale  an  den  Onnreu  selbst  zur  unmittelbaren  An- 
schauung zu  bringen.  Inawischen  dfiifen  sie  nur  als  ein  erster  Vetsnch 
in  dieser  Richtung  betrachtet  werden;  denn  sie  sind  weder  methodisch 
durchgebildet  noch  umfaftsend  genug,  um  als  abschliessende  Behandlung 
des  Gegenstandes  zu  erscheinen.  Immerhin  hoife  ich,  einen  brauch- 
hären  Anfang  zu  raachen,  ähnlich,  wie  icli  dies  früher  (diese  Ânna- 
leii  VII ,  p.  560)  hinsichtlich  des  elliptischen  Integrals  bei  den  Curren 
dritten  Grades  versuchte  —  ein  Versuch,  auf  welchem  dann  Hr.  Har- 
uack  weiter  gearbeitet  hat  (ib.  IX,  p.  1,  218).  liier  wie  dort  bildet 
das  hauptsächliciie  Hülfsmittel  die  neur  Art  Uiemann'sclicr  Flärhm, 
welche  ich  daiiiuls  einführte  (obgleich  iiiuii  dieselben  Dinge  minder  be- 
i|ia'm  auch  bei  der  gew.  Ei em an n  sehen  Fläche  würde  überlegen 
klhiiteiij.  Icli  verwende  sodann ,  bei  dieser  ersten  Darstellung,  in  aus- 
giebiger Weise  das  Frincip,  coniplivirtc  Vt  rlniltnisi^c  aua  einjaciicit  durch 
GrftmubergatKj  entstehen  su  la.^scn  und  so  der  Discussion  eugängliih  zu 
macheti.  Indem  ich  von  einem  Ellipsenpaare  als  si)ecieller  Curve  vier- 
ten Grades  ausgehe,  erhält  der  Stoä*  eine  Gruppiruug  und  Begrenzung, 
die  man  vielfach  als  zufällig  erkennen  wird;  auch  wird  man  finden, 
dass  die  Darstellung  an  manchen  Orten  nur  skizzenhaft  ist.  Was  mir 
werthvotl  scheint,  ist  die  Tmden$  der  Betrachtungen  und  die  Art  der 
Resultate;  ich  gebe  der  Hoffiiung  Raum,  später  dieselben  Dinge  syste- 
matischer und  rolbt&ndiger,  vielleicht  unter  Ausdehnung  auf  Curven 

Grades,  noch  einmal  vortragen  zu  können. 

OvapUsehe  Reprisentation  algebraìschar  Integrale. 

Den  Verlauf  einer  Function  von  x-\-iy 

kann  man  in  der  Art  passend  zur  Anschauung  bringen,  dass  mau  in 
der  X  -}-  iy-iùbaue  die  Curveusyateme 
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y.eicliiR't.  Ist  /■  insbesondere  das  Inte<^ral  finer  ulgebrais(  lien  Function, 
und  sübsiitMiirt  man  für  die  a: -|-  rj/- Ebene  die  zu^^ehini^^e  (  f^ewrdm- 
liclu})  Iii  eman  n 'sehe  Fläclie,  so  wird  dieselbe,  all^'emein  zu  reden, 
von  jedem  der  beiden  Cnrvensysteme  eintacli  überdeckt  sein,  und  in 
jedem  Punkte  wird  sich  die  hindurchgehende  Curve  P  mit  der  hin- 
durchgehenden Curve  Q  rechtwinklig  kreuzen.  Eine  Ausnahme  machen 
nur  die  Yerschwindungspuukte  des  Differentials  und  die  Unendltchkeits- 
ponkle.  DoTc^  einen  Yocseliwindungspunkt  (den  wir  in  der  Folge 
immer  als  einfach  yoraossetsen  wollen)  gehen  zwei  su  einander  recht- 
winklige Gurven  P  und  ebenso  zwei  zu  einander  rechtwinklige  Gurren 
Q'^  wecheebeitig  schlieesen  diese  Gurven  Winkel  von  4ö*  ein.  —  Von 
Unendlichkeitspnnkten  mögen  auch  nur  die  einfachsten  in  fiefaracht 
gezogen  werden ,  in  denen  das  Integral  unendlich  wird  wie  e  •  log  ;r 
fQr  IT  »  0.  Noch  filgen  wir  die  Beachr&nkuni^  hinzu,  dass  e  eine  reeUe 
Constante  sein  soll.  Dann  wird  der  betr.  Punkt  von  den  (Kurven  P  in 
immer  enger  werdenden  Kreisen  umgeben,  während  in  allen  Richtungen 
Gunren  Q  durch  ihn  hindurchgehen. 

Neben  diesen  SStzen ,  die  als  bekannt  gelten  können,  und  einigen  ' 
anderen,  die  sich  weiterhin  an  den  einzelneu  Figuren  von  selbst  er- 
geben, werde  ich  noch  den  folgenden  gebrauchen: 

Isê  éim  Cwm  P  oder  Q  gesMiSsm,  so  sind  es  die  nädtsifcHgendeu 
audi. 

Um  ihn  zu  beweisen^  scheint  es  am  einfachsten,  das  Bild  einer  strö- 
fnenden  FUissigkeU  zu  verwerthen,  und  desshalb  stelle  ich  ihn  hier  yoran, 
da  diese  andersartige  Vorstellung  später  den  allgemeinen  Gedanken- 
gang zu  sehr  unterbrechen  würde.  Es  sei  die  Riem  an  n 'sehe  Fläche 

mit  einer  flborall  gleich  hohen  Schicht  einer  homogenen  Flüssigkeit 
überdeckt  und  diese  bewege  sich  in  der  Art,  dass  P  das  Geschwindig- 
keitspotential ist.  Dann  sind  bekanntlich  die  üuryen  Q  ^  ('  die  Strö- 
muugscurven  und  die  Strömung  ist,  geometrisch  zu  reden,  stationär. 
In  jedem  Punkte  wird  ebensoviel  i^'liissigkeit  abgegeben  als  aufgenom' 
men,  nur  die  Unendlichkeitspuukte  repräsentiren  Quellen  von  einer 
gewissen,  positiven  oder  negativen ,  ErLriebii^keit.  (  Vertauscht  man  die 
Buchstaben  P  und  so  repräsentiren  die  Unendlichkeitspunktc.  Tür 
die  dann  gedachte  Flüssigkeitsbewej^nnt^",  nicht  mehr  (Quellen,  sondern 
\yirht'l))uul:fe.)  Auf  Grund  dieser  Vorstellung  ergiebt  sich  unser  Hätz 
.sofort.  Man  betrachte  die  Flüssigkeit,  welche  in  dem  Canale  strömt, 
der  von  zwei  Curveu  Q  =  C  und  Q  ~  (!  -\-  dC  eingeschlossen  wird. 
Die  Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit  und  also  die  Breite  des  Canals 
ist  eine  eindeutige  Function  der  Stelle  in  der  Ri  e  mann 'scheu  Flüche; 
läuft  also  das  eine  Ufer  des  Gamia  in  sich  surllck,  so  das  andei« 
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auch,  w.  z.  b.  Bei  diesem  Beweise  ist  voraasgesetzt ,  dass  der  Canal 
keinen  UnendUehkeitspunkt  und  keinen  Ver8chwindungs|iunkt  des  Dif- 
ferentiak  efnaehliesst;  in  den  FUlen  wire  aueh  der  Säbs  nicht  ohne 
Weiteres  richtig. 

Statt  der  gewöhnlichen  Riem ann 'scheu  FUiche  wollen  wir  jetzt 
eine  ?on  der  „neuen  Art**  Toraussetzen.  Fflr  sie  werden  die  fiber  die 
Currensysteme  F,  Q  aufgestellten  Satze  im  Wesentlichen  auch  gelten, 
d.  h.  soweit  sie  blosse  Lagenverhftltnisse  betreffen.  Unsere  Flächen 
sind  Aggregate  ebener  Blatter  und  müssen  also  an  den  Bandcurven, 
in  welchen  zwei  Terscfaiedene  Blatter  zusammenhängen,  mit  unendlich 
•grosser  Kriiiiimung  gedacht  worden.  Inzwischen  ist  es  vortheilhaft, 
sich  die  betr.  Flächen  als  stetig  gekrümmte,  im  Räume  gelegene  Flä- 
chen vorzustellen,  von  welchen  <lie  betr.  ebene  Figur  nur  eine  per- 
spectivische  Zeichnung  giebt,  bei  der  sich  an  den  Randcurven  Ver- 
kür/unfjeu  einstellen.  Diese  räumlichen  Flächen  werden  von  den  Cur- 
ven  J\  (^>  in  der  Art  je  einfach  ülierdeckt,  dass  sich  die  beiden  T'urven- 
scliaaren  überall,  freilich  nicht  rechtwinklig,  aber  unter  endlichem 
W  inkel  durchschneiden  (ver<jfl.  indess  diese  Annalen  IX,  j).  31  Note). 
In  den  Verschwindungspunkten  des  Difl'erentials  werden  sich  zwei 
Curven  P  und  zwei  Curven  Q  kreuzen;  die  Curven  F  werden  die  Cur- 
ven  Q  von  einander  trennen.  In  den  Unendlichkeitspunkten  werden 
die  Curven  Q  nach  wie  vor  von  allen  Seiten  zusammenlaufen,  und  die 
Curven  1*  werden  diese  Punkte  mit  immer  enger  werdenden  Ovalen 
umgeben.  Dass  auf  geschlossene  Gurren  1\  Q  zunächst  weitere  ge- 
schlossene folgen,  bleibt  richtig,  u.  s.  f. 

§2. 

Das  Logarithmas-Integral  beim  Kegalsclmitt 

Es  seien  «n  u^,  die  homogenen  Goordinaten  der  geraden  Linie, 
f(u)  «B  0  sei  die  Gleichung  eines  als  Glassencurve  aufgefassten  Kegel- 
schnitts. Dann  sind  die  einfachsten.  Integrale,  welche  längs  desselben 
erstreckt  werden  können,  in  der  Form  enthalten: 


C3J1,  du. 


/' cu  du 


Wird  der  Funkt  u„  =  0  als  nicht  dem  Kegelschnitte  aiigehörig 
vorausgesetzt,  so  besitzt  das  Integral  zwei  einfarhe  Unendlichkeits- 
stellen, entsprechend  dfu  Ix-ideii  Tangenten,  die  man  von  dem  Punkte 
an  den  KegcLschuitt  legen  kanuj  dagegen  giebt  es  keine  Verscbwiu- 
duugspunkte  des  Differentials. 
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ils  soll  nun  f-^O  ala  Ellipse  geseichnet  tein,  ««  0  tei  ein 
reeller  Paukt  ausserhalb  derselben.  Dann  mag  eine  solche  Coordtnaèm- 
beBtimniung  Ut,  U^,  27,  eingefahrt  werden,  dass 

^i'^^idie  Berfihraogspunkte  der  beiden  von  Um  =  0  ausgehenden 
U^'^Of  Tàngenten, 

'  ZT,  ^  0  den  Paukt  ti«     0  selbst  vorstellt. 

So  wird  bei  ^'»»fi^^iiL'ter  Bestimmimg  der  yacioren  der  Kegeiscbuitt  die 
(jileicbuug  erhalten: 

während  das  Integral  die  Form: 

/I  CUdü\ 

angenommen  hat.   Setst  man  (7,     0,  (7,  »  0,  so  bekommt  man: 

J      -iü\*  -J — =scr7î7;  **«güi+Ä, 

wo  die  lutogratiuiiscoMstaute  À'  weiterbin  gleicli  Null  gesetzt  wer- 
den soll. 

DU  WaÛe,  wdche  das  auf  diese  Weise  gewonnene  Integral 

  • 

hti  seiner  Aw^tmtuntj  über  die  gur  ElUpse  gehörigCf  das  Innere  der- 
selben doppeU  tiberdedcende  Iliemann'seke  Flädte  aimimmt,  tnafteson* 
dere  die  Curvenssfsteme  P-« Q*^ C,  sollen  jetzt  untersueJit  werden. 

Zu  dem  Zwecke  setie  ich  die  Coordinateu  U^^  einer  oompleien 
Tangente  des  Kegelschnittes  gleich: 

17,-1, 

=  Q  (cos  q)  -j-  /  sin  qp); 

dann  wird,  vermöge  der  Kegelscbuittgleicliuug: 

CT,  «    (cos  2^ -|- f  sin  29) . 

Der  reelle  Pankt,  welcher  dieser  complexen  Tangente  angehört  und 
der  sie,  als  Ponkt  der  Riemann'schen  FlSche  gedacht,  reprSsentirt^ 
wird  den  beiden  Gleichungen  genflgen: 

•  ^'  cos  29  •  a?i  +     +  ()  •  cos  q>  •  x.i  =  0, 
p'  sin  29)  •  af,      •  4"    *  sin  y  •     -=  0. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

a?!  :     :  0^  «  1  :  p^  :  —  2p  cos^ 

und 
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Âudererseits  aber  ist  unser  Integral: 


sodan  also: 


iiog(|;;)-.p+»«-iog^  +  t>, 


Die  Curvon  P=C,  Q  =  C  genügen  daher  auch  Gleichungen  der 
Form  (,«(7,  9  «  C  oder  '^^C,         -  C. 

Die  Ourtfen  P«  C  werden  also  vorgeddU  durch  Stüdce  von  geraiden 
Linien,  die,  verlängert  gedadii,  durdi  den  Funkt  hmdurdtgehen. 
Die  Curven  Q^C  hUden  BeskmdiheSe  von  KegdsehniUen,  wdiàe  die 
gegebene  EUipse  in  den  Punkten  Uf,  berühren. 

Diese  V'erhältuisse  sind  auf  der  beistehenden  Figur  erläutert: 


Man  hut  dio  geraden  Linien  F  —  C  aufzufassen  als  Curven,  die 
sowohl  auf  der  Vorderseite  ab  auf  der  Riîckseite  des  elliptischen  Doppcl- 
blattes verlaufen.  Denkt  man  sich  das  letztere  räumlich,  als  Ellipsoid, 
80  umgeben  diese  Curven  die  beiden  Uneudlichkeitsstellen  J/,  =  0, 
ÎTij  =  0  mit  immer  entier  Averdeiulon  Ovalen.  Ich  nenne  diese  Curven, 
sowie  nu(  Ii  später  ähnlich  «îflefçene  Curven  liei  ('(»inplicirteren  Flüchen, 
MeridifUKurvm.  ' —  Die  Cin-ven  Q-  ^C  liciren  entweder  ganz  :111t'  der 
Vorderseite  oder  ganz  auf  der  Rückseite  dar  Flüche  und  ziehen  sich 
von  einer  rnendlichkeitsstelle  zur  anderen  hin.  Zu  ihnen  gehören 
namentlich  auch  die  beiden  Segmente,  in  welche  die  gegebene  Ellipse 
durch  die  beiden  Unendlichkeitspunkte  zerlegt  wird,  sowie  die  gerad- 
linige istrecke,  welche  diese  Punkte  verbindet.  Längs  des  einen  Seg- 
mentes finden  sich  die  reellen  Werthe  des  Integrals,  oder  allgemein 
diejenigen,  deren  imaginärer  Bestandtheil  ein  ganzzahliges  Multiplum 
von  ±2t3r  beträgt.  Die  Punkte  des  anderen  Segmentes  erhalten  Argu- 
mente mit  dem  imaginären  Bestandtheile  ix,  resp.  unter  k  eine  ganze 
'Zahl  Teistanden  ix  (db  +  Endlich,  längs  der  geradlinigen  Strecke 
sind  solche  Werthe  yertheilt,  welche ,  modulo  2ix,  den  imaginären  Be- 

slandtlieil         oder  aufweisen.    Die  ersteren  mögen  der  betr. 

Stre(ke  Itoigelegt  werden,  sofern  sie  auf  der  Vorderseite  der  Riem  an  na- 
schen   läclie  gedacht  wird,  dann  finden  die  anderen  ihre  liepräseu- 

MattiMBstitche  Anaaltii.  X. 


Ii«  1. 
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tstioa  tal  den  entsprechenden  Stellen  der  Rfickeeîie.  DorehlSoft  man 
eine  Meridiancurre,  am  Segmente  der  reellen  Argumente  beginnend, 
liber  die  Vordereeite  der  Fläche  hin  nnd  dann  fiber  die  ROckseite  zum 
Aasgangspankte  zurfick,  so  wächst  nach  dieser  Festsetzung  das  Integral 
um  -\-2ix.  Die  Periode  tritt  also  positiv  zu,  wenn  man  den  negati* 
Ten  Unendlichkeitspnnkt  in  einem  Sinne  umkreist,  der  fOr  einen  aussen 
stehenden  Beobachter  mit  dem  Sinne  des  Zeigers  einer  Uhr  fibereiu- 
stimmt.  Diese,  übrigens  willkOrlich  aufgestellte,  Regel  soll  weiterhin 
immer  fesigehalien  werden.  — '  Noch  mag  her?orgehoben  werden,  dass 
die  Curven  Q  =  C,  abgeseheu  von  der  eben  besprochenen  geradlinigen 
Strecke,  die  gegebene ISllipse  in  den  Unendlichkeitsstellen  alle  berühren. 
Dies  hat  in  der  That  zur  Folge,  wie  es  nach  §  1.  sein  soll,  dass,  bei 
der  räumlich  gedachten  Fläche,  die  Curvcn  Q  =  C  durch  die  Unend- 
lichkeitspunkte von  allen  Seiten  hindurchlaufen. 

Die  hiermit  vorjifetrarrcnnn ,  auf  den  eiii/t'lncn  K'ct^elschnitt  bezüg- 
lichon  Kntwickolun^en,  die  wir  als  Einloitunji^  zutn  Folgenden  hier  voran- 
gestellt haben,  sind,  von  allgeineinereuj  Gesichtspunkte  aus,  Itereiis  von 
Hrn.  Harnack  (diese  Annalen  Bd.  IX,  p.  407)  gegeben  worden.  Sie 
er.scheinen  bei  ihm  als  ein  besonderer  Fall  umfassenderer  Sätze,  die 
sich  auf  das  überall  eudliche  ellijdisehe  Integral  bei  Curven  dritten 
(jirades  beziehen.  Die  Art  und  Weise,  vermöge  deren  er  von  der  all- 
gemeinen Curve  dritter  Classe  hinabsteigt  zu  der  besonderen  Curve,  die 
aus  einem  Kegelschnitte  und  einem  Punkte  besteht,  ist  durchaus  analog 
der  weiterhin  von  uns  eingehaltenen  Methode,  von  einem  Kegelschnitt- 
paare zur  allgemeinen  Curve  vierter  Classe  aufzusteigen.  Es  wttrde  zu 
weit  führen,  diese  Analogie  weiterhin  fortwfthrend  hervortreten  zu  lassen; 
ich  beschtaiike  mich  also  auf  das  hier  gegebene  Citat. 

§  3. 

Integrale  beim  K.egelsclmittpaare. 

Es  mögen  jetzt  zwei  Ellipsen  gegeben  sein,  die  congruejit,  con-, 
centrisch  und  unter  90  Grad  gegen  einander  gekreuzt  sind.  Ihre  Glei- 
chungen seien  ^  in  rechtwinkeligen  Liniencoordinaten: 

wo 

^  m=.  a  Ui  '  -{-  h'v'^  —  iv^j 
So  soll  die  Vereinigung  beider: 

als  Curve  vierter  Classe  betrachtet  werden,  und  bei  ihr  nibgeu  wir 
einige  derjcuigeu  Integrale  studiren,  die  bei  der  allgemeinen  Curve 
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vierter  Classe  (die  keine  Doppelt uiigcute  hat)  als  Integrale  erster  Oai- 
tnng  bezeichnet  werden.  Dieselben  haben  die  Geetalt: 

/[CK  flu  I  •  1»„ 

(statt       «2*  dann  bez.  u,      to  zu  schreiben).    Sie  enthalten 

drei  wesentliche  Constante,  die  Coefficienten  a  des  Zählers;  der  Punkt 
II«  s  0  soll  der  NuUpuM  des  Integrals  genannt  werden. 

Diese  Integrale  haben,  ausgedehnt  Aber  die  Rieraann'ache  ElSche 
der  Curve  tpmmiffj^^O  (die  Fläche  besteht  aus  den  beiden  elliptischen 
Doppelblättern  4<  und  %),  im  Allgemeinen  tuM  (einfache)  Unendlich- 
keitsstellen, die  8  Berahrung^uukte  der  vier,  ^  und  %  gemeinsamen 
Tangenten;  ihr  Differential  femer  hat,  im  AllgemeineUi  vier  einfache 
Verschwiudungspunkte,  diejenigen,  welche  die  vier  Tangenten  repra- 
sentiren,  die  man  von  dem  Nullpunkte  «  an  das  Ellipsenpaar  legen 
kann.  Man  kann  (h'eso  Verschwindungsj)unkte  dazu  benutzen,  um  vier 
der  Uncniiliciikeit.sstcllon  zu  zerstören;  man  hat  zu  dfin  Zwecke  den 
Nullpuiikt  c(  nur  in  einen  der  IJ  Kreuzungspuukte  der  4  gemeinsamen 
Tangenten  von  t  und  /  zu  h^LTi-n.  Das  Integral  hat  dann  nur  noch  4 
und  also  auf  den»  einzelnen  elliptisclicn  Do})p«'lhlatte  nur  noch  2  Un- 
endlichkeitspunkte, reducirt  siih  also,  nach  bekannten  iSützeu,  für  jede 
der  beiden  Ellipsen  auf  einen  LoLfai  iihuuis. 

Von  den  genannten  sechs  Kreuzungspunkten  der  vier  gemeinsamen 
Tangenten  wollen  wir  die  vier  im  Endlichen  gelegenen  als  Nullpunkte 
von  Integralen  benutzen.    Die  Cìleichuugen  dieser  Punkte  sind: 

±  y  à*  -F^ .  «  H-  «?  —  0,  ±  ye^+v .  ff  -f  w — 0. 

Dementeprechend  sei  gesetzt: 

«^8  Ì  ^  /*  \cudu  .  •  (±  KoMTy-p-f  w)  ^ 

Zugleich  werde  folgende  Bezeichnung  eingeführt  Die  beiden 
Ellipsen  werden  durch  die  Berührungspunkte  der  gemeinsamen  Tan- 
genten je  in  vier  Segmente  zerlegt.  Wir  bezeichnen  dieselben  als 
iS'i ,  S^,  6*3,  in  der  Art,  dass  das  Segment  Sm  dem  Nullpunkte  des 
Integrals       abgewandt  liegt  (  Fig.  2.). 

Die  gemeinsamen  Tanu^'Utcu  selbst  sollen  ^,3,  t^^,  f^.,,  f.,^  genannt 
werden:  tu,  wenn  sie  in  einem  L'uukte  berühren^  der  das  »Segment  ^S'« 
von  dem  Segmente  .S  trennt.  — 

Die  schon  genannte  lieduction  der  (au  der  einzelnen  Ellipse  hin 

«4» 
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entreekten)  Integrale  J  auf  Logaritimien  mag  jetzt  an  dem  Beispiele 
des  Integrals     und  der  Ellipse  ^  durcfagefDhrt  werden. 

Vermöge  ^     0  ist  9>.^  ^  '  ^'n  andererseits: 


X  mm  -f.  a»t)»  —  — 


Daher  iiiinmt  das  Tntofrr.il  J, ,  indem  sich  die  lineare  Function  des" 
Zählers  gegen  den  Neuner  furüiebt,  folgende  Gestalt  au: 

e  u  du 

/                              C   V  dv 
j  —  Vi  c"  tv  dtv   

Um  dasselbe  weiter  zu  vereinfachen,  führe  mau  ein  neues  Coor- 
dinatensystem  ein,  dessen  Ecken  sind:  die  beiden  Berflhningspunkte 


Fig.  s. 


der  beiden  nicht  durch  den  Nullpunkt  von  J,  gehenden  gemeinsamen 
Tangenten  mit  ^  und  der  Ereusungspunkt  dieser  Taugenten,  der  Null- 
punkt Ton  c/,.   Dementsprechend  setze  man: 

TT— ^ä«+6«.«—  .  —  w 

(Substitutiousdetermiuaute  «  —  2b*).  Durch  dieselbe  Substitution,  ver- 
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iuö<r«;  (leren  hier  U,  V,  W  aus  u ,  v,  w  entstehen,  mögen  aus  den 
CüUätaateu      c,  c  neue  Coustanteu      C\  0"  hervorgebeji.   Öo  ist: 


c 

ü  dU 

c 

u  du 

c 

r  är 

if 

V  dv 

C" 

WdW 

c 

to  dut 

Aiidereraeits  ündet  man: 
UV—  o»  TT»—  V  —  -  6»(<i»i»«  +  6V  — »«)  .  ~  5<  • 
und  also: 

Daher  wird: 

j       1    r  cudu^ 

oder,  indem  wir  C  »  0,  C     0  setzen: 

7  1  fUiiV-VdU 

1  f'udV-.  Vdü 


(/K 


weh-hes  die  gewünschte  Reduction  ist.  Die  rntegratiousconstaute  K 
werden  wir  weiterhin,  wie  IViiher,  gleich  Null  setzen. 

Es  wird  für  das  Folgende  vortheilhaft  sein,  Integrale  zu  haben, 
die  mit  dem  im  vorigen  Paragraphen  betrachteten  auch  im  Zahlenfactor 
übereinstimmen.    Wir  werden  also  als  Normalintegrai  detiniren: 

i,  =  -  2  («■■  -  i»)  J,  -  -  2  f  . 

Längs  der  Ellipse  erstreckt,  ist  dasselbe,  wie  wir  der  grosseren 
Anscliaulichkeit  wegen  iiocli  einmal  hcrset/eu: 

Längs  der  Ellipse  ;(  0  erstrockt,  hat  ea  den  Werth,  der  sich 
durch  Vertauachung  der  Bachataben  a,  h  und  Zeichenwechiel  ergiebt: 


--ilog 


^^  6«  to  j 


Eintsprechend  definiren  wir  drei  weitere  NormaUnte^ale: 
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 2  (i»-o^) J  '--£!L-'»l(J;j'°H:y-.  +  «.)  . 

Dftbei  hat  man: 

J,  +      +  rfl,  +  J,  «  0, 
und  alao,  unter  x  die  obere  Grenze  verätandeu: 


Fl«,  a. 


§4. 

VerChailiiBg  der  FuameterwerUio. 

Die  Werther  welche  das  einzelne  Integrili  It  bei  Hinerstreckung 
über  die  H  i  e  man  n 'sehen  Flächen  der  Ellij)seu  V»,  X  annimmt,  erirt.V)en 
sich  einfach  nacli  Anleitunjr  des  §  2.  Die  untere  Grenze  des  Integrals 
ist  dabei,  dem  Umstände  entsprechend,  dass  die  lutefrrationsconstante 
K  unterdrückt  wurde,  sowohl  auf  als  auf  x  in  den  Mittel])uiikt  des- 
jenigen Segmentes  Sk  zu  verlegen,  welcher  mit  7^  den  Index  gemein 
bat.  So  ergiebt  sieh  z.  B.  folgende  Figur  für  in  der  nur  ange- 
geben ist,  wie  gross  der  imaginftre  fiestandtheU  von  (modulo  2 2:1) 
für  die  verschiedenen  Segmente  S  ist,  und  in  welchen  Punkten  J, 

positiv,  in  welchen  es  negativ  un- 
endlich wird  (Fig.  3). 

In  der  folgenden  Tabelle  ist 
das  Verhalten  der  vier  Integrale 
in  dieser  Beziehung  zusammenge- 
stellt. Die  mit  Sic  überschriebenen 
Colonnen  geben  den  imaginären 
Bestandtheil  der  betr.  Integral- 
werthei  modulo  2 ix.  In  den  Co- 
lonnen i{k  finden  sich  diejenigen 
Vorzeichen  angegeben ,  welche  die 
Integrale,  fUr  welche  die  Berflh- 
rungspunkte  von  tu  Unendlich- 
keitspunkto  sind,  in  diesen  Unend- 
lichkeitspuukten  annehmen.  Das 
obere  Vorzeichen  bezieht  sich  auf 
den  Berührungspunkt  mit  tl>,  das  untere,  nothwendig  entgegengesetzte, 
aui'  den  Berührungspunkt  mit  %, 
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8. 

8. 

*t4 

•*! 

0 

ix 

ix 

. 

%x 

• 

• 

ix 

0 

Ì7t 

• 

ix 

Ì7t 

0 

• 

± 

ix 

ix 

ix 

0 

• 

± 

• 



[Man  findet  ftr  die  oben  unbestimmt  gelassene  Constante: 

+  /;  + 1;  +  /;  -  ix  (mod  2»«).] 

ßetracliteu  wir  jetzt  die  verschiedenen  Meridiancurven,  welche  raan 
auf  dem  elliptischen  Doppelblatte  ^  oder  auch  auf  %  ziehen  kann.  Die- 
selben ordnen  sich,  sofern  man  die  4  Berührungspunkte  der  Tangenten 

tik  als  unüberschreithar  betrachtet,  in  G  Chussen  ein,  je  nach  den  beiden 
Segmeuten  der  umgrenzenden  Ellij)sc,  welclie  sie  überschreiten,  lleissen 
die  letzteren  N,  und  >SV,  so  soll  die  Meridiaucurve  hik  gejiannt  werden. 
Diesen  ha  legen  wir,  vermöge  einer  willkürliclieu  Festsetzung,  je  einen 
positiven  Sinn  bei  ,  wie  dies  in  der  beistehenden  Zeichnung  (in  der  die 
Pfeile  sieb  auf  die  Vorderseita  beziehen  sollen)  gig,  4. 

für  die  Ellipse      geschehen  ist  (Fig.  4): 

Die  betr.  Festsetzung  für  das  Doppel bhitt 
X  ^^  erde  ähnlich,  aber  gerade  umgekehrt  ge- 
trotlen. 

Führt  man  dann  au  den  verschiedenen  hu  die  Integrale  /  in  po- 
sitiver Kichtung  vorl)ei .  sf)  ergeben  sich  Periodicitatsmoduln  0  oder 
+  2/.^,  wie  sie  in  der  folgenden  Tabelle  vereinigt  sind.  Diese  Tabelle 
gilt  gleichmässig  für  ^  und  Xt  insofern  zusammengehörige  Unendlich- 
keitspunkte bei  V  und  x  t'ntgegeng<'setzte  Vorzeichen  der  bez.  unend- 
lich werdenden  Integrale  aufweisen:  * 


*23 

^3 

6,, 

6,, 

0 

—  2ix 

—  2»« 

4-2ta 

0^ 

0 

—  2t« 

0 

+  2t9i^ 

0 

+  2t« 

0 

Is 

-f-  2%« 

-f.  2t« 

0 

0 

0 

+  2t« 

0 

0 

0 

—  2t« 

^2t«^ 

—  2i«" 

Diese  Tabelle  bestätigt  die  folgenden,  auch  umnfttellMir  aus  der 
Figur  ersichtlichen  Relationen  iwischen  den  hai 

&I2       ^13  -  2>28  —  —  ^14  + 
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•       §  5. 

Ableitung  von  Carven  vierter  Ordnung  äus  dem  ElUpBenpaare. 
Ëiutheilimg;  der  Corveu  vierter  Ordnung. 

Bei  den  nun  folgeudeu  ErÖrterungeu  mag  zunächst  von  Ordnungs- 
Curven  die  Rede  sein;  man  fasst  die  bei  ihnen  auftretenden  Vurkomm- 
uisäe  leichter  auf  und  kann  sie  prägnanter  bezeichnen.  Dem  {Studium 
der  Integrale  legen  wir  immer  die  Classencurven  zu  Grunde;  wir  haben 
daher  später  die  jetzt  abzuleitenden  Resultate  von  den  Ordnungacurven 
auf  sie  '/u  übertragen. 

ÌÙ6  sei  also  jetzt  ein  Ellipsen paar  iu  i^unktcoordiuateu  gegeben: 

♦'-0,  z-o, 

wo 

^'-«o2x'-|-&2y«  —  1, 

X' =  h^x'^ -j- ahf' —  Ì. 
8ü  wird  man  aus  ihm  durcli  den  ])ekai.n<en  Process  iler  Auflösung 
der  Doppelpunkte  im  Ganzen  sechs  verschiedene  Curven  vierter  Ord- 
nung der  Art  nach  erzeugen.  Fünf  derselben,  deren  Hetraclitung  wei- 
terhin ausreicht,  sind  auf  Tafel  1.  si  hciiiuti-seli  dargestellt.  Ich  be- 
zeichne a,  c,  c,  d  bez.  als  cicr-f  drci-f  zwei-,  cinthciliye  Curve,  b  als 
Giirtdcurvc  (vergi.  Zeuthen:  Sur  les  formes  difl'érentes  des  courbes 
du  quatrième  ordre,  diese  Aunalen  Bd.  VII).  Dass  diese  Curventypen 
exiatiren  und  in  der  That  aus  dem  Ellipseupaare  abgeleitet  wôcden 
können,  geht  aus  den  sonst  bekannten  Untersuchungen  henror.  Indess 
will  ich  hier  ausdrficklich  bez.  Gleichungen  zusammenstellen,  damit  zu 
einer  am  Beispiele  zu  leistenden,  rechnerischen  DurchfQhrung  der  weiter- 
hin anzustellenden  Betrachtungen  alle  Elemente,  gegeben  seien. 

Es  sei  ë  eine  sehr  kleine  Constante.   Dann  wird  die  Gleichung 

da  die  betr.  Curve  mit  dem  Ellipseupaare  keinen  reellen  Punkt  gemein 
haben  kann,  je  nachdem  s  negativ  oder  positiv  ist,  eine  viertheilige 
Curve  oder  eine  Gflrtelcurve  darstellen. 

Um  ferner  eine  dreitheiUge  Curve  oder  eine  eintheilige  zu  gewinnen, 
schlage  man  um  den  auszuzeichnenden  Durchschnittspunkt  von  ^f,  % 
einen  kleinen  Kreis,  der,  unter  ff  eine  kleine  Grösse  verstanden,  die 
Gleichung  haben  wird: 

T^^)'  +{:■>-  ww)i  -  -  " 

und  betrachte  die  Curven: 

Für  negatives  £  kommt  die  dreitheilige,  für  positives  die  eintheilige 
Curve. 
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Eine  zweitheilij^o  Curve  endlich  ist,  unabhängig  von  dem  Vor- 
zeichen, welches  mau  £  ertheilen  mag,  durch 

vorgestellt. 

Die  so  erzeugten  Curvcn  vierter  Ordnung  repräsentiren  iiint  von 
den  sechs  Arten,  in  welche  man  die  Curven  vierter  Ordnung  ohne 
Doppelpunkt  nach  der  Zahl  und  Lage  der  bei  ihnen  vorhandenen  Züge 
eintheilen  kann.  Die  sechste  Art,  die  wir  hier  nicht  erhielten  und  die 
desshalb  auch  weiterbin  ausgeschlossen  hleiben  mag,  ist  die  imaginäre 
Cufvef  d.  h.  diijeuige,  die  keine  reellen  Zflge  enthält.  (Auch  ihre  Glei- 
chung denke  ich  mir  weiterhin,  wenn  gelegentlich  Yon  derselben  die 
Bede  ist,  mit  reeOeii  Coëffîoienten.) 

Eine  wesentliche  Eigenschaft  dieser  Eintheilung  der  Cunren  vitirter 
Ordnung  in  sechs  Arten  ist  in  dem  folgenSen  Satze  ausgesprochen, 
der  weiterhin  eine  fundamentale  Bedeutung  für  die  Tragweite  unserer 
Untersuchungen  gewinnt: 

Van  jeder  aU{jemeinen*)  Curve  vœrfrr  Orânumi  Icann  man  zu  jeder 
anderen,  die  derselben  Art  angehört^  durch  allmähliche  reelle  Aendertnig 
der  Coiistantcn  übert/ekenf  ohne  does  bei  dem  Uebergangsprecesse  Curven 
mit  Doppelpunkt  oder  gar  allgemeine  Ckirtfen,  die  einer  anderen  Art 
angehören,  iiberschritfm  zu  werden  brauchten. 

Ein  directer  Beweis  dieses  Satzes  hat  keine  Schwierigkeit,  aber  er 
ist  weitläufig.  Es  soll  hier  von  einem  solchen  Beweise  um  so  mehr 
Abstand  genommen  werden,  als  die  bei  ihm  nötliig  weidenden  i3e- 
traclitungen  mit  denjenigen,  die  im  gegenwärtigen  Aufsatze  zu  ent- 
wickeln sind,  wenig  Bezieliungspunkte  haben.  Dagegen  sei  augedeutet, 
dass  man  iliii  vermöge  kurzer  Zwischeubetrachtungen  iiiliren  kann, 
wenn  man  aut  frühere  Untersuchungen  von  Zeuthen  und  mir  zurück- 
greift. Ich  habe  (diese  Annalen  Bd.  VI,  p.  562)  gezeigt,  dass  ein  ähn- 
Ueher  Satz  gilt  filr  die  fDnf  Arten,  welche  man  nach  Schlaf  Ii  bei 
den  allgemeinen  Flächen  dritter  Ordnung  m  unterscheiden  hat  Es 
hat  dann  Zeuthen  bewiesen  (ibid.  Bd.  VII,  p.  4i^8),  dass  die  Arten  der 
Cur?en  vierter  Ordnung  den  fìlnf  Flächenarten  in  sehr  einfacher  Weise 
entsprechen.  Projicirt  man  die  JF*,  von  einem  ihrer  Punkte  aus  stereo- 
graphisch auf  eine  Ebene,  so  tritt  als  scheinKare  Umhüllung  bei  den 
Arten  I,  U,  III,  IV  von  Schläfli  eine  viertheilige^  drei-,  zwei-,  ein- 
theilige  Curve  vierter  Ordnung  auf.  Die  Art  V  ergiebt,  bei  analoger 
Construction ,  je  nachdem  man  den  Projectionspunkt  auf  ihrem  unpaaren 
oder  paaren  Theile  annimmt,  die  Gflrtelcorve  und  die  ima^nnilie  Curve. 
Umgekehrt  kann  auch  jede  Curve  vierter  Ordnung  aus  der  entspre- 

*)  Ala  „aUgemein**  rind  hier  die  Ordniingicunren  ohne  Doppelpunkt,  •pftter 
die  Clanencarven  ohne  Doppeltaageate  der  Kflne  wegen  beaeiehnet. 
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chenden  FlSchenart  in  der  uugegtîbeuen  Weise  gewonnen  werden. 
Hierin  liegt  der  von  uns  gewünschte  Beweis.  Um  ihn  völlig  zu  führen, 
hat  man  nur  noch  die  Modificationen  .zu  untersuchen,  weichere  schein- 
bare Umhttllungscarre  erfahrt,  wenn  der  Projecüonspunkt  auf  der  fest 
gedachten  Fl&che  beliebig  venchoben  wird.  Aber  auch  Dieses  hat 
Zeuthen  ausgeführt  (Etudes  des  propriétés  de  situation  des  surfaces 
cubiques;  diese  Annalen  Bd.  VIII). 

Als  irrelevant  wird  bei  der  hier  festgehaltenen  Eintheilnng  der  C« 
eine  Aenderung  der  Gurre  betrachtet,  die  Zeuthen  in  seiner  Discussion 
der  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Gurren  yierter  Ordnung  (1.  c.)  aus- 
führlich untersuchte  und  deren  Analogen  bei  Gurren  Ordnung  ich 
zum  Gegenstande  einer  neuerlichen  Mittheilung  machte  (diese  Annalen 
Bd.  X  ;  p.  199).  Es  kann  eintreten,  dass  zwei  Wendungen  der  Gurre, 
die  reell  waren,  zusammenrücken  und  imaginär  werden,  oder  umge- 
kehrt, dass  zwei  neue  reelle  Wendungen  entstehen,  indem  zwei  ima- 
ginäre sich  vorab  in  einen  reellen  Punkt  rereinigen.  Gleichzeitig 
wechselt  dann  eine  der  vier  reellen  Doppeltiiugenten  erster  Art,  welche 
die  Curve  hcsitzt,  ihre  Hedeiitung  für  die  Curvo.  Hatto  die  Doppel- 
taiigeuto  r(;clle  Berührungspunkte,  so  wird  sie  isülirtj  war  sie  isolirt^ 
so  erhält  sie  reelle  Berührungspunkte. 

Indem  wir  jetzt  die  nunmehr  fiir  Ordnungscurven  gewonneneu 
Uo.sultate  auf  Classencurven  übertragen,  beginnen  wir  mit  einer  Er- 
läuterung des  let/terwäliiiten  Vorkommnisses  und  seiner  Bedeutung  für 
die  betr.  Ki e  manu 'sehe  Fläche. 


ïïebertragQiMlf  uif  dainenoimreii. 

Der  Ai  iulerungsprocess  der  Classencurve,  welcher  hier  zunäciist 
in  Betracht  kommt,  ist  bekanntlich  der  lolgonde:  Eine  Curve,  welche 
zwei  reelle  Spitzen  und  in  deren  Näiic  einen  öelbstüberkreuzungspunkt 
besitzt,  verliert  die  8i»itzen  dadurch,  dass  sie  zusammenrücken  und 
imaginär  werden;  der  .SelbstUberkrcuzuugspuukt  geht  dabei  in  einen 
isolirteu  Doppelpunkt  über: 


Fig.  à. 


Man  denke  sich  jetzt  die  zugehörige  Aiemann'^che  Fläche  con- 
struirt,  unter  der  Voraussetzung,  dass  man  es  mit  einer  Gurre  rierter 
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Clane  zu  tlum  hat.  So  werden,  im  ersten  Falle,  die  verschiedenen 
aiigrenaenden  Theile  der  Ebene  mit  einer  Anzahl  von  Blättern  flber- 

deckt  sein ,  die  in  der  Fiirur  6 

angegeben  ist.    Denn  die  Zahl  ^ 
der  Blätter  wächst  jedesmal  um 


zwei  Einheiten,  sobald  man 
von  der  convexeu  Seite  eines 
Curvenzuges  auf  die  concavo 
hinübertritt;  sie  kuun  l'erjier 
nie  nef^ativ  und  in  unserem 


Falle  nie  grösser  als  4  werden. 

Diese  Anzahlen  können  sich  nun  bei  dem  in  Rede  stehendeu 
Uebergange  für  Stellen,  die  nicht  iu  nnmittelbarer  Nähe  der  moditi- 
eirlen  SingnlaritSt  Hegen,  nicht  ändern.  Es  mnas  auch  jeder  Weg  auf 
der  Riem  an  n 'sehen  Flftehe,  der  nicht  an  die  singuläre  Stelle  hinan- 
tritt,  nach  der  Umänderung  seinen  Charakter  behalten  haben.  Dies 
wird  dadurch  möglich,  dass  der  hdr,  Doppelpunkt  in  dem  AugetdiUd^e, 
in  vfddtem  er  iadUrt  wird,  0u  einem  DofpdverMweigungapunkie  der  Eie- 
mann'sdien  Fläche  umgeskdtet. 

Unter  einem  Doppelverzweigungspunkte  verstehe  ich  dabei  einen 
solchen  Punkt  der  Ebene,  in  welchem  sich  gleichseitig  zwei  Paare  von 
Blättern  der  Riemanu'schen  Fläche  verzweigen.  Andere  Verzwei- 
gungspunkte können  bei  einer  Curve,  deren  Gleichung  nur  reelle  Coef- 
ficienten  besitzt,  nicht  auftreten.  Denn  die  Blätter  der  betr.  Rie- 
mann'sehen  Fläche  gehören  paarweise  zusammen  (immer  diejenigen 
beiden,  welche  conjugirt  imaginäre  Tangenten  reprasentiren),  und  ein 
Vorkommniss,  welches  sich  in  dem  einen  Blatte  einstellt,  muss  auch 
in  dem  zugehörigen  Blatte  entsprechend  stiittliuden  (wegen  aller  dieser 
Verhältnisse  veri;!,  die  n;u hfulgende  Mittheilung:  Uchcr  c'nic  neue  Art 
lier  HirìD  a  liìi'si  Ili  il.  FUiclicn,  IL).  Zu  einer  j^okiien  Verzweigung  iu 
■  einem  isoliiten  Doppelpunkte  ist  aber  de.sshalb  Aulass  gegeben,  weil 
die  vier  imaginären  Tangeuten,  die  nuiu  von  unmittelbar  benachbarten 
Punkten  der  Ebene  an  die  Curve  leiten  kanii ,  für  ihn  jiaarwoiso  zu- 
sammenfallen und  also  in  ihm  zweimal  zwei  Blätter  der  Kicniann'- 
schen  Fläche  einen  Funkt  gemein  haben.  Dass  aber  in  ihm  eine 
Verzweigung  entstehen  Dittôs,  erweisen  die  umstehenden  Zeichnungen 
(Fig.  7  und  8). 

In  der  ersten  der  beiden  Figuren  ist  die  Fläche  angedeutet^  welche 
zu  der  Curve  mit  reellen  Spitzen  gehört;  ihren  Blättern  is4»  aus  Sym- 
metnegrOnden,  eine  solche  Anordnung  gegeben,  dass  sie  sich  in  einer  vom 
Selbstilberkreozungspunkte  ausgehenden  Curve  durchdringen.  Ausser- 
dem ist  auf  der  Fläche  eine  Curve  gezogen,  welche  die  singuläien 
Punkte  mit  weiter  Schleife  umgiebi   Würde  nun  der  isolirte  Doppel-  « 
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piiiikt  zu  keiner  Verzweigung  Anlass  geben  und  also  bei  der  modili- 
cirteu  Fläche  keiue  Durchdringung  der  Blätter  »tattündeu,  so  würde 


l'i,-.  7  Kig.  8. 


eben  dieser  Weg  seinen  Charakter  ftndeni,  was  nach  dem  Obigen  nn- 
müglich  ist.  Man  hat  sich  also  die  Vorstellung  zu  bilden,  welche  durch 
die  zweite  der  vorstehenden  Figuren  zur  Anschauung  gebracht  werden 
soll.  Von  dem  isolirten  Doppelpunkte  gehen  zwei  gleichlaufende  Ver> 
zweigungsschnitte  aus,  von  denen  der  eine  die  beiden  oberen,  der 
andere  (in  der  Figur  nicht  sichtbare)  die  beiden  unteren  Blätter  ver^ 
bindet.  Zugleidi  ist  deutlich,  wie  die  zweite  Figur  aus  der  ersten  durch 
continuirliche  Âenderung  entsteht  — 

Die  hiermit  erläuterte  Umgestaltung  der  Eiemann'schen  Fläche 
(die  natOrlich  in  dem  hier  geschilderten  Sinne  sowohl  als  im  umge- 
kehrten vor  sich  gehen  kann)  ist  nun,  wie  leicht  zu  zeigen,  die  ein- 
zige, die  Überhaupt  auftritt,  wenn  man  die  Constanten  der  allgemeinen 
Curve  vierter  Classe  fibrigens  beliebig  doch  nur  so  weit  ändert,  dass 
keine  Curve  mit  Doppeltangente  erreicht  wird. 

Audeis  ausgedrückt:  Bebrackkt  man  die  helbr.  ümffestaUwng  der 
liiemann'sehen  Fläche  als  irreievafU,  so  haiben  alle  aUgemeinen  Curven 
vierter  Classe,  die  ßu  dersdben  Art  gehören,  identische  Biemann'sehe 
Flächen. 

Dieser  Satz  gestattet,  dieselben  Schnitte,  welche  wir  weiterhin  an 
den  Riemann'schen  Flächen  besonders  ausgewählter  Classencurven 
ausführen  werden,  an  den  Riemann'schen  Flächen  aller  Classencurven 
derselben  Art  anzubringen  und  dadurch  die  Schlüsse,  welche  wir  für 
die  speciellen  Curven  ableiten,  auf  alle  Curven  derselben  Art  zu  fibers 
tragen.  So  sind  denn  auch  die  Sätze  der  §  14.,  lö.,  obgleich  zunächst 
nur  fflr  die  besonderen  Curven  bewiesen,  sofort  fär  aüe  viertheiligen, 
dreitheiligen  etc.  Curven  ausgesprochen.  Aber  es  mag  genügen,  diese 
Tragweite  der  genannten  Satze  hier  behauptet  und  das  Princip  des  Be* 
weises  genannt  zu  haben;  die  unmittelbare  Anschaulichkeit  der  weiteren 
Betrachtungen,  die  ich  gern  festhalten  mikhte,  schien  mir  eine  Be- 
schränkung auf  conerete  Curveuformen  durchaus  zu  verlangen. 
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§  7. 

Olaasenciirven,  die  aioli  an  das  Ëllipsenpaar  ansohliessen. 

*  Diese  besonderen  Carven,  auf  welche  rich  weiterhin  die  Unter- 
Buchung  beschiänken  soll,  sind  diejenigen,  welche  sich  unmittelbar 

aus  dem  Ellipsenpaare  ^,  %  ableiten  lassen,  und  den  Curven  vierter 
Ordnung,  welche  wir  in  §  Ô.  gewonnen  }inben,  dualistisch  entgegen» 
stehen.  Die  betr.  Figuren  sind  auf  Tafel  II;  III  zusammengestellt. 
Die  sugehSrigen  Gleichungen  erhält  man  unmittelbar  aus  der  in  §  5. 

angegebenen,  indem  man  x  und  y  durch  —  und  —,  ijf  und  %  durch  die 

froheren  it  und  %  ersetzt 

Was  die  Gestalt  dieser  Curven  angeht,  so  kann  man  sie  etwa  in 
folgender  Weise  festhalten.  Bei  jeder  Curve  finden  sich  StQcke,  die 
aus  den  S^raentcn  S^,  5,,  S^,  der  Ellipse  und  solche,  die  aus 
den  S^piienten  der  Ëliipse  %  entstanden  sind.  Diese  sind  unter  ein- 
ander verbunden  durch  Curvenzüge,  welche  bez.  aus  den  gemeinsamen 
Tangenten  der  beiden  Ellipsen  f^^,  i^^,  hervorgehen,  indem 
man,  bei  der  einzelnen  Tangente,  entweder  das  durch  das  Unendliche 
hindurch  sich  erstreckende  Segment  in  zwei  Züge  spaltet  oder  das  im 
Endlichen  V)etind!iche  (während  man  das  andere  Segment  verschwinden 
liisst).  Die  Benennungen  .S\ ,  tu  sollen  dementsprechend  weiterliin  zur 
Bezeichnung  der  verschiedenen  Stücke,  die  man  bei  der  einzelneu 
Classencurve  unterscheiden  kann,  gebraucht  werden. 

Um  von  den  zugehörigen  Jliem  an n '.sehen  Fliiclien  eine  möglichst 
an.schauliche  Vorstellung  zu  gehen,  habe  ich  auf  Tal'el  IV  eine  ausge- 
führte Zeichnung  beigegeben  (deren  Anfertigung  ich  Herrn  Öchleier- 
m ach  er  verdanke).  Dieselbe  stellt  eine  viertheilige  Curve  vor,  welche 
80  gewählt  ist,  dass  ihre  28  Doppelpunkte  alle  ins  Endliche  fallen. 
Die  Figur  ist  folgeudermassen  entworfen  worden.  Wir  haben  zuerst, 
unter  Benutzung  gew.  rechtwinkliger  Coordinaten,  eine  Zeichnung  der 
Curve 

ausgefflhrt^  indem  die  Coordinaten  der  hauptsäch- 
lichen Punkte  berechnet  wurden.  Sodann  ergab 
sich  die  Zeichnung  der  Tafel  IV  durch  geeignete 

Centralprojection . 

Auf  jeder  einzelneu  der  K  iemann 'sehen 
Flachen,  welche  zu  den  Curven  der  Tafel  II,  Iii 
gehören,  wird  man  jetzt  Meridianeurven  con- 
struiren  können,  die  den  hu  entsprechen,  welche 
sich  auf  dem  Doppelblatte  tl>  befanden,  oder  auch 
den  h,,^  die  sich  auf  %  bezogen.  Die  ò,i  von  ^  übertragen  sich  z.  H. 
folgeudermassen  auf  die  Iii  e  manu 'sehe  Fläche  der  GOrtelcurve  (Fig.  9). 
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Die  linearen  Relationen  zwischen  den  ha,  wie  sie  oben  angegeben 
warden,  bleiben  dabei  erhalten. 
Nun  behaupte  ich: 

Die  Meridtaneurven  htt,  toddtevon  âer  Ellipse  if  herstammen,  sind 
mit  den  hes,  gleiehbenanntcn  Meridtaneurven  ha  y  die  von  der  Ellipse  % 
herühcrgcnommen  werden  können,  a/uf  der  neuen  Riemann'sdien  FUUAe 
äquivalent. 

In  der  That,  die  Meridiancunren 

^1»»  ^U9  ^nt  ^24» 

welche  von  if,  und  die  gleichbenannten,  welche  von  %  herstammen, 
gelien,  anch  dem  Sinne  nach,  in  einander  Aber,  wenn  man  sie  einfach 
läiigs  derjenigen  „Bänder^  der  Ri emann 'sehen  l<1âche  verschiebt»  die 
durch  Spaltung  der  Tangenten 

hi)  ^ni  ^4 

eutstanden  sind.    Die  Aequivalenz  der  zweierlei 

{Tf^fieljt  sich  dann  (lai;uis,  dass  sich  dieselben  durch  die  andereu  bn  ver- 
möge (lersclbi'u  (ileidiungen  liueur  ausdrücken. 

Es  wird  daher  gestattet  sein,  im  FolircndtMi  sclilechthiu  von  Meridiau- 
eurveu  hu  zu  reden,  die  auf  unseren  K  leniaun  sciicn  Fliiclicn  verlaufen; 
auch  der  Sinn,  der  bei  ihnen  als  positiv  gelten  soll,  ist  durch  die 
frühere  Verabredung  gegeben. 

§  8. 

Oonstmotion  der  Noimaliutogiale. 

Die  Àrt  und  Weüe,  vermöge  deren  Riemann  seine  Normalinte- 
grale erster  Gattung  gewinnt,  mag  fttr  unseren  Eall  folgendermassen 

ausgesprochen  werden: 

3fan  ziehe  auf  der  Fläche' drei  {p)  ItücHchrschnitte,  deren  gleich- 
zeitiges  Bestehen  noch  kein  Zerfallen  der  Fläche  herbeiführt.  Dann 
bestimme  mnn  drei  Integrale  so,  dass  sie,  an  diesen  Mückkehrscknitten 
in  besUmnUem  Sinne  entlanff  geleilet,  die  Perioden  ergeben: 

2%n  0  0 
0  2in  0 
0     0  2t«. 

Sie  kotmen  als  Normalintcgrale  genommen  werden. 
Nun  aber  zeigt  sich,  dass  man  auf  vier  verschiedene  Weisen  unier 
den  sechs  Meridiaucurven  ba  drei  solche  hemussuchen  kann,  die  als  un- 
abhängige Rfickkehrschnitte  benutat  werden  können.    Es  sind  das 
jedesmal  diejenigen  btk,  welche  einen  Index  gemein  haben.    In  der 
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Tliat,  man  zerschueide  die  zu  einer  beliebigen  unserer  Curven  gehörige 
Fläche  längs  solcher  b^^f  Ò24;  b^i,  die  ron  der  ßUipse  1^  herstammen. 
80  serfSnt  die  Fliehe  noeh  nîehî  Das  elliptische  Doppelblatt  if,  an 
sich  genoratnen,  wäre  freilich  in  vier  Stficke  zerfallen,  aber  jedes  dieser 
Stocke  ist  jetzt,  fermöge  der  ;,Küider^  ti^,  an  das  unzerSchnittene 
Doppelblatt  %  befestigt. 
-  Wir  weiden,  dementsprechendi  jetat  drei  Normalintegrale  anfsnchen: 
3i>  Sai  St*  welche,  an  b^,  b^,  b^  in  positifem  Sinne  vorfaeigeleite^ 
die  Perioden  ergebe: 


^4 

hu 

3. 

0 

0 

3« 

0 

0 

Ss 

0 

0 

+  2t« 

Dabei  drängt  sich  von  selbst  der  Satz  auf:  Wenn  man  aus  der  Classen- 
curve  rückwärts  wieder  das  EUipsenpaar  %  entsteigen  lüsstf  so  gehen 
diejetet  gesuchkn  Normalintegrale  eben  in  die  früher  vm  uns  beiradiieten 
(auch  sdtm  als  NormainUegraie  beeeichneten)  J, ,  1.^,  über.  Denn 
letztere  verhielten  sich  an  b.j^,  h^^^  wie  wir  es  jetzt  von  3i;  3» 
fordern. 

Wenn  wir  also  setzen: 

(wo  q)  die  linke  Seite  der  Gleichung  der  Curve  4.  Classe  bedeutet),  so 
folgt:  So  lange  <p  nicht  sehr  von  ^  •  %  verschieden  ist^  können  die  unter 
den  Integralzeiciten  stehmden  Ausdrücke 

ttkU  4-  ^>kV  -\-  CkW  (/j  =  l ,  2,  3) 

in  (  rsh  r  Annäherung  gleich  gesetzt  tcerden  deti  bei  /j,  vorkommen- 
den linearen  Functionen,  d.  h.  hcz. 

-  2(a«— 6«)  (—  yi^^*u+w) , 

—  2 (6'  —  a«)  (+  Ya' -\-b--v+w). 
Bezeichnen  wir  wieder  den  Punkt,  dessen  Gleichung  ist 

ükU  -{-  bkV  +  CkW  =  0 
als  Nullpunkt  des  betr.  Integrals,  so  können  wir  auch  sagen:  Die 
NuUpunkfc  der  nrsxrhfen  Normalinfegraìc  iiegrn  liest,  in  der  Nähe  der 
NuUpunkff  (1er  friilirr  in  (rarhtvten  NorììKiliìtfrgralc. 

Ehe  wir  diese  Beziehung  weiter  verfol^^cn,  werden  wir,  der  Sym- 
metrie wegen,  neben  3,,        «33  ^^^^  entsprechendes 
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einführen.  Die  im  Zähler  des  zn<;eliüri|^en  Differentials  auftretende 
lineare  Function  wird  nahezu  gleich  gesetzt  werden  können: 

-  2  (5' — a^)  (—  /a' + •  t; + u;) , 
man  wird  die  Relation  haben: 

und  das  Verhalten  der  J»  an  den  verschiedenen  Meridianeonren  ba 
wird  durch  die  frOher  fSr  die      entworfene  Tabelle  gegeben  sein: 


6,» 

hi 

634 

3. 

0 

—  2»« 

—  2»« 

o_ 

—  2Ì7r 

0 

-\-2Ì7C 

0 

Ss 

+  2»ff 

0 

0 

ü 

34 

0 

0 

0 

—  2far 

—  2»3r 

—  2»« 

§9. 

Die  Nomalintegrale  sind  reell.    Umkehrprobleme  mit  reellen  Lösungen. 

Wir  zeigen  jetzt  zunächst:  dir  Normal intcfjrale  ^  sind  reell,  d.  h. 
ihre  Differentiale  enthalten  nur  reelle  Coefficienten  und  weichen  also 
von  den  Differentialen  der  /  nur  utn  reelle  Correctioiisf^lieiler  ah.  In 
der  That,  man  kann  sich  die  \  folüendtTiuassen  bestimmt  denken.  Kh 
seien  j, ,  ./.^ ,  ^"3  irgejul  drei  unahhUngige.  rrr/Zr  Intenrrale  erster  Gattung. 
JjeHef  ììinn  ein  so/cAr.v  httajral  lä)/;/s  einer  MeraÌKiìnurrc  hm  cntluntj, 
so  ir/dill  man  immer  eine  rein  intat/iniire  J'iriode.  Die  ]\leridiancin*ve 
überdeckt  nämlich  zweimal  dcnsclhen  Weg,  einmal  auf  der  Vorderseite, 
das  andere  Mal  mit  umgekehrtem  .Sinne  auf  ik-r  Kückseite  der  Fläche 
verlaufend.  Wird  nun  das  eine  Mal  beim  iliniutegriren  der  Betrag 
a  -\-  ßi  gewonnen,  so  liefert  der  Rttckgang,  weil  er  die  conjugirt  ima- 
ginären Wertbe  aber  im  umgekehrten  Sinne  überschreitet,  —  a  4~  ßh 
und  der  Werth  der  ganzen  Periode  ist  2/3»,  w.  z.  b.  Dementsprechend 
mögen  die  Perioden ,  welche  die bei  Hinleitong  längs  b^^,  h.^^,  h.^^ 
erhalten,  ißki»  ißktt  ißk9  genannt  sein.   8ei  jetzt  z.  B.  das  gesuchte  J| 

►So  wild  man,  aus  den  Perioden werthen,  die  ^«,1,  an  h^^,  auf- 
weisen soll,  folgende  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  a  erhalten: 

Dies  aber  sind  reelle  Gleichungen;  sie  geben  reelle  Werthe  der  a  und 
also  ein  reelles  Normalintegral  ^j. 
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Ein  reelles  Integral,  an  einem  reellen  OnrYen/.uge  vorbeigeleitet, 
ergiebt  offenbar  einen  reellen  Betrag.  Wir  kennen  daher  folgenden 
Sata  aussprechen: 

BétrackUi  man  als  untere  Orenee  der  NormaUnkgrak  %k  redh 
Punieie  der  (kirve  vierter  Classe,  so  erhaiUen  edle  reéfkn  Funkte  derselbm 
Integrahoerthe,  die,  moduh  2ìm,  den  imaffinären  HesUmdlkeU  0  oder  ' 
im  besitgen. 

Jeder  reelle  ^Ponkt  ist  nSmlich  ?on  dem  dann  Yorhandenen  An- 
fang8|mnkte  der  Integration  zu  erreichen,  indem  man  Stücke  von  reellen 
Currenzfigen  und  oy.  Sttlcke  von  Meridiancnnren  ha  durchHlnfi  Die 
letzteren  sind  aber  insoweit  ihrer  (hOsse  nach  bestimmt,  als  sie  immer 
von  einem  reellen  Ourvensuge  1)is  zu  einem  zweiten  reellen  Zuge  hin- 
loiten;  sie  sind,  sozusagen,  halbe  Meridianciirven.  Da  aber  das  Durch- 
laufen der  gnn/en  Meridiaucurve  für  das  Normalintegral  die  Periode 
0  oder  ^2 ire  liefert,  so  ergiebt,  wie  aus  dem  analogen  eben  aiugefOhrt^ 
Beweise  erhellt,  die  halbe  Meridiancurve  einen  Betrag,  dessen  imagi- 
närer Theil  0  oder  :^Ì9  betragt.  Hierin  liegt  der  Beweis  des  neuen 
Satzes. 

Au  ihn  können  wir  sofort  eine  sehr  einfache  Untersuchung  knüpfen 
über  die  Hcfditüisvrrliültnisse  des  J a c ohi' sehen  Umkchrprohlcnts ,  eine 
Üntersuchniig,  die  für  die  weiterhin  abzuleitenden  Resultate  (§  14.)  von 
wescnilichcr  fìcdciitung  ist.  Die  unteren  (ìrenzen  der  Integrale  seien 
wieder  in  rrrllr  Punkte  dfr  Curve  t^elcgt.  Dann  sollen  drei  Punkte 
X,  y,  s  der  iUe mann  scheu  Fläche  gesucht  werden ,  so  dass 

3s  "t"  3»  +  3S    ''s  » 

wo  die  V  gegebene  (irösaen  sind.    Iv^  werde  ausserdem  angenommen, 

was  für  das  P\)lgendo  ausreicht,  duss  dies  Problem  nicht  zu  den  unbe- 
stimmten gehört.  »So  behaupte  ich:  das  l'unUetripcl  x ,  i/ ,  z  wird  dann 
lind  ìiìir  {lann  nrli  st  In,  h'cìììì  die  Imaiiinihni  Jlrsfandflirllf  der 
modtdo  2Ì7t,  Null  oder  lit  iithtujoi.  Ais  reell  ist  dabei  ein  Tripel  be- 
zeichnet, wenn  entweder  alle  Elemente  desselben  reell  sind,  oder  nur 
eines,  aber  die  beiden  anderen  conjugirt  imaginär. 

Der  Beweis  ist  einfach  diosor.  Es  sei  v^=(n-\- 1 ßi^ .  8o  l)etrachten 
wir  ein  zweit^'s  l  nikeiirproijieni,  liir  welches  die  gciii  lu  nt  n  Grössen 
Vk=^fik— >  fii.  •  Die  Lösung  desselben  wird  durch  ein  'Irijul  vorgestellt 
sein,  welcher  zu  dem  ursjuünglichen  gesuchten  'J'rijtel  conjugirt  ima- 
ginär ist.  Sind  nun  die  (ii  Null  oder  n  (modulo  so  stimmen 
die  Vi  uiul  ri  (nu)dnlo  2 in)  überein.    Die  beiden  conjugirten  Tripel 

Matbomatitobo  AudaIou.  X.  .  2ß 
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mOiseii  .daher,  der  vmusgcfietzteii  Eindeutigkeit  des  Umkehr- 

problems, identisch  sein,  d.  h.  das  geeoohte  Tripel  ist  reeU. 

Allgemeiner,  es  werde  eine  Gruppe  von  n  Punkten  gesucht^  so  dass 

3^  +  3?  +  Sr-t'»» 

man  soll  diese  Punkte  unter  ev.  Zuhülfenahme  fester  Punkte  durch  ein 
Cunrensystem  ans  der  Gur?e  vierten  Grades  ausschneiden.  Dieses  Curveii- 
System  wird  datin  und  nur  dann  reell  sriv,  d.  Ii.  ehe  Gleichung  besitßeny 
in  der,  ahgeseìum  von  dm  unbestimmt  hkibendi})  Parnmeteni,  nur  reeüe 
(Wffìdcrdcn  vorkommen ,  wenn  die  imaginären  JJestandUteile  der  Vk  (mo- 
dulo  2ix)  NuU  oder  ix  sind. 

§  10. 

Der  Verlauf  der  Nonualintegrale. 

Wir  wollen  uns  jetzt  <iic  Aiir<^'abo  stellen,  im  Sinne  der  in  §  1. 
auseinandergesetzten  Methode  tien  Verlauf  der  Nornialintegrale  3*  »wf 
den  zugehörigen  K ieni an n  schon  Fläclien  durch  scliemaiischo  Zeichnung 
zur  vollen  Anscliauun*^  /u  brini^'eii  uml  rückwärts  aus  der  Zeichnung 
die  charakteristis(  lieii  IVriodicitütaeigenschaften  dieser  liitet^rale  wieder 
abzuleiten.  Inzwischen  soll  das  nur  für  die  viertlieilige  Curve  und 
für  die  (iürtelcurve  hier  durchu^ef i'ilirt  werden.  Hei  der  symmetrischen 
Gestalt,  welclie  diese  beiden  Curven  l)esitzeij,  haben  ,  xVh  v'n» 
dieselbe  IJezieiiun«^  zur  Curve;  es  genügt,  eines  derselben  zu  repräsen- 
tiren,  und  wir  wollen  ^y.,  zu  diesem  Zwecke  auswühlen. 

Betrachten  wir  vorab  das  Eliipsenpaar  4>  •  x  und  das  zugehr>rigc 
Integral  Indem  wir  dasselbe  gleich  F-^^  iQ  setzen  und  nun,  auf 
jedem  der  beiden  elliptischen  Doppelbläiter,  die  Cunren  P^C^  Ç^^C 
nach  Anleitung  des  §  2.  zeichnen,  erhalten  wir  folgende  Figuren,  bei 
denen  wir,  der  grösseren  Uebersichtlichkeit  wegen,  die  Ellipsen  ^  und  % 
neben  einander  gezeichnet  haben  (Fig.  10). 

Diese  Zeichnungen  geben  einen  ersten  Anhalt  zur  Construction 
der  entsprechenden  Currensysteme  bei  den  allgemeinen  dorren.  Die- 
jenigen Partieen  der  gezeichneten  Cunrensysteme^  welche  nicht  unmittel- 
bar an  die  Berfihron^punkte  der  Doppeltangenten  (f«  hinanreichen, 
werden  sich  wesentlich  nnverSndert  auf  den  allgemeinen  Flächen  wieder 
finden. 

Man  hat  ferner  folgende  Anhaltspunkte.  Bei  den  allgemeinen 
Curven  ist  das  Integral  ein  überall  endliches  geworden,  Unendlicli- 
keitspunkte  treten  also  in  den  bez.  (Uirvensystemen  Pb=C,  Qt^^V 
nicht  aut.  Dagegen  weist  jetzt  das  Differential  d\^\j^  vier  Verschwin- 
diingspunkte  auf,  entsprechend  den  vier  Tant^enteij,  die  man  vom 
Nullpunkte  des  Integrals  an  die  Curve  legen  kann.  (Dieser  Mullpunkt 
ist,  wie  oben  angegeben,  nahezu  durch 
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vorgpstfllt).  —  ForntT  ist  deutlich,  class  die  rocllpii  VAh^r  dor  Curvt? 
selbst  zu  den  Curveu     =  C  -gehören.    Auderurseits  müssen  die  Curveu 

Vig.  10. 


P  =  O,  wenn  sic  überhaupt  zweimal  cint'U  reellen  Curven/.ug  trelien, 
Meridiancurveii  sein.  Denn  densellx'ii  Verlauf,  den  sie,  etwa  auf  der 
ol)freii  Seite  der  Fläche,  zwischen  den  genannten  t^chnittjuinkten  nehmen, 
werden  sie  rückwärts,  auf  der  anderen  Seite  der  Fläche,  ebenfalls  ein- 
schlagen müssen.  Es  folgt  hieraus  schon,  dass  diese  Ciirven  V=('  (je- 
scJdosscne  Corven  sein  mOsseu;  dass  Oberhaupt  die  Coiren  P^C  und 
Qt^C  in  den  von  uns  su  betrachtenden  Fällen  geschlossen  sind,  ergiebt 
der  in  §  1.  entwickelte  bez.  Sats  und  eine  nähere  Betrachtung  der  bei 
den  einzelnen  Figuren  hervortretenden  Lagenbeziehungen. 

§  11. 

Besondere  Betrae)itiing  der  ?ierth«Uige]i  GnrFe  und  der  Otlrteloiirve. 

Bei  der  vier&ieüigen  Curve  liegt  der  Nullpunkt 

}/a^~-\-l)^  ■  V  -\-  tv  =  0 

an  einer  Stelle,  an  der  sich  zwei  ,,Häiider",  und  überkreuzon. 
Die  vier  Tangenten,  welche  von  ihm  ausgehen,  sind  imaginär  und  also 
vorgestellt  durch  die  vier  an  dieser  Stell«-  ülx-r  einander  betindlichen 
Punkte  der  K  i  e  m  a  n  n'scheu  Fläche.  Sie  sind  die  Verschwiudungspunkte 
des  Diü'erentials  und  also  Verösielungspunktc  der  Curvensysteme  Pund  Q, 

S6« 
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Der  Terlaof  dieier  CurTenaysteme  ist  durch  die  TonHifgeBehiekteii 
Bemerkungen  Bchematisch  durchaus  bestimmt;  man  erhält  die  foigeuden 
Zeichnungen,  in  der  die.  eigentlich  einander  Oberkreuzenden  beiden 
Haupttheile  der  betr.  Fläche  neben  einander  geseichnet  sind. 


Slg.  11«. 


Dass  ilio  ('urvon  Q  ~  (-  ^fsclilosscii  sind,  crL^ii'M  siili  nus  doni 
betr.  Satze  des  §  1.,  weil  jede  von  iluuMi  mit  einem  der  vier  reellen 
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Zfîj^e  (1er  eij»eiitHclieii  Curve  einen  Canal  einscliliesst,  in  welchem  sich 
kein  V^erschwinilungspunkt  des  DiÜerentiulä  befindet.  Die  Curveu  F=^C 
siud  alle  Meridiaucurven ,  und  tilä  sulche  gescblusseii. 

Aua  diesen  Zeichnungen  bestätigt  man  das  Verhalieu  des  Integrals 
an  den  hit-  Man  kann  hy^^  bi^,  h^^y  h.^^  eine  tolebe  Lage  geben, 
dass  sie  geradezn  mit  GnrTen  P»C  zusammenfallen.  Zu  dem  Zwecke 
mu88  man  &j|  und  l.^^  bes.  durch  die  beiden  Yerachwindungspunkte  der 
Blinder  und  i^^  hindurchgehen  lassen.  Hierdurch  ist  deutlich» 
wesshalb  ne  eine  Periode  Null  ergeben,  wahrend  bi^  und  h^^  eine  nicht 
Terschwindende  Periode  liefen:  die  BeitiSge»  welche  die  beiden  HälfteUi 
in  die  (,4  oder  durch  die  betr.  beiden  Verschwindungspunkte  ser- 
legt  werden,  fOr  den  Integralwerth  ergeben,  compenaren  sich  gegen- 
seitig. Dagegen  ergeben  ,  und  h^,  insofern  sie  CurTen  P=C  sind, 
eine  rein  imaginäre,  und,  da  sie  gegen  die  Figur  symmetrisch  liegen, 
eine  gleich  grosse  Periode.  Dass  dieselbe  gleich  2ix  ist,  kann  die 
Figur  nicht  zeigen;  denn  die  Curven  P,  Q  blieben  uugcändert,  wenn 
man  statt  c  •  3:t  setzte  (wo  c  eine  beliebige,  reelle  Constante). 
Aus  den  zwischen  den  ha  bestehenden  Eelationen: 

=  ^»  —  ^» 
hi  —  ^»  +  ^4  ^      +  K 
folgt  endlich,  dass  ein  Hinf&hren  des  Integrals  längs  6,^  Null  und 
.    längs      denselben  Periodenwerth,  wie  bei  òj^,      ergeben  muss. 

Die  entsprechenden  Verhältnisse  gestalten  sich  bei  der  Owidcurve 
etwas  anders,  insofern  bei  ihr  die  vier  Tangeuten,  die  man  vom  Null- 
punkte des  Integrals  aus  an  die  Curve  legen  kann,  reell  ausfallen  und 
die  sie  reprosentirendcu  Punkte  daher  den  reellen  Curvenefigen  angeh&ren. 
In  Folge,  dessen  erscheinen  die  Verïistelnnfçeii ,  welche  die  CuTVen  P, 
Q  in  diesen  Punkten,  wie  immer  in  den  Verschwinduugspunkten  des 
Diü'erentials,  aufweisen,  in  dei  Zeichnung  perspectivisch  verkürzt.  Man 
erhält  die  folgenden  i^'iguren,  die  inzwischen  hier  nicht  eingehender  er- 
läutert  werden  sollen: 


Fl(?.  i;J».  Fili.  i:ib. 
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§  12. 

Vervollständigung  des  Quersclinittsystems. 

Die  drei  bei  Eiiiführuug  der  Norniulintegrale  3i ,  33  benutzten 
Meridianscliiiitte  h^^,  ?y,,,,  i^;.,,  sollen  jetzt  durcli  drei  weitere  Schnitte 
A^,  A^f  A^  zu  einem  j,kanoniseiien"  Quer.sclinitt.systenie  vervollständigt 
werden.  Aj  werde  so  gezogen,  dass  es  von  einem  Punkte  von  b,.i  aus- 
lautend zu  demselben  Punkte,  von  der  anderen  Seite  kommend,  zurück- 
kehrt, ohne  dabei  die  anderen  oder  etwa  schon  construirte  andere 
A  zu  überschreiten.  Indem  wir  danu  au  den  Ui  die  Integrale  3t  liio* 
leiteDi  erhalten  wir  Perioden  Oit  (es  wird  bekanntlich  aik'='aki)f  die  mit 
den  auf  die  hu  bez.  Perioden  xiuammen  eis  ToUes  Periodensystmn  bilden. 
Unsere  AufmerksamkeU  soü  hesonders  auf  den  imaginären  TheU  der  an 
geridUd  werdm\  wir  werden  finden,  dass  derselbe,  modulo  gleich  0 
oder  i%  ausfallti  je  nacb  der  Art  der  zu  Grunde  gelegten  Gurre. 

In  den  weiterhin  mitzutheilenden  Tabellen  nehmen  wir  neben  3u 
%2t  Ss  SyninetriegrQnden  auch  j|  auf;  analog  führen  wir  neben 
A^\  A^f  A^  noch  eine  Gurre ^4  ein,  deren  Definition  sieh  naturgemäss 
ergiebt.  Man  hat,  für  die  so  erweiterte  Tabelle,  auch  noch  aik=-akiVXkà 
überdies,  wegen  der  zwischen  den  ^  bestehenden  Relation:  £ait^Q 
(»=1,2,3,  4). 

Für  die  Construction  der  Curveu  A^^  A^f  A^f  A^  stelle  ich  nun 
folgende  llegelu  auf.    Die  Ellipsen       %  waren  je  in  vier  Segmente 
,  S2,  «S'a,  ò'i  zerfällt  worden;  wir  wollen,  um  etwa  A.^  zu  erhalten, 
die  beiden  Segmente  »S,  zusammen  mit  den  beiden  Taugenten  ^13,  ^3, 
welche  sie  begrenzen ,  in»  Auge  lassen: 

i'ig.  14. 


4» 

Man  hat  dann,  hinsichtlich  der  Art,  in  welcher  /.^.,  beim  Uebergauge 
zur  allgemeinen  GlassencuTTe  benutzt  sind,  drei  Fälle  zu  unterscheideii: 
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Vlg.  18. 


1)  Sei  hddm  TangeiUm  soUen  die  durch  das  UnemtUehe  hindurek- 

gehenden  Segmente  in  reéHe  Gwvemüye  yvspaUen  sein.  Dann 

hat  man  also  die  Figur: 
In  diesem  Falle 
bilden  die  beiden  Seg- 
mente 8^  zusammen 
mit  dèh  unmittelbar 
angrenzenden  Gurven- 
stficketi ,  die  aus  f^.^ ,  t^^ 
entstanden  siiul,  einen 
geschlossenen  Zug  (der 
dann  ein  reeller  Zug 
der  Curve  ist).  Dieser 
Zuij  soll  als  Ar^  fjmom- 
mm  werden.  Leilct 
mtin  ein  nrllis  hite- 
iltal  (tu  Hl  in  i  iitldnij ,  so 
erhält  man  eine  reelle 
Periode. 

2)  Voii  den  beiden  hegren'emku  Tangenten  wird  die  eine,  wie 
im  Falk  1),  die  tuuh  re  im  umijehehrkn  Sinne  benutzt, ^  so 
dass  fdso  hei  Ihr  das  Im  KndlicJuM  ydegeiie  ÜeymeiU  in  rceUe 
Curvcnziige  (jespalten  wird: 

Dann  bekommt  man 
einen  zusammenhänirfn- 
(len  Zujjf,  wenn  man  die 
beiden  Segmente  aS,  mit 
den  angrenzenden  Cur- 
vcnstücken  zusammen- 
fügt, welche  von  den  Tan- 
genten ^.,,3  herrühren, 
und  dann  die  auf  der  Vor- 
der- oder  Rackaeiie  ver- 
laufendeHSlfte  dner  Meri- 
dianeunre  6|,  hinzunimmt. 
Dies  sei  jetet  der  Quer' 
schniiiA.^.  Erbestehtaus 
Stücken  der  reellen  Gnrvenzflge  und  aus  einer  halben  Meridiäncurre. 
Leiiä  man  an  ihm  ein  redies  Integral  entìang,  so  giéfts,  àUgemein  0» 

reden,  eine  complexe  Periode,  deren  inuiginärer  Titeil  gleich  i  •  ^J*  ist, 

tvenn  ,  die  Periode  ist,  welehe  das  Integral  hei  Dureldaufung  lier 
gatizen  Meridiancurvc  6,3  gewinnt. 


Vlg.  IC 
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3)  Bei  beiden  begrensenékn  Tatigenten  wird  das  im  Endliche» 
hefindlidte  Segment  henuigt:  • 


Vig.  17. 


Daun  muss  man  zwei  halbe  Meridiaucurven,  ^.j'  und  ^'J'  ,  zu  Hülfe 

iiehmea,  um  mitdeu  beiden  S.^  und  den  aus  Z^,      entstandenen  Curven- 
stücken  zusammen  einen  geschlossenen  Zug  /u  biklen,  der  dann  als 
gelten  ßjoU,   Die  PeriodCf  ivckhv  ein  rceUes  Integral  erhält,  wenn  man  das- 

sdbe  a»  ihm  entìang  leitet^  hat  den  imagi$uiren  Jkstandtheü  )• 

§  13. 

Die  Ferioden  oi». 

Wenn  wir  in  diwer  Weise  an  der  auf  Tafel  II  ,'111  gezeicbneien 
Gurven  resp.  den  sugebdrigeu  FlScben  die  Quencbniite  yl, ,  Ä2,  Ä^, 
ausführen  und  an  Urnen  3i>  3s >  34  entlang  leiten,  erhalten  wir 
Werthe  der  otk,  deren  imaginäre  Bestandtheile  in  den^folg^nden  Tabellen 
zusammengestellt  sind  auf  Grund  der  Tabelle  des  §  8.,  die  das  Ver- 
halten der  3  AB  àea  &m  angab. 

I.  Vieräieilige  Curve.  Âlle  Otk  sind  reell. 

II.  Dreiäieilige  Cwrtfe.   Die  ima-^inüren  Bestandtheile  der  a^^t  sind: 
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III.  ZwcUlicUitjc  Curve. 
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§  14. 

^  Berfilining8Giirv«n. 

Die  aufgestelltoll  Tal)ellen  j^estatten,  in  sehr  einfacher  Weise  zu 
(liscuiireu,  wie  viele  unter  gewissen  Bcriihrunyscurven  tier  Curve  vierten 
Grades  reell  sind,  und  mit  der  Darleguug  dieser  VerhSItnisse  mag  die 
•regeuwärtige  Arbeit  abschliesseii.  Ich  betrachte  die  einfacheren  der- 
jenigen Probleme,  welche  bei  Ciebsch  (Crelle's  Journal  LXlll.  Ueber 
die  Anwendung  der  Abel'schen  Functionen  in  der  Geometrie)  behandelt 
sind,  nämlich  nur  diejenigen,  bei  denen  nicht,  wie  beim  Probleme  der 
Doppeltangenten,  eine  Unterscheidung  gerader  nnd  ungerader  Charakte- 
ristiken noth wendig  ist.  Clebsoh  findet,  resp.  bestätigt  die  (sonst 
bekannten)  Resultate,  dass  es  bei  Curven  vierten  Grades  giebt: 

a)  63  Systeme  viermal  berüluemler  Kegelschnitte, 

b)  64  Systeme  sechsmal  berührender  Curven  dritter  Ordnung. 

c)  728  »Systeme  viermal  osculirender  6^, 

d)  40%  dreimal  hyporosculirende  63. 

Ich  werde  angeben,  wie  viele  dieser  Systeme  resp.  eihzelner  Curven 

reell  sind. 

Dabei  sei  es  gestattet^  des  kürzeren  Ausdrucks  halber  wieder  von 
Ordiiungs -Curven  statt  von  Classen  -  Curven  zu  reden.  Von  den  vier 
Integralen  '^'vi  benutzen  wir  nur  die  drei  ^i^  Cns-  l''*"*'  ""teren 
Grenzen  verlegen  wir  iu  drei  übrigens  beliebige,  reelle  Punkte  der 
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Curve  vierter  Ordiiuug.    iSiutl  dann  die  tScliuittpunkte  der  Ciirvu  vierter 

Ordnung  mit  einer  Curve  m^"'  Ordnung       x^,  ^4^,  so  hat  man 

nach  dem  Abel'schen  Theoveniè: 

+  3?  +  3? "*  =  «•  •  C7, ,  (Ä«  1 ,  2 , 3), 

wo  die  Constanten  Ct  von  der  Wahl  der  unteren  Grenzen  abhängen,  und 

(las  Cougruenzzeichen  andeuten  soll,  daas  die  Gleichang  nur  modulo 
der  Perioden  stattzuânden  hat. 

So  behaupte  ich  zuuüchst:  Die  Constankn  C*  kömm  hei  der  von 
uns  grtroffmm  Verabredung  reell  genotumni  werden.  Wenn  nämlich 
die  schneidende  Curve  m^«'  Ordnung  reell  ist,  ao  werden  von  den  4f» 
Schnittpunkten  die  imaginären  paarweise  conjugirt  auftreten  und  von 
den  reellen  auf  jedem  Zuu^e  der  Curve  vierter  Ordnung  eine  gemde 
Anzahl  sich  vorüiuleu.  Denn  diese  Züge  haben  sog.  paaren  Charakter. 
Die  Integralsuiumen  aber,  die,  von  reeller  unterer  Grenze  beginnend, 
/u  conjngirt  imaginären  oberen  Grenzen  hingeleitet  werden,  sind,  mo- 
dulo der  Perioden,  reell.  Ebenso  die  Integralsummen,  die,  von  reeller 
unterer  (ireiizc  beginnend,  zu  einer  paaren  Anzahl  reeller  Punkte  des- 
selben Curvenzuges  hingeleitet  werden.  Denn  das  einzelne  solche  Inte- 
gral ist  entweder  au  sich  reell  oder  hat  den  imaginären  liestandtlieil 
ifC]  eine  paare  Anzahl  derselben  giebt  also  eine  Summe,  die  modulo  2 ix 
congruent  mit  einer  reellen  Zahl  ist   Hierin  liegt  der  Beweis. 

Die  Berührungsprobleme,  die  oben  genannt  wurden,  verlangen  nun 
alle,  solche  Berührungspunkte  zu  bestimmen,  welche,  abgesehen  von 
reelfefi  Mnltiplis  der  (7«,  als  Integralsummen  r**  Theüe  wm  Perioden 
ergeben:  r  ist  dabei  in  den  beiden  ersten  FSllen  gleich  2,  im  dritten 
gleich  3,  im  vierten  gleich  4  zu  setsen.  Nach  dem  allgemeinen  Satae, 
der  in  §  8.  hinsichtlich  der  Realität  der  Lösung  des  Jacobi'sohen 
Umkehrproblems  aufgestellt  wurde,  ergiebt  sich  daher: 

DiejetUgen  Lomigen  der  Beriiimmgsprobleme  sind  reéH  und  mur 
diejenigen f  deren  zugehöriger  r^^'  Perioàentìieil,  modulo  2Ì9,  den  ima- 
ginären BestandtheU  0  oder  in  aufweist. 

§  15. 

Anzahl  der  reellen  Berühningsctirven. 

Die  Perioden,  u eiche  die  bei  Integration  längs  der  (Juersehnitte 
^H'  L'rlialten,  sollen  einen  Augenblick  ß.ik,  ßji,  ßsi.  genannt 

werdeji.  Dann  ist  das  allgemeinste  Periodensystem,  unter  m^f  m^,  Wij, 
qif  (£2»  *h  Zableu  verstanden,  vorgestellt  durch: 

Die  versf  hicfh  nnrflgi  il  /•'  "  Periodentheile  erhält  mau  alle,  wenn  mau 

die  in,  <j  aut  die  Ziîhlwerthe  Ü,  1  (*•—!)  einschränkt  und  dann 

durch  r  dividirt. 
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Der  imaginäre  Bestaudtbeil,  deu  die  allgemeine  Periode  enthält, 
nimmt  nan  auf  Grund  der  frOberen  Tabellen  bei  den  einzelnen  Gur?en- 
arten  folgenden  Werth  an: 

1.  ViertiwUigc  Curve, 


2  «tifar 

^3 

2  m^in 

n.  VreUheiligc  Ourve. 

Ol  j  -''ji*"   

III.  Zmitheilige  Curve, 

%  !  (2m,  

IV.  EiiUìivUiyc  Curve. 

3»  j  (2w»3-i/|  — «i-^^a)<'» 

V.  Gürtdcwrve. 


3i 

(2m,- 

(2m,- 

Jetzt  lasse  man  die  m,  </  alle  Wertlie  von  0  bis  (/ —  1)  annehmen, 
und  selle  nach,  für  wie  viel  Wertlisysteine  von  deu  /"  überhaupt  vor- 
handenen die  imaginären  Bestaudlheile  «^iiuzzablige  Multipla  von  rix 
werdtiu.    >5ü  üudut  mau  folgende  Tabelle: 


1 

U 

m 

IV  1 

V  1 

64 

32 

16 
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IG 

64 

i/  =  3 

27 

27 

27 

27 

27 

~72ir 

512 

2Ö6 

128 

64 

128 

4096 
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Die  Zahlen  der  Tabelle  geben  dann  zugleich  an,  wie  viele  der.  Ter- 
sehiedenarÜgen  f*^  Periodentheile  su  Umkehrproblemen  mit  reellen 
LöBOBgen  Anläse  geben.  Aber  unter  ihnen  ist  im  Falle  a)  und  im 
Falle  c)  noch  eine  uneigentliche  Lösung  aussuscheidon.  Denn  setat 

man  alle  m  und  q  gleich  Null,  so  erhült  man  in  den  genannten  I^len 
statt  eines  Systems  viermal  berührender  Kegeluclmitfce  bez.  viermal  os- 
culireuder  Curven  dritter  Ordnung  die  doppelt-  bez.  dreimal  gezahlten 
geraden  Linien  der  £bene.  Dementsprechend  gewinnt  man  folgende 
Sätze: 

Von  (im  03  St/äcmm  viermal  berührender  KegdschniUe  sind  in  den 
FäUeti  I,  Ii,  III,  IV,  Y  beg.  redi: 

63,  31,  15,  7,  16. 

F&r  die  64  Systeme  sechsmal  berührender  Ourveu  dritter  Ordnung 
werden  diese  Zahim: 

64,  32,. 16,  8,  16. 

Vnler  den  728  S^kmen  viermal  oseaUrender  Cwven  dritter  Ordnung 
sind  immer  und  nur 

26 

reell. 

KìuUk  Ìi  j'iiult  )i  sich  iintrr  den  dn  inud  hypcrosciUircmUrn  C'urvm 
drUtcr  Ordiiunj  in  den  verschiedenen  Fällen: 

512,  250,  128,  64,  128 

reeUe. 


Von  diesen  liesultuton  kann  man  das  erste,  nach  einer  Bemerkung, 
die  Herr  Zeuthen  ^aniuelit  hat*),  ijidiroct  hoslätigen.  Es  wurd.-  bereit« 
oben  des  Zusammenhangs  gedaclit,  der  /wisciien  der  Theorie  der  (.'urven 
vierter  Drdmiiig  und  (h_'r  Theorie  der  Fläclicn  dritter  Ordnung  bestt-ht. 
Von  den  ])o}»ji(  lhuigon(en  der  C\  wird  dabei  eine  ausge/eichnet;  sie  ent- 
spricht dem  auf  der  angenomniencn  Projections])Uiikte.  Die  anderen 
Doppeltangenien  sind  die  Bilder  der  27  auf  der  J'\  verlaufenden  gerad«'n 
Linien.  Nun  liat  Herr  Zeutlien  bemerkt  (Tidsskrift  etc.  Bd.  3,  p.  101), 
dass  die  aus  den  27  Linien  zu  bildenden  30  Doppelseclisen  sich  projiciren 
als  die  Aggregate  der  Linien  paare,  welche  iu  denjenigen  36  Systemen 
viermal  berührender  Kegelschnitte  vorkommen,  die  die  ausgeseichuete 
Doppeltangente  nicht  als  Theilcurre  enthalten.  Andererseits  findet 
sich  iu  Cremona's  „Prelimiuari  di  una  teoria  delle  superficie*'  ange- 
geben, wie  viele  der  36  Doppelsechs  bei  den  von  Schlaf  Ii  unterschie- 
denen Arten  der  reell  sind;  es  sind  bez.: 
  36,  IG,  8,  4,  12. 

*)  Vgl.  uuch  oioo  Arbeit  vou  Um,  Cr  one  in  der  TiÜBsknfl  for  Matbomatik, 
Nov.  187Ö. 
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Aus  ihnenoergiebt  sich  nun  s.  B.  die  von  uns  ffir  die  Gtirteleurre  V 
angegebene  Zahl  15  folgendermassen.  Die  12  reellen  Do])pel8ech8e  der 
entsprechenden  FlSche  enthalten,  wie  Cremona  angiebt,  keine  reelle 
gerade  Linie;  ihnen  entsprechen  also  12  reelle  Eegelschnittsysteme  bei 
der  ,  welche  keine  der  reellen  Doppeltangenten  als  Theilcurre  ent- 
halten. Aber  es  giebt  bei  dieser  yier  reelle  Doppeltangenten;  ihre  Be- 
rührungspunkte liegen  auf  dnem  Kegelschnitte  (vergi.  Zeuthen  Bd.  VII, 
p  412).  Indem  man  eine  beliebige  dersdben  mit  einer  zweiten  zusam- 
men als  BerOhrnngskej^elschuitt  auffassi,  erhUlt  man  in  bekannk>r  Wci»e 
ein  neues,  reelles  Systeni  von  Beriihruugskegelschnitten,  welches  dann 
aber  di«'  beiden  zunächst  niclit  benutzten  reellen  J)o})poltan<^enten  eben- 
falls als  ein  Li)iionpaar  enthalten  wird.  Die  Zahl  der  zu  den  12  Systemen 
zutretenden  i^i  also  noch  3,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  oben  ange- 
gebenen Resultate. 

Noch  möchte  ich  bei  dieser  Gelegenheit  eine  Bemerkung  zufügen 
über  eine  Arbeit  von  J.  (jlras5?niann  (Zur  Thoorie  der  Wendepunkte, 
besonders  der  Curven  viert«'r  Ordnung,  Berlin  1875,  Inauguraldisser- 
tation). Der  Verf.  untersucht,  /iimal  für  die  C'nrven  vierter  Ordnung, 
die  Frafjfc,  ol>  sich  zwischen  den  Wendepunkten  analoge  Beziehungen 
entdecken  lassen,  wie  sie  z.  B.  für  die  Bernhrungs|iuiikte  der  Dopjiel- 
tangenten  der  (',  oder  für  »lie  Wendepunkte  der  gelten.  Aber  sein 
Hauptresultat,  welches,  für  die  T',  ausgesprochen,  behauptet,  dass  jeder 
Kegelschnitt,  der  dun  Ii  fünf  Wendejmnkte  geht,  deren  noch  drei  wei- 
tere enthält,  ist  im  Allgeiucinen  nicht  richtig.  Ich  üljerzeugte  mich 
davon  zunächst,  indem  ich  die  Zeichnungen  von  Curven  vierter  Ord- 
nung durchsah,  die  Beer  in  seinen  Tabttlae  citrvarum  quarti  ordinis  de. 
(Bonn  1852)  zusammengestellt  hat.  Bei  diesen  Ourven  liegen  immer 
▼ier  Wendepunkte  im  Unendlichen,  und  es  kommen  Beispiele  vor  (z.  B. 
Tafel  VII,  1),  bei  denen  vier  im  Endlichen  liegende  reelle  Wendepunkte 
auftreten,  die  (auch  wenn  man  der  Ungenauigkeit  der  Zeichnung  Rech- 
nung tragen  will)  unm^lich  auf  einer  zweiten  Geraden  liegen  können, 
wie  es  J.  Grassmann's  Satz  in  diesem  Falle  verlangen  wQrde.  Es 
ist  die  immer  so  missliche  Anwendung  complicirter  Schnittpuuktsysteme 
gewesen,  die  den  Verf.  zu  dem  Fehlschlüsse  verfQhrte;  wie  er  mir  mit- 
theilt,  ist  das  System  der  4')  Punkte  (p.  11  der  Arbeit),  aus  welchem 
der  Hchluss  auf  die  Lage  der  weiteren  Wendepunkte  gemacht  wird, 
von  der  besonderen  Art,  die  überhaupt  keinen  Sdiluss  auf  weitere 
Funkte  zulässt. 

München,  im  April  1876. 
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(Zweite  MitUieilung.)  * 
Von  Fbliz  Elbin  in  MUnohen. 


Der  nachstolieiide  Aufsatz  giebt  eine  I^'ortsotzung  der  unter  gleichem 
Titel  im  7'*"  Bauilo  dieser  Annalen  (j).  058  —  r)G<3)  ersoliienonen  Arbeit. 
Nachdem  ich  damals  die  lietr.  Flüchen  überhaupt  delinirt  und  an  ein- 
faclien  Beispielen  erliiutcrt  habe,  disciitire  ieli  jetzt  allgemein,  fiir  Curven 
beliebigen  (Irailes  mit  einfachen  Singularitäten,  die  Vcrzu'ci(jHn<j  und 
den  Zusai)iW(  iihnmj  dieser  Flachen.  Eine  erste  bez.  Notiz  verüttent- 
lichte  ich  bereits  in  den  Erlanger  Berichten,  Mai  1874.  Der  Fort- 
schritt, deu  meine  jetzige  Darstellung  aufweist,  beruht  wesentlich  auf 
dem  StttBe,  den  ich  neuerdings  in  der  Kote:  „  üeber  eine  neue  EetaHan 
jnmsdbm  den  Singukuit&en  einer  a^fdmnadien  Curve"  mittheUte  (p.  199 
fil  dieses  Bandes).  Aber  nicht  nur  auf  diesen  Sats,  sondern  auch  auf 
die  dort  im  Einzehien  befolgte  Entwickehmg  werde  ich  mich  wieder« 
holt  besiehen;  ich  werde  daher  diese  Note  weiterhin  dnfach  mit  den 
Worten  „lieber  Singularitäten"  citiren  oder  auch  nur  eine  bes.  Seiten- 
aahl  angeben.  Andererseits  werde  ich  Terschiedentlieh  Bexug  nehmen 
auf  swei  andere,  dem  gleiehen  Ideenkreise  angehörige  Arbeiten,  in  die 
ich  bereits  einige  hier  nöthig  werdende  Beweise  eingeflochten  habe, 
um  bei  der  jetzigen  Darstellung  mich  kürzer  fassen  zu  können.  Es  ist 
dies  7-uii;iclist  der  unmittelbar  vorstehende  Aufsatz:  /7e6er  den  Verlauf 
der  AhcVsciien  Intrt/ralc  hrl  (im  Curven  vierten  Grades]  er  mag  nament* 
lieh  auch  die  Kichtung  bezeichnen,  in  welcher  ich  die  hier  vorzu- 
tragenden Untersuchungen  weiter  zu  führen  denke.  Es  ist  andererseits 
die  im  Bande  dieser  Annaion  p.  470  —  4^2  gegel)ene  Notiz:  Uehcr 
den  Zusnmmtnltami  der  Fldchcn.  Die  Auffassung,  welche  ich  schon 
bei  einer  friiheren  (xulegeidicit  (diese  Aiinalen  VII,  }).  r)49  —  557)  zur 
Spniche  brachte,  —  iler  /iifolge  man  bei  Zusammeidiangsbetraclitungen 
nicht  von  der  I^'läche  schleciithin  sondern  von  der  Flächeu.sr//c'  zu  sprechen 
hat  — ,  wird  in  der  genannten  Notiz  consecpienter  durchgebildet.  Die.« 
veranlasst  mich,  weiterhin  einige  derjenigen  Fesisel/ungeu,  die  ich  in 
meinem  ersten  Aufsatze  über  die  neue  Art  der  Iii  e  manu 'sehen  Flächen 
aus  Zweckmässigkeitsgründen  traf,  etwas  sn  modiftciren. 
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§  1. 

Anordnimg  der  Blätter.    Bedeutung  der  reellen  Wendetangentan  und 

der  isolirten  Doppeltangenten. 

In  der  Euletet  genanuieii  Not»  ,|Ueber  den  Zmammenhang  der 
FlSehen"  habe  ich  (p.  479  ,  80)  auf  die  enge  Beziehnng  aufmerksam 

gemaclit,  welche  zwisclicii  der  neuen  Ricmann'schen  Flache  und 
der  ?.  Staudt'schen  ImaginiiriluMuic  besteht,  und  habe  entwickelt, 
dass  man  dementsprechend  die  Blätter  der  Fläche  mit  Indicatricm  über- 
decken könne,  die  einen  bestimmten  Sinn  besitzen.  Durch  ihn  sollte 
dort  in  derselben  Weise  eine  Unterscheidung  zwischen  den  beiden  Seiten 
einer  Fläche  ermöglicht  werden,  wie  dies  gewöhnlich  durch  Angabe 
des  iSimics  der  Flüchen -Normale  geschieht.  Hier,  wo  die  principiellen 
Fracreu,  die  ich  damals  l)ehandelte,  zurücktreten,  w*ill  ich  mich  der  ge- 
wöhnliili  gebrauchten,  bequemeren  Anschauung  bedienen.  Man  errichte 
etwa  die  Normale  immer  nach  derjenigen  Seite,  von  der  aus  die  betr. 
Jndicatrix  in  der  Richtung  des  Zeigers  einer  Uhr  durchlaufen  erscheint, 
und  bezeichne  dann  diejenigen  Blätter  der  FlUclie,  deren  iSormale  auf 
den  Beschauer  zugerichtet  ist,  als  obere,  die  anderen  als  untere. 

Es  wird  im  Folgenden,  wenn  nicht  ausdrücklich  (§  (i.)  das  (Jegen- 
theil  bemerkt  wird,  die  (»leichung  der  zu  untersuchenden  ('urvo  mit 
reellen  Coefficieuteu  gedacht.  Dann  ordnen  sich  die  Blättter  der  Kie- 
mann'schén  Fläche  in  der  Weise  zu  zwei  zusammen,  dass  die  Punkte 
des  einen  Blattes  die  ooujugirt  imaginären  Werthe  derjenigen  reprftsen- 
tiren,  welche  im  anderen  Blatte  ihre  Darstellung  linden.  Da  der  8im 
der  oben  genannten  Indicatricen  zwischen  den  conjugirt  imaginSren 
Vorkommnissen  scheidet^  so  ist  also  von  mw»  gusammengdiSrijfm  Blättern 
das  eine  ein  oberes,  das  andere  ein  unteres.  An  jeder  Stelle  ist  die 
Ebene  von  einer  paaren  Anzahl  (die  auch  Noll  sein  kann)  von  BlSttem 
Überdeckt*,  die  halbe  Zahl  dieser  Blätter  geh5rt  zu  den  oberen,  die 
andere  Hälfte  zu  den  unteren,  nnd  jedes  obere  Blatt  entspricht  einem 
bestimmten  unteren. 

Um  von  einem  oberen  Blatte  in  ein  unteres  zu  gelangen ,  giebt  es 
zwei  Möglichkeiten.  Entweder,  man  geht  (sofern  es  Blätter  giel>t,  die 
sich  durch  das  Unendliche  erstrecken)  durch-  das  Unendliche  hindurch, 
wobei  sich  der  Sinn  der  Flächennormale  von  selbst  umkehrt  —  oder 
man  überschreitet  einen  reellen  Zug  der  Curve,  res]i.  eine  reelle  Wende- 
tangente oder  eine  isolirte  Doppeltangente  derselben,  wobei  man  voui 
ol)eren  lilatle  ausgehend  in  das  unmittelbar  unter  ihm  befindliche,  zu- 
gehörige untere  Hlatt  gelangt.  Es  wird  zweckmässig  sein,  hier  (bCse 
liciden  letzten  V'orkonuunisse  etwas  zu  erläutern,  da  die  betr.  A  usci  u- 
andersetzungen  meines  ersten  Autzatzes,  wie  schon  in  der  Einleitung 
angedeutet,  nicht  gaux  zutreffend  sind. 
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Âuf  p.  Ö62  des  ersten  Aufsatzes  «inde  eine  Curve  dritter  Glasse  mit 
isolirter  Doppeltaugente  betrachtet  (Fig.  II  ebenda).  Dieselbe  erscheint 
als  eine  Uebergangsform  zwischen  der  all^enieinen ,  cintheiligen  nnd 
der  allgemeinen,  zweitheiligen  Curve  (Fig.  III,  I);  die  Doppel  tangente 
geht  doppeltzllhlend  aus  einem  Zu*?e  der  letztgenannten  Curve  hervor, 
der  die  Gestalt  einer  sehr  steilen  Hyperbel  hat;  beim  Uobergange  m 
III  kommt  die  Doppeltangeiito  einfach  in  Wegfall.  Dio  Modification, 
welche  die  bez.  U iemann'srhc  Fläche  bei  diesem  Ueb»'rgange  erleidet, 
kann  man  folgendermassen  beschreiben:  Von  der  Flädic  II  ansgehend 
erhalt  man  dio  Fläche  III  der  eiuiheiligen  ( 'iirve,  indem  man  die  beiden 
an  dio  Dopi>oltaiJgente  liinanreicheinlen  oberen  Ilalbhliitter  mit  einander 
vureiiiigt,  und  ebenso  die  beiden  (ziigchorigen )  unteren  Halbi)lütter;  da- 
gegen erliiilt  man  die  Flache  der  zwi'itlu'iligeu  ('urve,  indem  man  je«les 
der  Itf'iden  an  die  Doppeltangcntc  «ich  hinanziehenden  oberen  Halb- 
bläiter  an  d.is  zugehörige  untore  Ihilbblatt  anheftet.  —  Dieser  doppelten 
Möglichkeit  gicbt  man  nur  einen  einseitigen  Ausdruck,  wenn  man  sich 
die  Doppeltaugente  als  eine  Selbstberührungsgerade  der  Fläche  denkt, 
wie  ich  damals  wollte  (p.  563);  es  ist  besser,  man  steUt  sicit  die  Fläche 
längs  der  JhppeUangente  gersdmitUn  vor,  wo  man  dann  die  beiden 
Ränder  je  nach  Bedflrfniss  vereinigen  kann.  Unter  einem  Rande  der 
betr.  Fläche  wird  dabei  verstanden  die  Berandong  eines  oberen  Halb- 
blattea  zusammen  mit  der  Berandung  des  gegenüberliegenden  unteren; 
denn  sie  hingen  im  Unendlichen  zusammen.  Wenn  später  (§  4.)  davon 
die  Rede  ist,  daas,  bei  der  gewöhnliehen  Riemann'schen  Flache,  der 
hier  in  Rede  stehenden  Doppeltangente  ein  Paar  von  Fundamentalpunkten 
entspricht,  so  hat  man  sich  das  so  vorzustellen:  dass  der  Umgebung 
des  einen  Fundamentalpunktes  der  eine  der  hier  defiuirten  Kiinder,  der 
Umgebung  des  anderen  Fundamentalpunktes  der  andere  Hand  zöge* 
ordnet  ist  (vergi.  Bd.  VII,  p.  554  —  557).  —  Diese  Erläuterung,  die 
sich  zunächst  auf  den  Fall  der  Curven  dritter  Classe  bezog,  soll  selbst- 
vorständlidi  allgemeine  Bedeutung  haben,  ebenso  wie  die  Bemerkung, 
die  hier  betr.  die  reellen  Wendetangenten  zu  Uiachen  ist.  Hiusiclitlich 
der  letzteren  werde  nämlich  festgesetzt,  dass  sie  eintach  in  derselben 
Weise  vorgestellt  werden  sollen,  wie  die  reellen  Züge  der  Curvo  (Bd. 
X,  p.  367).  Die  trübere  Festsetzung  (Md.  VII,  p.  ï)i)^),  dor  zutuige  die 
Wendetangeute  als  eine  Rückkebrkaute  gedacht  werden  stallte,  war  dess- 
halb  ungeeignet,  weil  mau,  auf  dem  oberen  Blatte  aut wiirtsstehend, 
durch  Uoberschreitung  der  Wendetangente  abwärtsstehend  in  das  untere 
Blatt  gelangen  muss. 

Da  bei  einer  Curve  mit  reellen  Coefficienten  die  imaginären  Vor- 
kommnisse immer  paarweise,  als  conjugirt  imaginäre,  auftreten,  so 
werden  sich  bei  unserexi  Ffôchen  alle  Besonderheiten,  die  sich  in  einem 
oberen  Bhitte  einstellen,  an  derselben  Stelle  des  zugehörigen  unteren 
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Blattes  wiederholen.  Insbesondere,  wenn  zwei  obere  Blätter  sich  in 
einem  Punkte  verzweigen,  wo  dann,  irgendwie  gestaltet,  von  diesem 
Punkte  ein  Verzweigungsschnitt  ausläuft,  so  verzweigen  sich  die  zu- 
gehörigen unteren  Blätter  an  derselben  Stelle  und  man  kann  dem  betr. 
Verzweigungaschuitte  eben  die  Gestalt  des  anderen  geben.  Eine  solche 
Stelle  werde  ich  weiterhin  einen  Doppehersweigungspunkt  nennen  (vergi. 
Bd.  X.  p.  379).  Ändere  Yenweigungspunkfe,  als  dieee,  giebt  es  nicht. 
Denn  eollte  ein  oberes  und  ein  unteres  Blatt  durch  einen  Verzweigungs- 
punkt  verbunden  sein,  so  wfirde  von  ihm  aus  eine  doppeltsählende, 
sieh  selbst  conjugirte,  d.  h.  reeZfe  Tangente  an  die  Curve  gehen. 
Das  geschieht  aber  nur  bei  dei^enigen  Punkten ,  welche  den  reellen 
CurrenaOgen  oder  den  reellen  Wendetangenten  oder  den  isolirten 
Doppeltangenten  angehdren;  und  denn  Bedeutung  f&r  die  Riem  an  n- 
sehe  Fläche  ist  bereits  untersucht.  —  Es  wird  also  auch  nie  ein  oberes 
und  ein  unteres  Blatt  durch  einen  Verzweigungsschnitt  verbunden  sein, 
und,  zerschneidet  man  die  Fläche  ISngs  der  reellen  (Jurvenztige ,  der 
reellen  VV^endetangenten  und  (wenn  es  noch  nicht  geschehen)  längs  der 
isolirten  Doppeltaugenten,  so  hängen  die  oberen  Blätter  der  Fläche 
entweder  Uberhaupt  nicht  mehr  mit  den  unteren  Blättern  zusammen 
oder  nur  noch  möglicherweise  im  Unendlichen. 

Venweigimgspimkte. 

Nach  der  eben  gegebenen  Erläuterung  kann  unsere  Fläche  nur  an 
solchen  Stellen  Verzweigungspunkte  aufweisen,  an  welchen  zwei  obere 
Blätter  und  zugleich  zwei  untere  Blätter  einen  Punkt  gemein  haben. 
Das  Letztere  gesefaieht»  wenn  sieh  von  dem  betr.  (reellen)  Punkte  der 
Ebene  zwei  conjugirt  imaginäre  doppeltzählende  Tangenten  an  die 
gegebene  Curve  legen  lassen.  Wir  werden  hier  diese  Vorkommnisse 
aufoahlen  unter  der  auch  simfter  immer  festgehaltmen  (und  dann  nicht 
ausdrttekUcli  hervorgehobenen)  Voraussetzung,  dass  die  geg.  Curve  nur 
einfache  Singularitäten  besitze.  Zur  Bezdchnung  der  letzteren  v^nrwende 
ich  hier  und  überhaupt  im  Folgenden  dieselben  Buchstaben,  die  ich  in 
der  Note  „lieber  Singularitäten"  p.  2(J6,  207  gebrauchte.  Die  hier 
zunächst  in  Betracht  kommenden  Punkte  sind  die  folgenden: 

1)  die  d'  isolirten  Doppelpunkte  der  Cnrve« 

2)  die  ^w"  reellen  Punkte,  von  denen  zwei  coigngirt  imaginäre 

Wendetangenten  ausgehen, 

3)  die  ^f"  reellen  Punkte,  in  denen  sich  zwei  ooiyugirt  imaginäre 

Düppeltaugenten  kreuzen. 

Ich  behaupte  nur:  Die  Punlic  1),  2)  liefern  in  d^r  That  Doppd- 
vereweigwufspunkte,  nicht  aher  die  Funkte  B).   Mit  diesem  Satze  und  der 
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auf  die  reellen  Weudetaugeuteu  und  iaolitten  Doppeltangeuten  bei. 
DiecuBsion  des  vorigeii  §  ist  der  Einfluss,  den  die  Singularitäten  der  . 
Curre  auf  die  Oestalt  der  zugehörigen  Riem  an  n 'sehen  Fläche  haben, 
erschöpfend  angegeben,  denn  die  Bedeutung  der  reellen  nicht  isolirten 
Doppelpunkte,  der  reellen  Spitzen  und  der  nicht  isoh'rten  reellen  Doppel- 
tai^nten  ist  zu  einfach,  als  dass  sie  noch  besonders  erläutert  werden 
mOssen  (vergi,  etwa  die  Figuren  Bd.  VU.  p.  663,  64  oder  die  dem 
vorstehenden  Aufsätze  beigegebenen  Tafeln)  |  und  die  imaginären  Doppel- 
punkte, resp.  die  imaginären  Spitzen,  welche  die  Curve  besitzen  mag, 
treteil  bei  unserer  Riemann'schen  Fläche  Überhaupt  nicht  in  unmittel- 
bare £videnz. 

Um  den  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen,  benutze  ich,  wie  in 
der  Note  |,Ueber  Singularitäten",  die  Methode,  seine  Richtigkeit  an 
geeigneten  Beispielen  zu  demonstriren ;  einen  Beweis,  den  man  viel- 
leicht explicite  wünschen  mag,  dass  die  jedesmaligen  Beispiele  hinläng- 
lich allgemein  sind,  unterdrücke  ich  der  Kürze  wegen. 

Dass  ein  MMer  reeUer  Doppelpunkt  Doppelverzweigungspunkt  ist» 
wurde,  fQr  Curven  vierter  Glasse,  Bd.  X.  p.  380  geze^  und  ist  damit 
allgemein  bewiesen. 

Die  Nothwendigkeit,  dm  reéOm  PuM  eov^ingwt  magmS/rer  Wende' 
tangenten  als  Doppelverzweigungspunkt  zu  denken,  wird  sieh  im  folgen- 
den §  bei  Untersuchung  der  Curven  dritter  Ordnung  ergeben,  deren 
Flüche,  ohne  t  ine  solche  Annahme,  aus  getrennten  Stücken  bestehen 
würde,  was  der  Irreducibilität  wiflerstreitei 

Endlich,  um  zu  sehen,  dass  der  reéUe  Piênikt  eoi^ugiirt  ünaginarer 
DoppeUanffeiUen  keine  Verzweigung  herbeiführt,  betrachte  man  die 
Curve  vierter  Classe,  welche  aus  zwei  sich  schneidenden  Kreisen  gebildet 
wird.  Diese  reducibele  Curve  hat  eine  Riemann 'sehe  Flache,  die  ans 
den  beiden  bez.  kreisförmigen  Doppelblattem  gelûldet  wird.  Aber  die 
Curve  hat  vier  Doppeltangenten  und  unter  ihnen  zwei  im^inäro.  Der 
reelle  Punkt  derselben  ist  der  sog.  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Kreise.  Von  einer  in  ihm  stattfindenden  Verzweigung  kann  selbst^ 
verständlich  keine  Bede  sein. 

Wir  werden  jetzt  diese  Verhältnisse  an  dem  Beispiele  der  Cktrven 
driHer  OnìììKnn  ausführlich  discutiren.  Dieselben  sind,  wenn  sie  keinen 
vielfachen  Punkt  haben,  von  der  neclisteii  Classe  und  haben  dann  Wiechs 
imaginäre  Wendungen;  wir  werden  daher  bei  ihnen  drei  Doppelver- 
zweigungspunkte und  ev.  sechs  übereinander  liegende  Blätter  haben, 
so  dass  eine  schon  ziemlich  betriichtliche  Anzahl  von  Elementen  zu 
combiniren  ist.  Indem  wir  die  Modificationen  verfolgen,  welche  die 
zufjehörige  Flät  lie  erlalu  t ,  wenn  die  Curve  einen  singulären  Punkt 
erhält  oder  verliert,  erholten  wir  nebenbei  eine  bemerkeuswerthe  Ver- 
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aiischaulichuiig  der  Plückor  sclieu  Formeln,  sofern  dieselben  aussagen, 
dass  ein  Üoppelpu)ikt  sechs,  eine  Spitze  acht  Wendungen  absorbirt. 

Noch  in  einer  anderen  Uichtung  scheinen  die  folgenden  Figuren 
bemerkeuswerth.  Man  hat  sich  seither  bei  der  Wendepunktsgleichung 
der  Curven  dritter  Ordnung  und  ähnlichen  Problemen  wesentlich  mit 
der  Aufstellung  der  Beeolventen  beachäftigt.  Aber  man  kann  die 
Frage  in  dneni  anderen  Sinne  stellen,  indem  man  verlangt ,  die  ein- 
foMm  Näherungmähodm  amunfébenf  u^kke  ftet  numeritdter  Außösutig 
soleker  Gieidmngm  (mi  rasdiesten  mm»  Zide  fährm.  Die  nachfolgenden 
Figuren  geben  für  die  Wendepnnktsgleichuug  der  Car?en  dritter  Ord- 
nung in  diesem  Sinne  insofern  eine  Anleitung,  als  sie  diejenigen  Besirke 
der  Ebene  kennen  lebren,  in  welchen  man  die.  reellen  Punkte  der 
Wendetangenten  au  soohen  ba^  was  mit  einer  Separation  der  Wnraeln 
etwa  auf  gleicher  Stufe  'steht.  Das  Wendepunktsproblem,  wie  es  hier 
vorliegt,  ist  freilich  noch  zu  einfkch,  um  den  Vorzug  einer  solchen 
Behandlung  bei  praktischen  Fällen  gegenüber  der  directen  Auflösungs- 
methode wesentlich  hervortreten  sn  lassen.  Anders  wird  es  aber  z.  B. 
schon  bei  Curven  vierter  Ordnung,  wenn  es  sich  um  numerische  Be- 
stimmung der  Doppeltangenten  oder  Weudetaugenten  handelt. 

§3. 

Die  Riem ann 'sehen  Flächen  der  Curven  dritter  Ordnung. 

Bereits  iu  Bd.  VII.  j).  5()4  l  Fig.  II  der  oberen  Reihe)  wurde  die 
zu  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  Spitze  gehörige  Fläche  gezeichnet. 
Da  wir  weiterhin  (§  4.)  noch  auf  diejenige  Partie  der  Fläche,  weiche 
in  der  Näh«'  des  reellen  l 
\\  endej>unkles  sich  er- 
streckt, zu  reden  kom- 
men, so  wird  es  hier  ge-  — "  .zz 

stattet  sein,  den  Wende- 

punkt  unendlich  weit  zu  * 

projiciren  und  daduith  die  Figur  1  zu  einer  symmetrischen  zu  gestalten. 

Nun  soll  aus  der  Gurre  mit  Spitae  eine  Gunre  mit  nicht  isolir^ 
tem  Doppelpunkte  ent*                           yig.  %. 
stehen.  Zu  dem  Zwecke  ^ 
haben  wir  die  Spitze 
durch  eine  (sun&chst  ' 
kleine)  Schleife  su  er- 
setzen. Die  Glasse  der  ^  -  -  -   

Curve  wächst  bei  die- 
sem    Uebergange  um 

eine  Einheit,  und  <lie  Anzahl  der  Blätter  der  Riem  ann 'sehen  Flache 
ist  dementsprechend  die  in  Fig.  2  angegebene: 

S6* 
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EnfìiirUc  nun  das  Innere  der  Sehlelfe  leinen  Vcrzuciyutigspunkt, 
so  liinnfm  diese  lUätter  kein  .:usa)timenliänf/endes  Ganze  hildcn.  Ein 
isolirtcr  Doppelpunkt  ist  aber  nicht  vorhaudeii;  es  müssen  sich  also 
imaginäre  Wendungen  gebildet  haben  —  was  die  genannte  Bestätigung 
der  PI  (Icker 'scheu  Formeln  ist  —  und  de  mfissen  «ne  Tersweigung 
veranlassen  —  was  den  Ton  uns  fflr  die  belr.  Bebanptang  in  Anwiebl 
gestellten  Beweis  ansmaeht.  Die  Plficker'schen  Fonneln  zeigen,  dass 
die  nun  auftretenden  imaginiuen  Wendungen  nur  in  der  Zahl  2  Tor- 
handen  sind/  wir  erhalten  also  nur  Hnm  Doppe)verzweignngspnnki 
Wir  wollen  die  beiden  von  ihm  ausgehenden  Vçrzweigungsscfanitte  in 
den  Doppelpunkt  auslaufen  lassen  (oder  vielmebr  die  beiden  Schnitte, 
die  bez.  die  Durchdringung  der  beiden  oberen  und  der  beiden  unteren 
Blatter  vorstellen  [und  also  in  der  Zeichnung  coincidiren]  im  Doppel- 
punkte sich  vereinigen  lassen).  So  entsteht  folgende  Figur: 


Wir  denken  uns  bei  ihr  die  beiden  von  der  Schleife  umschlossenen 
Blätter  zwischen  den  beiden  sich  ins  Unendliche  erstreckenden  Blättern 
gelegen;  demeutspreehend  wurde  die  Schleife  schwächer  ausgezogen, 
als  die  flbrigen  CSontouren  und  der  Verzweigungsschnitt. 

Von  der  Curve  mit  Doppelpunkt  gehen  wir,  indem  wir  den  Doppel- 
punkt in  dem  einen  oder  anderen  Sinne  aufföseni  zu  eintheiligen  oder 
zweitheiligen  Ourven  dritter  Ordnung  über,  die  dann  von  der  sechsten 
Classe  sind.  —  Die  entstehende  eintheilige  Curve  gehört,  wie  bdlinfig 
bemerkt  sei,  zu  den  sogenannten  Vienàsseiwrven,  d.  h.  sie  verlauft  in 
den  Vierecken  der  Figur,  die  durch  die  drei  reellen  Wendetangenten 
und  die  gerade  Linie,  welche  die  drei  reellen  Wendepunkte  enthalt, 
gebildet  wird  (Möbius,  lieber  die  Grundformen  der  Linien  dritter 
Ordnung.  Abhandl.  der  Sachs.  Akad.  LS49.  p.  80).  Weiterhin  leiten 
wir  aus  der  zweitheiligen  Curve,  indem  wir  das  Oval  verschwinden  lassen, 
eintheilige  Drekckamrvm  ab.   Ihre  Biemann'sche  Fläche  scheint  auf 
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den  iTstpii  Lîlick  von  der  Fläche  der  Viereckseurveii  sehr  \ er.scliiedcu ; 
dieselben  geheu  aber,  wie  noch  gezfiut  wird,  continuirlich  in  eiinmder  über, 
sobald  man  den  Uebergaiigsfall  ins  AuL;e  fasst ,  in  w  t-K  licjn  ^>icii  die  drei 
reellen  VVendetangcnten  in  einem  Punkte  kreii/.en.  Dessiialb  weiden  bei 
der  allgemeinen  Hetrachtung  i§  ö.j  derartig«'  Vorkonunnis.se  ulass  Curven 
überschritten  werden,  weiche  statt  dreier  Do|){ielpuiik(e,  die  durcii  Leljor- 
kreuzung  von  Curvenzweigen  oder  auch  von  reellen  Wendetaugeuten 
entstehen,  einen  dreifacheu  Punkt  besitzen)  nicht  weiter  discutirt. 

So  wie  wir  bei  dar  auletet  geseidineten  Carre  dritter  Ordnung  den 
Düppelpunkt  auflösen,  bilden  sich  nach  FI  Ocker 's  Angabe  (lieber  Sin- 
golaritSten  p.  202)  zwei  reelle  Wendungen  und  vier  imaginUre,  also 
bei  unseren  Flächen  zwei  neue  DoppeWerzweigungspunkte.  Dass  die- 
selben in  der  beistehenden  Figur  * 


richtig  angegeben  ahid  (wir  haben  in  diesen  Figuren  zugleich  die  betr. 
Blätteranzaiden  notirt),  ergiebt  sich,  da  die  Lage  des  schon  vm  liamleiicn 
Doppelver/weigungspunktes  schon  bekannt  ist,  aus  .Synimetriegninden. 
Man  sieht  das  deutlicher  bei  den  Figuren,  dit'  sich  ergeben,  wenn  man 
die  drei  reellen  Wendepunkte  unendlich  weit  projicirt: 


Fig.  5. 
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uiid^  indem  wir  sie  zu  Gruude  legeu,  erhalten  wir  die  folgenden  iiie- 
manu 'sehen  Flächen: 

Flg.«. 


7 


\ 


if  ^ 

Die  hyperbelartigen  Zügo  der  ersten  Figur,  das  Oval  der  zweiten 
und  Stücke  der  bei  ihr  auftretenden  Verzweigungsechnitte,  so  wie  beide 
Mal  bestimmte  Segmeute  der  VW'n  detaugen  ten  sind  schwächer  ausge- 
zogen, da  die  von  ihnen  begrenzten  Blätter  durch  vorgelagerte  Blätter 
verdeckt  sind.  Die  Verzweiguiigsschnitte  erstrecken  sich  in  der  ersten 
Figur  durch  das  l  Jiendliche  hindurch;  bei  der  zweiten  l  igur  schneiden 
sie  sich  in  einem  Punkte.  Es  i.'jt  wohl  kaum  nöthig,  zu  bemerken, 
dass  die  Lage  der  Verzweigungsechnitte  noch  mannigfach  abgeändert 
werden  kann.  — 

Aus  der  zweitheiligen  Curve  mag  jetzt  eine  Curve  mit  isolirtera 
Tunkte  entstehen,  indem  wir  das  Oval  in  einen  Punkt  susammenziebeu. 
Dann  hat  man  folgende  Figur: 

Man  sieht,  dass  der  Doppelpunkt, 
wie  es  die  PI  ück  e  r  "sehen  Formeln  ver- 
langen, sechs  VVeuduugen  absorbirt  hat. 
Der  Doppelpunkt  ist  ein  einfacher  Dop- 
pelverzweigungspunkt; die  drei  in  der 
Figur  von  ihm  ausgehenden  Versiwei- 
gungssehnttte  lassen  sieh  dturch  einen 
ersetzen  (rergL  auch  die  etwas  anders 
angeordnete  Figur  Bd.  VII.  p.  566). 

Indem  wir  endlich  das  sum  Doppel- 
punkte  gewordene  Oval  vollends  ver- 
schwinden lassen,  entsteht  die  eMSkt^Sig^  Dreiedisewrve,  Um  die  betr. 
FlSehe  aus  der  zuletst  betrachteten  su  erhalten ,  mache  man  folgende 
Ueberlegung.  Indem  dar  Doppelpunkt  verschwindet,  steigt  die  Classe 
der  Curve  um  zwei  Einheiten.  Es  lassen  sich  also  von  jedem  Punkte 
der  Ebene  swei  Tangenten  meAr  an  die  Curve  legen,  als  vorher.  Aber 
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für  kernen  Punkt  sind  dieselben  reell.  Es  ist  also  die  ganse  Ebene 
mit  einem  neuen  DoppMatte  zu  Uberdeckeni  dessen  obere  resp.  untere 
Hälfte  man  sieh  vor  der  Vorderfliiche  resp.  Iiintor  der  Rückflüche  der 
bisherigen  Figur  ausgebreitet  denken  mag.  j^sselbe  hängt  dadurch 
mit  den  übrigen  Blättern  zusammen,  dass  sich  der  isolirte  Doppelpunkt 
wieder  in  drei  Doppelverzweigungspunkte* 
aufgelöst  hat,  wie  die  nebenstehende  Figur 
aufweist. 

In  ilir  sind  diejenigen  Contoiiren, 
welche  für  den  Beobacht«'r  (hirch  zwei 
Blätter  verdeckt  erscheinen,  nur  pirnktirt; 
vor  die  schwach  ansgc/o^enen  Coutouren 
ist  nur  je  ein  Blatt  vorLrda^ert. 

Von  der  so  i'rhalteneu  Zeichnung 
geht  man  nun  zu  der  cinthciligen  Vierrcks- 
cuna  zurück,  indem  man  eine  Curve  betrachtet,  bei  der  sich  die  drei 
reellen  VV'endetangenten  in  einem  l'unkte  schneiden: 

Dreht  man  diese  Figur  um  60  Grad,  so  über- 
sieht man,  dass  -dieselbe  Ton  der  oben  für  die 
Viereoksourre  gegebenen  wenig  verschieden  ist 
Man  hat  nur  die  drei  Asymptoten  der  letzteren 
so  SU  verschieben,  dass  sie  durch  emen  Punkt 
gehen,  und  die  Versweigungspunkte  durch  das 
Unendliche  durch  auf  den  Mitfelpunkt  der  Figur 
znrOcken  zu  lassen. 

Hiermit  sind  alle  Arten  der  Curven  dritter  Ordnung  besprochen. 


§4. 

Der  Zusammeuhang  unserer  Flächen. 

Wenn  der  Zusammenhang,  den  unsere  Fliielien  besitzen,  bestimmt 
werden  soll,  bedarf  es  vor  allen  Dingen  einer  Erörterung  über  die  Ge- 
stalt der  Fläche  in  der  Nähe  eines  reellen  Wendepunktes.  Denn  Flächen 

mit  singulären  Punkten  sind  von  den  gewöhnlichen  Zusammen hangsunter- 
aucliungen  au^gesciilosson ,  und  man  inuss  ,  wenn  bei  ihnen  dennoch 
von  einer  Zusaiiiinenhiiii'^szaiil  gesjirucheii  werden  sull,  eine  besondere 
Festsetzung  treÜen.  Eine  Curve  mit  W  endetangeute  ist,  als  Oassen- 
curve  aut'gei'asst,  Uebergaiitìsfall  zwischen  einer  Curve,  welche  eine  iso- 
lirte, und  einer  Curve,  welche  eine  nicht  isolirte  reelle  Doppeltaugentu 
besitzt  (Fig.  10). 

Der  Zusainineubang  der  Fliiclie  sinkt,  wenn  wir  von  der  ersten  Figur 
zur  letzten  fortschreiten,  um  zwei  Einheiten;  es  scheint  daher  natur- 
gemass,  der  in  der  Mitte  befindlichen  Figur  die  mittlere  Zahl  beizulegen. 
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Allgemein  :  Es  sei  eine  Classencurve  mit  w  reellen  Wendetau genien 
gegeben.  So  lasse  man  dieselben  durch  kleine  Aenderung  der  Constau« 
ten  in  Doppeltangenten  übergehen.   Von  denselben  mögen  nicht 


Fi«.  10. 


m 


li 


IMP' 


0 


wm 


isolirt,  isolirt  sein  (  iv(  -\-w^' ^w')*).  Sodann  bestimme  man  <len 
Zusaromenliang  der  Riemann  "sclieu  I'lilche,  die  /u  der  uioditicirten 
Curve  gehört,  und  addire  u\  —  w^.  Dir  dann  erhaltrnt  Zahl  soü  der 
'ltU6amìuenìtnng  der  ursprünijiirhni  Fläclir  (jcnannt  werden. 

Bestimmen  wir  jetzt  den  Zusamnienhanf,'  der  „modificirten"  Flüche, 
die  im  Ganzen  /"  +  isolirte  Doppeltangenten  enthält.  Zu  dem 
Zwecke  vergleichen  wir  sie  mit  der  gewöhnlichen  Uiemann 'sehen 
Fläche,  die  sich  ergiebt,  wenn  man,  vermöge  der  Gleicjuing  der  Classen- 
curve,  eine  der  beiden  Linien -Coord in aten  als  Function  der  anderen 
betrachtet  und  die  complexen  Werthe  der  letzteren  über  die  x  ~\-  iy- 
Ebene  ansbieitet.  Auf  diese  gewöhnlidie  Biemann'aelie  Ffi&'che  ist 
unsere  im  Allgemeinen  eindeutig  abgebildet.  Eine  Ausnahme  Terar- 
sachen  nur  die  isolirten  reellen  Doppeltangenten,  die  ihrer  ganzen  BSr- 
streckung  nach  auf  unserer  Fläche  liegen,  während  ihnen  auf  der  gew. 
Fliehe  je  ein  Punktepaar  entspiiohi  Da  nun  die  gewöhnliche  Bie- 
mann'sche  Fliehe  den  Zusammenhang  2p  aufweist,  so  erhält  unsere 
„modificirte*'  Fläche,  nach  einem  sehon  im  §  1.  besprochenen,  Bd.  VII, 
p.  554  aufgestellten  Satze**),  den  Zusammenhang: 

2i>  +  2fr,' +  2r, 

und  also  unsere  ursprüngliche  Fläche  den  Zusammenhang: 

^  =  2p  +  tv;  +  M^;  +  2r  =  2/)  +  w  +  2t". 
Zu  eben  dieser  Formel  würde  man  geführt,  wenn  man,  ohne  sich 
auf  eine  nähere  L  iitei  sucliung  der  reellen  AVendepunkte  und  ihre^  Fiii- 
Üusses  auf  den  Zusammenhang  einzulassen,  einfach  von  dem  Umstände 
ausginge,  da^s  den  nach  ihrer  ganzen  Erstreckung  auf  unseren  Flüchen 


•)  Violleicht  piel-t  es  Fälle,  in  denen  eine  solclie  Modification  nicht  mflplich 
iHt,  ohne  daiiii  gleichzeitig  andere  Doppelt^ugeaten  verschwinden  etc.  in  solchen 
Fallen  reicht  der  WoitUat  de«  Texte«  nicht  mehr  ans;  et  wird  aber  leioht  mìo, 
die  Darstellung  des  Textes  dennoch  zu  verwerthen. 

••)  Derselbe  lautet:  Sind  zwei  Flächen  im  Allgemeinen  eindeutig  auf  einander 
bezogen,  doch  so,  dass  die  eine  ji,  die  andere  v  Fiindiiuieutalpunkte  trätet,  so  ist 
der  Zuaammeuhaog  der  ersten,  vermehrt  um  ^,  gleich  dem  Zutiammeuhaug  der 
sweiten,  vennehrt  um  «r. 
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liegendeu  reellen  Wendetaugentfii  auf  der  gewölinlKlien  Kienianii'- 
schen  P'lüche  nur  je  ein  Punkt  entspricht,  und  dann  den  eben  citirten 
Satz  anwendete.  Ein  solches  Verfahren  wäre  natürlich  niclit  gereclit- 
fertigt,  da  der  betr.  Satz  an  der  angeführten  Stelle  nur  unter  Voraus- 
setzungen bewiesen  ist,  die  hier  niclit  zutreffen  (die  Existenz  siuguliirer 
Punkte  blieb  ausgeschlossen).  Vielmehr  hat  man  in  der  Ueberein- 
stimmung  nur  eine  Bestätigung  dafür  zu  erblicken,  dass  die  oben  ge- 
itùÊsne,  die  Wendepunkte  betr.  Festsetzung  naturgem&ss  ist. 

Wir  werden  nun  in  den  folgenden  beiden  §  versuchen,  die  jetsst 
für  Z  gewonnene  Formel  direct,  ohne  auf  die  gewöhnliche  Rieniann'^ 
sehe  FlSche  snrflckzugehen,  ans  der  Gestalt  der  Curven  n**'  Classe  su 
beweisen.  Mir  seheint  diese  Aufgabe  besonders  desshalb  interessant, 
weil  sie  leigt^  dass  wir  die  jedenfislls  sehr  mannigfidtigen  Gestalten  dieser 
Curven  doeh  schon  mit  Hfllfe  der  jetct  bekannten  SStae  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  beherrschen. 

Inzwischen  werde  hier  ein  instructiTes  Beispiel  vorausgeschickt,  in 
welchem  sich  die  directe  Abzahlung  unmittelbar  gestaltet. 

Es  sei  die  Classe  k  der  Curve  und  die  Ordnung  »  derselben  eine 
gerade  Zahl: 

Dann  kann  die  Curve  —  und  das  soll  hier  vorausgesetzt  werden 

—  möglicherweise  ohne  jeden  reellen  Zug  sein.  Auf  dem  von  uns 
festgehaltenen  Standpunkte  der  Allgemeinheit  sind  von  den  Singulari- 
täten-Anzahlen fü',  r',  (Î  in  diesem  Kalle  gleich  Null  zu  setzen, 
während  t",  li",  t'",  it"  beliebige  VVerthe  haben,  die  unter  einander  und 
mit  V  und  x  nur  durch  die  Plück er  sehen.  Formeln  und  durch  die 
Relation  : 

verbuudeu  sind  (in  welche  in  diesem  Falle  die  allgemeine 
übergeht). 

Betraehtra  wir  jetst  die  zugehörige  Ri  e  mann 'sehe  Flache.  Die- 
selbe flberdeckt  die  ganze  Ebene  mit  %  unbegrentten  Doppelblättern, 
die  durch  ä'  -j-  ^w"  Doppelverzweigungspunkte  mit  einander  verbunden 
sind.  Wftren  diese  Verzweigungspunkte  nicht  vorhanden,  so  käme  als 
Zusammenhangssahl  —  2(k — ]).  Denn  jedes  die  ganae  Ebene  Uber« 
deckende  Doppelblatt  hat  (wie  die  als  Doppelflftche  betrachtete  Ebene 
selbst)  den  Zusammenhang  Null,  und  für  die  Trennung  der  %  Bestand- 
theile  von  einander  hat  man  (« — l)mal  (—  2)  in  Anrechnung  au  bringen. 
Diese  Zahl  —  2  (x  — 1)  wird  dann  durch  jeden  Verzweigungspunkt  um 
eine  Einheit,  durch  jeden  Doppelverzweigungspunkt  also  um  zwei  Ein« 
heiten  erhöht.   Somit  kommt 

-  2(ji— 1)  +  2d"  + 
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Dies  aber  ist  in  tier  That  gleich  2/>-}'*^  "i"  2^  ",  wie  sich  lolgenUer- 
massen  ergiebt.    Zunächst  ist 

p  =  (2jf — 1) («- 1)  —     r—  w'\ 

and 

w'  — 0, 

also 

2;j  -f  tv  4-  2/      2  (x—  1  )  (2x  —  1  )  —  2r—  2m;". 

Dann  aber  giebt  tile  1*1  iicker  sehe  Formel 

2v  «  2x  (2x- 1)  —  2r—  2r—  3uf\ 

Âm  ihr  folgt: 

2p  -}-  tv  +  2t"^  2v  -  2  (2x  — I)  +  2t:''\-w" 

und  dioBOB  seist  die  angegebene  Relation: 

unmittelbar  in  die  gewünschte  Gestalt  um: 

2p  4-  tv  H-  2r«  —  2(ie— 1)  H-  2<f'+  w". 

§5. 

Directe  Bestinmning  der  ZiuamaiiiibiiigiialiL 

Die  directe  Begründung  der  Formel  ^ 

aus  der  Gestalt  der  Curve  soll  jetst  iu  folgender  Weise  geführt  werden. 
Wir  zeigen  zunächst,  dass  man  fQr  jede  Clause  k  Beispiele  angeben 

kann ,  in  denen  die  Formel  richtig  ist.  Wir  zeigen  sodann ,  dass  sie 
richtig  bloilit,  wenn  man  von  der  im  lieisjiiele  benutzten  Curve  zu 
einer  belieliigcn  anderen  Curve  dt-i  selben  Cl. is.se  übergehl. 

Die  Wiilil  de.s  anlänglicheii  Bei.sjiiels  kann  natürlich  auf  seiir  mannig- 
faltige Weise  geschehen j  man  könnte  z.  B.  für  ein  gerades/.-  die  zuletzt 
betrachteten  ('urven  wählen,  welche  keinen  reellen  Zug  enthalten*). 
Da  ich  aber  weiterhin  verschiedene  i>ät/.e  brauche,  die  ich  in  dem  Auf- 
Katze „über  iSiugularitäten^  zusammengestellt  liabe,  so  ziehe  ich  es  vor, 
mich  überhaupt  genau  an  diesen  Aufsatz  auzuschliessen.  Es  sind  nur 
die  Betrachtungen,  die  dort  für  Ordnungscurven  angestellt  wurden,  hier 
durchgängig  dualistisch  auf  Glassenourven  zu  fibertrageu. 

Beginnen  wir  damit,  die  dort  su  Grunde  gelegten  Beispiele  (p.  204, 
206)  nach  dualistischer  Uebertragung  ffir  die  hier  Torliegende  Frage- 
stellung zu  verwerthen. 

Ist  h  gerade  2 so  nehme  mau  (p.  204)  «c  Ellipaen,  deren  jede 
mit  jeder  anderen  Wer  reelle  Tangenten  gemein  hat,  und  construire 

*)  In  meiner  «ntea  bes.  Note  (Brlaoger  Berichte  1874)  hatte  ich  eine  Curve 
benut^  die  in  lauter  einselne  Funkte  leifiMlea  war. 


■» 
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ans  ihnea  eine  allgemeine  Curve  der  Classe  2x,  iudem  man  boi  jeder 
dieser  Tangenten  eins  der  beiden  Segmente,  in  die  sie  durch  ihre  Ik»- 
rühriingapnnkte  zerlegt  wird,  in  zwei  reelle  Curvenzöge  spaltet,  während 
man  das  andere  Segment  verschwinden  liisst.  (Dies  ist  also  dasselbe 
Verfahren ,  welches  insbesondere  für  Curven  vierter  Classe  im  vor- 
stehenden Aufsatze  angewandt  wurde  und  dort  ausführlich  erläutert  ist.) 
Jede  dieser  Operationen ,  deren  Anzaiil  2x(x — 1)  ist,  erhöht  den  Zu- 
sammenhang der  ursprünglicheu  Kiemaun'scben  Fläche  um  zwei  Ein- 
heiten j  derselbe  wird  also 

Z  =  -  2  (x-  1)  -f  4x  (x— 1)  —  {Jc—l)  {k—2), 

da  das  Aggregat  der  nicht  verbundenen  x  elliptischen  Dop])elbläUer 
den  Zusammenhang  — 2(j(  — 1)  aufweist  und  i)ei  dem  Aenderungs- 
processe  keine  Verzweigimgen  entstanden  sind.  —  Der  gefundene  Wertli 
von  Z  stimmt  .überein  mit  der  allgemeinen  Formel 

insofern  im  Beispiele  flberhaapt  keine  Wendungen  oder  Doppeltangenten 
vorhanden  sind,  und  also: 

l>  =  j  ,    w  — 0,  ^=0. 

Ist  k  dagegen  ungerade ,  so  setie  man  dasselbe  «  2x  3  und 
zeichne,  analog  wie  p.  206,  x  Ellipsen  und  eine  Curve  dritter  Classe. 
Das  Aggregat  der  bes.  zngehdrigen  Fliehen  hat  als  Zusammenhangszahl 

2  — 2««  — 2(«-l), 
und,  geht  man  nun  zn  einer  allgemeinen  Ourve      Glasse  fiber,  indem 
die  2x(x — 1)  reellen  Tangeuten,  die  den  Ellipsen  zu  zwei  gemeinsam 
sind,  und  die  6»  reellen  Tangenten,  welche  gleichzeitig  eine  Ellipse  * 
und  die  Curve  dritter  Classe  berflhren,  in  reelle  Curvenzfige  spaltet, 
so  kommt 

Z  —  —  2  (X—  1)  -f  4  X  (x—  l)  +  12«  «  (*  - 1)  (jfc—  2), 
was  wiedemm  stimmi  ' 

Von  diesen  Beispielen  ausgehend  zeigen  wir  nun  zunächst:  Die 
Formd 

Z— 2p  +  w'+2r 

(jUt  für  alle  aU(fcmeinm  Claasmcui'vcUf  d.  h.  für  aulclie,  die  keine  Doppel- 
und  Wcndciangcntm  besitzen. 

Zu  dem  Zwecke  lassen  wir  die  einzelne  in  Betracht  kommende 
Curve,  je  nachdem  "k  gerade  oder  ungerade,  aus  dem  ersten  oder  zweiten 
der  angegebenen  Beispiele  nach  Anleitung  von  p.  200,  201  entstehen. 
Dann  werden,  allgemein  zu  reden,  eine  Anzahl  einzelner  Curven  über- 
schritten werden  mflssen,  bei  denen  die  Riemann'sche  Fläche  eine 
wesentliche  Gestaltftnderung  erfahrt,  und  es  ist  zn  zeigen,  dass  trotz 


Digitized  by  Google 


412 


F.  Elus. 


der  Aeiideruu«^  die  Zusammeiiliangszahl  dieselbe  geblieben  ist.  Die 
iiier  in  Betracht  zu  ziehenden  Vorkommnisse  beziehen  sich  entweder 
darauf,  dass  eine  Curve  überschritten  wird,  bei  der  eine  besondere  Sin- 
gularität auftritt,  oder  dass  bei  der  betr.  Curve  die  immer  vorliandene 
Singularität  ihre  Bedeutung  für  die  Kie  mann  "sehe  Fläche  wechselt. 
Mit  Rücksicht  auf  die  oben  (§  2.)  gegebene  Erörterung  über  den  ge- 
stalUichen  £mâu8s,  den  die  Singularitäten  der  Curve  auf  deren  Rie- 
manii'ache  Fliehe  haben,  nnd  im  Änsehlosse  an  die  Entwickelung  der 
p.  201  —  203  zeigt  sieh,  dass  für  jede  der  beiden  Arten  nur  eine  Mög- 
lichkeit in  Betracht  su  sieben  ist.,  nSmlich  bez.: 

das  Äuflreten  einer  retHen,  nitài  isdUrien  oder  isoUrten  Doppdr 

tangente 

und  der  Uebergangsprocess,  der  dem  Verschwinden  einer  Einbuchtung 
(üeber  Singnlarit&ten  p.  202 ,  203)  dualiatiach  entspricht  und  bei  dem 
daher 

ein  nicht  isolirter  Doppclpunkt  ßum  isolirten  wird. 

Der  Eiufluss,  den  diese  VorkomniDisse  auf  die  Gestalt  der  Rie- 
mann'schen  P'läche  und  damit  auf  ihre  Zusammenliangszahl  haben, 
wurde  aber  schon  in  den  früheren  Aufsataeu,  sowie  in  ^  1.,  2.  des 
vorliegenden  hinlänglich  erörtert.  Wenn  eine  nicht  isolirte  Doppeltan- 
gente  entsteht,  so  zieht  sich  ein  „Band"  der  betr.  R iemann'schen 
Fläche  in  ein  doppeltzählendes  Segment  einer  geraden  Linie  zusammen 
und  kommt  so  in  Wegfall;  hernach  aber  gestaltet  sicli  das  ergänzende 
Segment  der  betr.  geraden  Linie  zu  einem  Bande  um,  und  der  Zusammen- 
hang hat  auf  der  einen  ïSeite  '2  verloren,  um  aut  der  anderen  2  zu 
gewinnen.  —  Das  Entstehen  der  isolirten  Dojtpcltangente  beeiutiusst 
den  Zusammenhang  nach  §  1.  überhaupt  nicht.  Denn  es  ist  damit 
gleichbedeutend,  dass  man  in  der  betr.  Iii  e  mann  sehen  Fläche  eijien 
Rnckkehrschnitt  ausführt.  Die  llunder  dieses  Ilückkehrschnittes  werden 
dann  später  nur  in  umgekehrter  Weise  zusammengefügt  —  Endlich 
das  zweite  der  angegebenen  Vorkommnisse  wurde  p.  380  des  Aufsatzes: 
„lieber  Integrale'  ausfBhrlich  betrachtet;  die  bes.  Voraussetzung,  die 
dort  gemacht  ist:  dass  bloss  Cur?en  der  Tierten  Classe  zu  untersuchen 
sind,  beeinflusst  offenbar  nicht  die  AUgemeingültigkeit  der  dort  ge- 
gebôien  Entwickelung. 

Damit  ist  der  gewünschte  Beweis  bereits  erbracht  Der  Zusammen- 
hang  bleibt  bei  der  allgemeinen  Classencurre  immer  '2f  +  ^'  + 
oder  besser,  da     ^  0,       0,  er  bleibt  2p. 

Um  den  Beweis  jetzt  auf  solche  Curveu,  die  Doppel-  und  Wende- 
taugenten haben,  auszudehnen,  verfahren  wir  wie  auf  p.  206.  Jede  solche 
Curve  kann  aus  einer  unmittelbar  benachbarten  allgemeiuen  Classcncurve 
abgeleitet  werden.  Das  Geschlecht  der  letzteren  sei  [pj.  So  wird  die 
zn  uniennchende  Gurre  ein  Geschlecht  haben: 
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wo  t'j  f  etc.  die  immer  fest  gehaltene  Bedeutung  haben  (p.  2()6).  Der  ^ 
ZoBammeiihaDg  der  Fläche,  die  xu  der  aUgememen  Curve  gehört,  ist 

der  Zusammenhang  der  zu  untersuchenden  Fläche  soll  werde» 

^  =  2|)  4-  w'  +  2r=  2[i>J  —  2t'  —  2/  "-  m;'  —  2w", 

und  es  ist  also  su  zeigen,  dass: 

Z  —  [Z]  -  2^-  2r-     — 2iir. 

Mit  anderen  Worten;  es  ist  zn  zeigen: 
Bas  EnMàim 

einer  nicht  isolòien  redien  Dojppdtangeintet 

einer  imaginären  BoppàJtamgen/te, 

einer  redlm  Wendung  j 

einer  imaginären  Wendmg 
erniedrigt  den  Zusammenhang  hos.  um  2,  2,  l,  2  Einiieitcn. 

Dagegen  führt  das  Enkkihm  einer  iaolirien  reàJlen  Doppeltangenie 
heim:  Erniedrigung  herbei. 

Von  diesen  Sätzen  können  diejenigen  als  bewiesen  gelten,  welche  - 
sich  auf  die  reellen  Doppeltangenteu  beziehen.    Âuch  der  Eintiuss  der 
reellen  Wendungen  ist  damit  gegeben,  denn  sie  sollen,  nach  der  im 
vorigen  §  getrotfeneu  Festsetzung,  die  Mitte  haU<'n  zwischen  den  iao- 
lirten  und  den  nicht  isolirten  reellen  Dopj)eltaiigenten. 

Was  die  imaginären  Doppel tangeuten  und  Wendetangenten  betrilü^ 
öo  zeigt  der  Satz  3)  der  p.  2()G: 

Der  reelle  Funkt  zweier  vonjiujirt  ini(i<jiiiarer  Doppt  Uaniirnttn  (lÌKsor- 
hirf  ztvci,  und  der  reelle  Fttnli  zweier  lonjutjirt  imaginärer  Wcndetan- 
genten  ahsorbirt  drei  reelle  üolirte  Doppelpunkte. 

Es  rQcken  daher  in  diese  reellen  Punkte  2,  bez.  3  Doppel verzwei- 
gungspunkte  der  Fläche  zusammen,  um  (nach  §  2.)  sich  im  ersten  Falle 
zn  compensiren  nnd  sich  im  zweiten  Falle  auf  nnr  eineii  Doppelver- 
zweigungspunkt zn  redocifeu.  Beidemal  verliert  also  die  Fläche  zwei 
Doppelveizweigungspunkte  und  also  sinkt  der  Znsammenhang  um  4 
Sinheiten.  Das  macht  für  die  einzelne  imaginäre  Doppeltangente  oder 
Wendetangente  2  Einheiten,  w.  z.  b. 

Und  hiermit  ist  die  geforderte  allgemeine  Abzahlung  geleistet. 

Ck>mplexe  Cnmn. 

Es  wird  hier  am  Platze  sein,  noch  einige  Worte  über  die  Iii  e  mann 
sehe  Fläche  solcher  Curven  zu  sagen,  deren  Gleichung  comjdcxo  Coef- 
ficienteu  besitzt  (p.  207 j.    Eine  solche  Curve,  von  der  Ordnung  n,  der 
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Classe  h  hat  anf  dem  hier  fesigehalteneu  Standpiiiikie  der  AUgemeinheit 
#  eine  Anzahl  (d)  reeller  isolirter  Pnnkte  und  eine  Anzahl  (t)  reeller 
isolirter  Tangenten.  Sie  besitzt  sodann  tp"  imaginäre  Waidetangenteii, 
C  imaginäre  Doppeltangenten  (nnd  analog  imaginäre  Spitzen  resp.  Rflck- 
kehrpnnkte). 

Man  vereinige  nun  die  complexe  Curve  mit  der  ihr  conjugirteu. 
So  entsteht  eine  neue  Curve,  deren  Gleichung  reelle  Coefficieuten  bat, 
von  der  Ordnung  2n,  der  Classe  2k,  mit  2w"  imaginäreu  Wendetan- 
genten  etc.  und  ö  isolirten  reellen  Doppelpunkten,  t  isolirten  reellen 
Doppeltangenten.  Bei  ihrer  Ri  e  mann 'sehen  Fläche  kennen  wir  den 
Zusammenhang  und  die  Verzweigung  der  Blätter.  Fügen  wir  hinzu, 
dass  zusammengehörige  Blätter  dieser  Fläche  nothwendi^r  auf  die  beiden 
verschiedenen  complexeu  Curveu  Bezug  haben,  so  erhalten  wir  bez. 
der  einzelnen  complexen  Curve  folgenden  Aufschluss: 

Die  smjehöruje  Iii  cm  a  nn' sehe  Fläche  iiherdecht  die  Ebene  mit  Je 
einfachen  Blättern f  und  Mi  die  r  reellen  isolirten  Tangetücn  eu  einf'aclwn 
liandcnrvcn. 

Die  JUätfer  sind  durch  ô  -\-  w"  einfache  VerewcifßumjspunJiic  ver- 
bunden, entsprechend  deti  Ö  isolirten  rccUcii  Funkten  und  den  w  '  reellen 
Funkten  der  w"  imaginären  Wendetnnyeiiten. 

Der  Zusammenhang  der  FläcJie  ist 

£  =  2p  +  T, 
uräer  p  das  Gcschlechi  verstunden. 

Was  die  Ableitung  der  letzteren  Gleichung  angeht,  so  verfahre 
man  etwa  folgeodermassen.  Die  redle  Curve,  welche  durch  Vereini- 
gung der  beiden  complexen  entsteht,  hat  2w'  Wendetangenten  und 
2<"'-|-jb'  Doppeltangenteu  (in  die  die  "k^  gemeinsamen  Tangenten  der 
beiden  complexen  Curven  eingerechnet  sind).   Ihr  Geschlecht  ist  also: 

Andererseits  ist 

k  —  \  •  k  —  2  »/ 
 j  W  -^t  , 

also 

P  =  2p—  1. 

Der  Zusammenhang  der  Fläche,  welche  zur  reellen  Curve  gehört 
muss  aber  naçh  den  früheren  Abzahlungen  sein: 

^=2P+2t, 

Andererseits  ist,  da  sich  diese  Fläche  aus  zwei  Bestandtheilen  vom 
Zusammenhange  $  zusammensetzt, 

Z  mm  2g  —  2. 

Hieraus  folgt  durch  Elimination  das  gewfinschte  Resultat: 

e  =  2p      t . 
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Als  Beispiele  betrachte  man  die  Riemanu'sclien  Flüchen,  die  zum 
einzelnen  complexen  Punkte  oder  zum  complexen  Kegelschnitte  gehören. 

Im  ersteren  Falle  ist  ^*  =  1 ,  t  =  1,  5  =  0.  Die  Fläche  besteht 
aus  einem  einfachen  Blatte,  welches,  die  ganze  Ebene  überdeckend,  von 
beiden  Seiten  an  die  reelle  gerade  Linie  hiuanreicht,  welche  den  com- 
plexen Punkt  mit  seinem  conjugirten  verbindet,  und  diese  Linie  zur 
Randcurve  hat.  Wir  haben  eine  einfach  zusammenhängende,  einfach 
berandete  Fläche. 

Bei  complexen  Kegelschnitten  haben  wir,  nach  p.  207,  drei  Arten 
zu  unterscheiden.  Ist  kein  reeller  Punkt  und  also  auch  keine  reelle 
Tangente  vorhanden,  so  besteht  die  betr.  Fläche  aus  einem  nullfach  zu- 
sammenhängenden, die  ganze  Ebene  überdeckenden  Doppel  blatte.  Aber 
es  können  2  oder  4  reelle  Punkte  vorhanden  sein,  dann  finden  sich 
auch  2  oder  4  reelle  Tangenten.  Man  erhält  eine  Fläche  mit  2  oder 
4  Randcurven,  die  2  oder  4  Verzweigungspunkte  besitzt  und  demnach 
doppelt  oder  vierfach  zusammenhängend  ist. 

§  V. 

Bedeutung  der  reellen  Curvenzüge  für  die  Riemann 'sehe  Fläche. 

Zum  Schluss  will  ich  noch  einige  lose  Bemerkungen  zufügen,  die 
sich  wieder  auf  reelle  Curven  beziehen  und  die  Bedeutung  erläutern, 
welche  die  reellen  Züge  dieser  Curven  für  die  zugehörige  Ri  e  mann 
sehe  Fläche  haben.  Es  müssen  diese  Sätze  von  fundamentaler  Wichtig- 
keit sein,  wenn  man  es  unternimmt,  bei  beliebigen  reellen  Curven  den 
Verlauf  der  Abel'schen  Integrale  in  der  Weise  zu  untersuchen,  wie  ich 
es  im  vorstehenden  Aufsatze  für  die  Curven  vierter  Classe  begonnen 
habe.  Dabei  will  ich  der  Einfachheit  wegen  hier  die  Annahme  fest- 
halten, dass  keine  reellen  Wendetangenten  oder  reelle  isolirte  Doppel- 
tangenten vorhanden  sind;  eine  Ergänzung,  welche  auf  Curven  Bezug 
nimmt,  bei  denen  diese  Singularitäten  auftreten,  lässt  sich  leicht  zufügen. 

Zunächst  sage  ich  :  Wenn  eine  Curvo  C  reelle  Züge  besitzt  und  man 
ser schneidet  die  zugehörige  Riemann'sche  Fläche  längs  (C—  1)  derselben, 
so  zerfällt  die  Fläche  noch  nicht.  Denn  wenn  sie  zerfiele,  so  könnte 
das  i)ur  so  geschehen,  dass  sich  zwei  zusammengehörige  (complex  con- 
jugirte)  Bestandtheile  bildeten.  Dieselben  werden  dann  aber  nothwen- 
dig  in  dem  noch  unzerschnittenen ,  letzten  Zuge  zusammenhängen. 

Es  folgt  hieraus  zunächst  (natürlich  unter  der  Beschränkung,  die 
wir,  uns  hier  im  Interesse  der  Einfachheit  der  Darstellung  auferlegt  haben) 
der  Uarua  ck'scbe  Satz  (diese  Auualeu  X,  p.  ]9()):  dass  tinei^urvc  vom 
Geschlcchte  p  nicht  mehr  als  (p-f-l)  Züge  haben  Innn.  Hätte  sie  näm- 
lich (;)-|-2)  Züge,  so  würde  ein  Zerschneiden  längs  (j)-(-l)  derselben 
noch  kein  Zerfallen  der  Fläche  herbeiführen,  während 
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einer  2|»-fach  zuBammenh&ngendeii  Flache  nicht  mehr  ah  p  nicht  ser> 
stockende  BOckkehrsshnitte  ziehen  kann. 

Andereraeits  ergiebt  sich  fflr  die  CorFen»  deren  ZOgezahl 

C>0,   C<p  +  1 
eiue  beiiiorkeiiswertiie  EiutheiluLg  in  zwei  Arten. 

Cunm  der  ersten  Art  liahen  die  Eigenschaft^  dass  ihre  Rie- 
mann*sche  Fläche,  längs  der  C  Züge  eerschnitteti,  zerfällt  j  hei  den  Curven 
dût  meUm  Art  findet  em  solches  ZerfaUm  niéhi  staH.  Die  von  Hm. 
Harnack  betrachteten  Curven  mit  {p-\- 1)  Zügen  mag  man  der  ersten 
Art,  die  Ourren,  weléhe  überhaupt  keine  reellen  ZOge  besitzen  (§  4  )  der 
zweiten  Art  zurechnen. 

Ich  erinnere  in  dieser  Beziehung  an  die  früher  betrachteten-  Gunreu 
dritter  und  vierter  Olaase. 

Die  zweitheilige  Curve  dritter  Classe  gehdrt  zur  ersten,  die  ein" 
theilige  zur  zweiten  Art. 

Bei  den  Curven  TÌerter  Classe  ohne  Doppeltaugente  gehören  zur 
ersten  Art:  die  viertheilige  und  die  GOrtelcurve,  zur  zweiten  Art  die 
übrigen:  die  drei-,  zwei-,  eintheilige  und  die  imao^inäre. 

Die  Curven  derselben  Art  zeigen  eine  grosse  Keihe  gemeinsamer 
Eigenschaften.  Z.  B.  kann  bei  den  Curven  der  ersten  Art  durch  all- 
mähliches Aendern  der  Coustanten  niemals  eine  isolirte  reelle  Doppel- 
tangente neu  entstehen,  um  dann  einen  (C+l)'*"  Curvenzug  zu  liefern; 
während  die  Curven  der  zweiten  Art  in  dieser  Richtunj^  nicht  beschränkt 
sind.  Die  Curven  der  zweiten  Art  sind,  sozusagen,  noch  entwickolungs- 
fahig,  während  es  die  Curven  der  ersten  Art  nicht  sind.  Doch  soll 
hier  auf  diese  Yerbältuisse  noch  nicht  näher  eingegangen  werden. 

München,  im  April  1876. 
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Preisaulgabeu  der  Fürstlich  Jablouowäki  scheu  Gesellschaft. 
(Bekannt  gemacht  im  Jahresbericht  der  üecellaehaft,  Leipiig  im  Hftrs  1876.) 

1.  Für  das  Jahr  1876. 

Trotz  der  meisterhaften  Arbeiten  Leverrier's  über  die  Bewegung 
des  M(Mkur  kann  die  Theorie  dieses  Planeten  noch  nicht  als  endgOltig 
abgeschloesen  betrachtet  werden.  Die  Geseilechaft  wünscht  «ine  ans- 
itihrliche 

Untersüchung  der  die  Bewegung  des  Merkur  besUmmenden  Kräfte, 
mit  Bttcksicht  auf  die  Ton  Laplace  (in  der  Mécanique  céleate),  von 

Leverrier  [lu  den  Annales  de  l' Observatoire  und  den  Comptes  rendus 
de  l'Académie  des  Sciences),  von  Hansen  (in  den  Bericliten  der  K'gl. 
Säciis.  flcsellsch.  «1.  VV.  vom  15.  April  I86.'î)  und  von  Wilhelm  Weber 
(vergi.  Zöllner  Uber  die  Natur  der  Kometen,  p.  3.'^)  angedeuteten 
Einwirkungen.  Ausser  der  vollständigen  Bereehiumg  der  Störungen  ist 
eine  Vergleiclumg  mit  den  fieoltat  litungen  unerlässlicli,  um  zu  zeigen, 
bis  zu  welchem  Grude  der  Geiiaui<4keit  sich  die  eiii^'ehemleii  Coustanten 
bestimmen  las:5en.  ( 'unstruc  tion  von  'J'afVln  zur  Ortsherechnung  behalt 
sich  die  (iesellschatt  vor  zum  Gegenstand  eiuer  späteren  Freisbewerbuug 
zu  machen,    l'reis  7(X)  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1877. 

Der  nach  Encke  benannte  und  von  diesem  Astronomen  während 
des  Zeitraumes  von  1819 — 1848  sorglaltig  untersuchte  Komet  l,  1819, 
hat  in  seiner  Bewegung  Anomalieen  gezeigt,  welche  zu  ihrer  Erklärung 
auf  tlie  Hypothese  eines  widerstehenden  Mittels  geführt  haben.  Da 
indessen  eine  genauere  Untersuchung  der  Bahn  nur  über  einen  be- 
schränkten Theil  des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beobachtungen 
(seit  1786)  sich  entrecken,  so  ist  eine  vollständige  Neubearbeitung  der 
Bahn  des  Encke'echen  Kometen  um  so  mehr  wQnachenswerUi,  als  die 
bisher  untersuchten  Bewegungen  anderer  periodischen  Kometen  keinen 
aualogen  widerstehenden  Einfluss  verrathen  haben.  Die  Geselbehaft 
wOntcht  eine  solche  voUstäudige  Neubearbeitong  herbeizuführen ,  und 
stellt  desshalb  die  Aufgabe:  ' 
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die  TirwKjuvf}  des  Enckc'sf hni  Koìnetoì.  ìnif  Jìcriivksichtu/ioKj  aller 
stvrnidt  ìi  T\rufle,  tcdvhe  von  Einfliiss  sein  können,  vorUiufHj  ucnig- 
stens  innvrÌKdh  des  seit  dem  Jahre  1848  veifiossenen  Zeitraums 
zu  xmtrrsiuiicn. 

Die  ergäuzeiide  Bearbeitung'  für  die  frühere  Zeit  behält  sich  die 
(lesellschaft  vor,  eventuell  i^uni  Gegeuataud  eiuer  späteren  Preiöbewer- 
bimg  zu  machen.    Preis  700  Mark. 

3.  Far  das  Jahr  1878. 

Die  Elitwickelung  des  reciproken  W'crtlies  (Kt  Entfernung  r  zweier 
Punkte  spielt  in  astroiirjinischen  und  jdiy^ikalisclien  i'roblenien  eine 
hervorragende  Rolle.  In  der  Theorie  der  Trausfonnatiou  der  elüptiseheu 
Functionen  wird  die  zuerst  von  Cauchy  entdeckte  Gleichung  bewiesen 

_  ,  «rf  4«a*  »na»  lö«a'  ^ 


Iff"  Ani*  BT»  16«»^ 


—  i+2c""y+2a""5*"+2e  «<"+2«" 


•  •  •» 


in  welcher  mit  Rücksicht  auf  die  zu  erzielende  Genauigkeit  die  positive 
willkürliche  Constante  a  so  gross  gewählt  werden  kauu,  dass  die  £x- 

pooentialgrOsse  e   ^  TernachlSssigt  werden  darf.   Alsdann  bat  man 

y     1  +  26"7"  +  2e--5î"  +  2e"-?-  -\  

eine  Reiheueutwickelung  von  ungemein  rascher  Convergenz.  Es  st^ht 
zu  erwarten,  dass  eine  auf  die  vorstehende  Formel  gegründete  Eut- 
wickelung  der  8törungstunction  in  dem  Problem  der  drei  Körper  sich 
für  die  numerische  llechuung  als  vortheilhaft  erweisen  werde. 

Die  Gesellscftafl  wünscJU  eim  unter  dem  angcdcutcteti  Gesichtspunkte 
ausyvßhrU  Bearbeitmg  des  Siarungsprohlems  gu  erhaUm. 

Indem  sie  dem  Bearbeiter  die  Wahl  des  besonderen  Falles  fiber- 
ISsst,  in  welchem  die  numerische  Anwendbarkeit  des  Verfahrens  geseigt 
werden  soll,  setzt  sie  voraus,  dass  das  gewählte  Beispiel  hinlSugliehen 
Umfang  und  Wichtigkeit  besitze,  um  die  Tragweite  der  vorgeschlagenen 
Methode  und  ihr  VerhSItuiss  zu  deu  bisher  angewandten  hervortreten 
zu  lassen.   Preis  700  Mark. 

4.  Fflr  das  Jahr  1879. 

Durch  die  in  den  Abhandlungen  der  Egl.  SSchs.  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  von  W.  Hankel  veröfientlichten  Untersuchungen  ist 

nachgewiesen  worden,  dass  die  Thermoelektricifôt  nielit  nur  auf  den  hemi- 
morphen  Krystallen  auftritt,  sondern  eine  an  allen  Krystallen  wahrzu- 
nehmende Eigenschaft  ist,  soweit  deren  krystallinische  Structur  und 
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raateriello  BcsrhafVeuheit  überhaupt  ein  Entstehen  und  Anhäufen  der 
Elektricitiit  bis  zu  einer  durch  unsere  Intruniente  nachweisbaren  Stärke 
gestatten.  Die  erwähnten  Abhaudhingen  umfassen  ausser  den  hemi- 
nicrjihen  Krystalleii  des  Boracites  und  Quarzes  die  symmetrisch  gebilde- 
ten Krystalle  des  Idokrases,  Apophyllits,  Kulkspathes,  Berylls,  Topases, 
Schwerspathes,  Aragonites,  Gypses,  Diopsids,  Orthoklases,  Albits  und 
Periklins,  und  lehren  nicht  nur  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  den 
in  den,  verschiedeneu  Fornn-n  vollkommen  ausgebildeten,  sondern  auch 
auf  den  durch  Auwachsen  oder  sonstige  Hindernisse  in  ihrer  Entwicke- 
lang gehemmten  Indmdaen,  sowie  auf  den  durch  Bruch  oder  Anschlagen 
der  Durchgänge  künstlich  erzeugten  Begrenzungsflichen  kennen,  üb 
scheinen  nun  unter  allen  zwischen  der  Warme  und  der  Elektricität 
beobachteien  Beziehungen  die  thermoelektrischen  Erscheinungen  am  ge- 
eignetsten, eine  nähere  Kenntniss  des  Zusammenhanges  zwischen  den 
genannten  beiden  Agentien  zu  ermSglichen,  und  es  wird  daher  von 
der  Forstlich  Jablonowski'schen  OeseUschaft  f&r  das  Jahr  1879  als 
Preisaufgabe  gestellt: 

Auf  streng  physikalische  Versuche  gesHüMter  Nachweis  der  Ent- 
stehung der  auf  KrystaUen  hei  steigeiuicr  und  sinkender  Tempera- 
tur hrrvorfrfteiiden  FAeMricität  (Thermoelektricitüt,  Pyroelektrici- 
tSt,  Krystallelektricität)  und  der  durch  Büdungshemmnisse  oder 
äussere  Verletzungen  dersàben  in  der  normalen  Vertheânmg  ent' 
stehendm  Äenderungen, 
Preis  700  Mark. 

Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht 
die  Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  • 

anderen  Sprache  gestattet,  in  dcutsclier,  lateinischer  oder  französisdmr 
Sprache  zu  verfassen,  mtissen  deutlich  geschrieben  und  paginirij  ferner 
mit  einem  Motto  versehen  un  i  von  einem  versiegelten  Couvert  begleitet 
sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.    Die  Zeit  der  Einsendung 

*  endet  mit  dem  iiÜ.  Novcniher  dcii  (uif/rf/rhoKn  Jahres  und  die  Zusendung 
ist  an  den  Secretar  der  Gesellschaft  (für  das  .lahr  187G  Geh.  Hofrath 
Prof.  Dr.  Ilankel)  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prüfun<,'  der  ein- 
gegangenen Schriften  werden  durch  die  Leipziger  Zeitung  im  März 
oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbuugsschriften  werden  Eigeuthum  der  Ge- 

0   Seilschaft.  , 
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Von  U.  SouBöTBB  in  Breslau. 

1.  Wl'Uh  man  auf  einem  j^eraileii  TriÎLTer  L  tirei  beliebige  Punkte 
ahc  annimmt  niul  eine  cyclische  Vertauh^cliunjL;  derselben  hca  bildet, 
80  laäseu  sich  die  beideu  Reihen  projectiviäch  »eizeu: 

ah  c  f\h  c  a, 

indem  diese  drei  Paare  entsprechender  Elemente:  n  und  it^  h  und  r, 
c  und  a  gerade  zur  Best^immimg  der  projecti vischen  Beziebuug  aus- 
reichen. 

Sind  Î /",  die  Doppelelemente  dieser  Ijeidtin  auttiiuuiderlie^endeu 
projectivisi  lien  Punktrt-iluMi ,  ho  nennt  man  r/?yr//,  inn  Sifsfon  von  fünf 
äquianhai  hioiiisc/tcit  Khim  idi  n,  und  zwar  (tix-  die  ilrei  cycliscli  -  ver- 
tauschbaren, die  J )opj»eleleiiiente  des  .S3stenis  j ;  denn  es  zeigt  sich, 
da88  auch  die  noch  übrige  dritte  cyclische  Vertuuschung  cnh,  mit  einer 
der  beiden  andern  projectivisch  gesetzt,  zu  denselben  Doppelelemeuten 
ffihrt   Alts  der  Projectivitat  der  beiden  Reilien: 

abcii^  A  bcaiii 
lesen  wir  uämlich  auch  ab: 

Um  die  I)uj)jiel*'Iemente  zm  ermitteln,  Ziehen  wir  aus  der  Uleicb- 
heit  der  Doppel  Verhältnisse: 

{ahii^)  =  (6c»i|) 

die  Folgerung: 

{baili)  =  (hcii^) 

und  erkennen  hieraus,  dass  es  ein  hyperbolisches  Punktsystem  giebt, 
▼on  welchem  5  ein  Asymptotenpunkt,  c  und  a  ein  Paar,  i  und  i^  eiti 
zweites  Paar  4:oiijn)>firter  Paukte  sind.  Der  andere  Asymptotenpunkt  ß 
dieses  hyperbolist  h«n  Punktsystems  .ist  der  vierte  hannonische,  zu  b 
zugeordnete  Punkt,  während  a  und  c  das  andere  Paar  zugeordneter 
Punkte  sind,  d.  h. 

  (ac6j3)  =  -l,. 

*)  Wir  verweisen  hinsichtlich  der  Hezeichnung  und  Ausdruckaweiac  durch- 
gehend! auf:  Jacob  Steiner't  Vorlesangeu  Qber  Bynthetiaohe  Geometrie, 
II  Thfil:  „Die  Theorie  der  Kegelschnitte,  gestfltst  auf  projeotiviache  Eigenacbaf- 
ti'o",  zweite  Auflage,  Leipsig  1870. 
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und  das  gesuchte  Paar  it't  muss  hß  harmonisch  trennen.  In  derselben 
Weise  können  wir  die  vierten  harmonischen  Punkte  a  und  y  ermittehi  : 

(Jbeaa)  ^ — 1, 

(a6<^)  —  —  1; 

tliinji  iiiiisseu  ii^  alle  drei  Paare  aa,  bß,  cy  haruiüiiisch  trennen ,  oder 
mit  andern  Worten:  ii^  sind  die  Doppelpunkte  eines  Punktsysteme, 
von  welchem  aa,  bß^  cy  drei  Paare  cunjugirter  Punkte  sind.  Dieses 
Punktsystem  ist  iß^^Uaeh  und  die  Doppelpunkte  ii^  sind  daher  oon- 
jugirt- imaginär,  sobald  abe  als  reelle  Punkte  angenommen  werden. 
Das  durch  die  reell  constniirten  •  Punktpaare  aa,  bß,  cy  bestimmte 
Punktsystem  (Involution)  vertritt  aber  die  imaginären  Doppelelemente  ttf 
Wenn  wir  die  angegebene  Construction  der  Punkte  aßy  wirklich 
ausfOhreu,  so  lässt  sich  dieselbe  so  modificiren,  dass  sie  auch  noch 
bestehen  bleibt,  sobald  von  den  angenommenen  Punkten  a  h  c  nur 
einer,  a,  reell  ist,  die  beiden  andern,  b  und  e,  coigugirt-imaginär  sind, 
d.  h.  durch  ein  gegebenes  elliptisches  Punktsystem  vertreten  werden, 
'In  diesem  Falle  zeigt  es  sich,  dass  ti,  reelle  Punkte  werden  und  es 
ergiebt  sich  die  Construction  derselben.  Âùch  umgekehrt  müssen ,  wenn 
ti|  und  a  reell  angen<»nmen  werden,  die  beiden  eyclisch-vertaUschbaren 
Elemente  b  und  e  conjugirt-imaginUr  sein,  und.es  lilsst  sich  das  sie 
vertretende  elliptische  Punktsystem  reell  eonstruiren.  Die  möglichst 
einfache  wirkliche  Ausluhrung  dieser  Coiistruciiunen  i.st  der  Zweck 
nachtolgeiuler  Zeilen;  sie  sind  überall  da  von  Nutzen,  wo  ein  äqui- 
anharmonisches  System  auttritt,  z,  ß.  bei  den  VVendepunkteii  der  all- 
gemeinen Curve  dritter  Ordnung. 

**.  Gola  n  wir  von  der  Annahme  dreier  reeller  Punkte  aiir  auf 
dem  geraden  Trilirer  L  aus  und  eonstruiren  zuerst  den  vierten  harmo- 
nischeu Puukt  a,  so  dass 

(bcaa)  —  —  1 

wird  ;  zu  diesem  Behüte  ziehen  wir  (Uirch  (i  einen  beliebigen  Strahl, 
nehmen  auf  demselben  zwei  Punkte  und  1*  beliebig  au  und  bestim- 
men die  Schnittpunkte:  • 

dann  lai  der  Schnittpunkt: 

(tu,  L)  =  «      (Fig.  1.). 
iiezeichueu  wir  noch  die  Verbindungslinie: 

(bc)  — il 

und  den  Schuittpuukt: 

(PS,  2l)-»a; 

es  iSsst  sicli  alsdann  der  vierte  harmonische  Punkt  ß  so  coustruiren, 
dass  wir  auf  dem  durch  b  gehenden  Strahle  die  beiilen  Punkte  P  und 
c  wShlen,  die  Schnittpunkte  aufsuchen: 
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FIff.  1. 


iPa,  ce)  — S;    (Pc,  ca)  — Ib, 
und  den  Schnittpunkt: 

erhalten;  ebenso  lasst  sich  der  vierte  harmoiueclie  Piuikt  y  dadurch 
oonatmiren,  dan  wir  auf  dem  durch  c  gehenden  Strahle  die  beiden 
Punkte  P  und  f>  wählen,  die  Schnittpunkte  aufsuchen: 

(Pa,  bb)  =  S-y     {Fb,  ba)  =  c, 

und  den  ISchuittpunkt: 

(Sc,.  L)^Y 

erhalten.    Âus  dieser  Cousiruction  folgt,  dass  suwohl 
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als  auch 

Fehl,  , 

je  vier  harnionischo  Punkte  sind  und  hieraus  eigiebt  sich  einerseits 
die  Gleichheit  der  Doppelverhaltnisse  : 

(P6cc,)-(Pcbb,), 
woraus  wir  schliessen,  dass  die  drei  Punkte: 

01  c,  a 

auf  einer  Geraden  liegen,  und  andererseits  die  Pïrojectivitat  der  Strahl- 
bflschel:  _ 

c(P6cc,)  A5(Pcbb,), 
woraus  wir  schliessen,  dass  die  drei  Punkte: 

P  >S'  und  der  Schnittpunkt  {bhi,  CC|)  =  ^ 
auf  einer  Geraden  liegen. 

Dieser  Punkt  A  ist  für  unsere  Coustruetiou  von  besonderer  Bedeutung. 
Die  Tier  harmonischen  Strahlen,  welche  von  Ä  nach  den  vier  Punkten: 

P  6  c,  c 

hingehen,  treffen  nämlich  den  Träger  L  in  den  vier  harmonischen 
Punkten  ; 

a  h  c  y  f 

und  die  vier  Strahlen,  welche  von  A  nach  den  vier  Punkten: 

P  c  b,  b 

hingehen,  treffen  den  Träger  L  in  den  vier  harmonischeu  Punkten: 

folglich  bestimmen  die  beiden  Strahlenpaare: 

Ab,  Äh\  Ak 
dasjenige  Strahlsystem,  dessen  Asymptoten  die  gesuchten  Doppelpunkte 
û'i  auf  dem  Trager  L  ausschneiden. 

Diesem  Strahlsysteme  gehört  auch  das  Strahlenpaar: 

Aa,  Aa 

an,  weil  &b,  cc  und  Pa  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  vollständigen 
Vierseits  sind,  welche,  mit  dem  Punkte  A  verbunden,  bekanntlich  drei 
:     Strahlenpaare  eines  Strahlsystems  liefern. 

Zugleich  bemerken  wir,  dass  die  vier  Strahlen,  welche  von  e  nach 
den  vier  harmonischen  Punkten: 

6  P  c  q 

.  hingehen,  die  Gerade  PS  in  vier  neuen  harmonischen  Punkten  treffen,  also 

{aP8A)  «  -  1 

ist,  wodurdi  der  Punkt  A  unabhängig  von  b  und  e  bestimmt  wird; 
ferner  sind  wegen  der  Eigenschaft  des  vollständigen  Yierecln  PSbe 
die  vier  Punkte  P8aa  ebenfalls  harmonisch  gelegen,  d.  K 
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(PS«a)«  — 1 

und  die  Gerade      welche  vorhin  durch  die  Punkte  h  und  c  bestinunt 
wurde,  kann  jetxt  auch  dùrch  die  Punkte  «  und  a  bestimmt  werden. 

3.  Um  die  Torige  Construction,  welche  wesentlich  von  den  als  reell 
angenommenen  Punkten  b  und  e  und  den  aus  ihnen  abgeleiteten  Punk- 
ten (  und  c,  6|  und  q  abhängt,  von  der  Realität  dieser  Punktpaare 
unabhängig  zu  machen,  denken  wir  uns  einen  Kegelschnitt  iV^^  herge- 
stellt, welcher  in  b  und  c  die  Tangenten  />  N  und  cS  hat  und  durch 
den  Punkt  P  gebt.  Dadurch  ist  iî^^*  gerade  bestimmt,  und  in  Bezug 
auf  il<*>  ist  FS  lie  Polare  von  a,  h{\  die  Polare  von  0,  sowie  rc,  die  Po- 
lare von  c;  folglich  i.-^t  A  der  Pol  der  Geraden  'Jl  und  das  Stralilsysteni, 
welches  dem  Punkte  A  in  Bezeug  auf  den  Kegelschnitt  Ji'-'  zugehört, 
ist  idciitix  h  mit  dem  üben  ermitteiteu  ätrahlsjsteme,  welches  durch  die 
Strahleupaare: 

Ah,  Ah'^  Ac,  Ac 
bestimmt  wird  und  dessen  Asvm|ttoteu  den  Trüger  L  in  den  gesuchten 
Dup]»elj)Uiikteij  il^  de-,  iujuiauharmonischen  Systems  trelli  u.  Der  Kegel- 
schnitt M'-'  ist  dem  Dreieck  I'bt  umschrieben;  die  Tangenten  in  dea 
Ecken  treffen  die  Gegenseiten  des  Dreiecks  in  den  Punkten  b  c  à,  welche 
auf  der  Geraden  %  li«'gen,  und  A  ist  der  Pol  der  Geraden  %  in  Bezug 
auf  H<^'  *).  Sobald  ntui  der  Kegelschnitt  bekannt  ist,  können  wir 
die  Punkte  h  und  e  ?ertreten  lassen  durch  das  Punktsystem,  welches 
der  Geraden  L  in  Bezug*  auf  ^<*>  zugehört  und  dessen  Doppelpunkte 
(reell  oder  conjugirt- imaginär)  b  und  q  sind;  dem  Punkte  A  gehört 
aber  in  Bezug  auf  S^^  ein  bestimmtes  Strahlsystem  zu,  dessen  Asym- 
ptoten auf  L  die  Doppelpunkte  ««,  des  ftquianharmonischen  Systems  be- 
stimmen. Der  Kegelschnitt  ist  vollständig  und  eindeutig  bestimmt 
durch  folgende  Bedingungen: 

1)  S  und  L  sollen  Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  Ä**^  sein. 

2)  £in  bestimmtes  auf  L  gegebenes  Punktsystem  (x,  l),  dessen 

Doppelpunkte  bc  reell  oder  conjugirt-imaginär  sein  können, 
(1.  h.  ein  auf  L  gegebenes  Punktsystem  {x,  l),  welches  hyper- 
bolisch oder  ellii)tisch  sein  kann,*  soll  der  Geraden  L  in  Bezug 
auf  zugehören. 
8"*  Der  Kegelschnitt         soll  durch  den  Punkt  F  gehen. 
Ks  kommt  jetzt  darauf  an,  das  dem  Punkte  A  zugehörige  Sfnihl- 
system  zu  construiren  in  Bezug  auf  deu  durch  diese  drei  Bedingungen 
bestimmten  Kegelschnitt  K'''^ 

Der  Punkt  A  selbst  ist  vorhin  (*2.)  völlig  unabhängig  von  h  und  c,  * 
nur  ilurch  die  bekannten  Punkte  SPa  ermittelt  wurden,  ebenso  aueii 
der  Punkt  a.    Ferner  ist  u  der  dem  Pmikte  a  coujugirte  Punkt  in  dem 

*)  YeçgL  Math.  Annalen  von  CUbicb  and  Neumann  Bd.  II,  8.  668. 


Digitized  by  Google 


Zur  Construction  eines  äquiauharmouischen  Ö^atems. 


42Ö 


gegebenen  Panktsystem  {x,  l),  weil  au  harmonisch  getrennt  werden 
durch  die  Doppelpaukte  (  und     fo^lich  ist  auch: 

(aa)  =  3l 

als  die  Polare  yoü  A  in  Bezug  auf  bekannt. 

Nimmt  man  ein  beliebiges  Punktpaar  x%  des  auf  dem  Tb^er  L 
gegebenen  Punktsystems  heraus,  so  ist  die  Polare  von  x  die  Gerade 
Slf  die  Polare  von  A  die  Gerade  %y  folglich  der  Schnit^nnkt: 

der  Pol  vuii  Ax\  verbindet  niaTi  Wnx  mit  yl,  so  sind  Ax  und  /Ir,  ein 
Paar  conjugirter  Strahlen  des  gesuciiten  ytraiilsystems  sodauu  sind 

auch  Aa  und  Aa  ei»  Paar  conjugirter  Strableu  dieses  Strahlsystems. 
Dasselbe  ist  schon  dorch  diese  beiden  Strahlenpaare  voUstaudig  be- 
stimmt.  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt; 

so  beätiuimen  die  bcidcu  Punktpaarc: 

aa  j  XX 

das  Punktsystem  auf  den)  Träger  L,  dessi;n  Doppeljiunkte  die  gesuchten 
I)oppeleleniente  ii^  des  äquiauharmouischeu  System»  üiud,  während  die 
Puuktpaare  : 

•    aar,  xï 

das  Punktsystem  bestimmen ,  dessen  Doppelpunkte  hc  mit  a  zusammen 
die  cyclisch-vertauschbaren  Elemente  des  Squianharmonischen  Systems 
sind. 

4.   Dadurch  ist  die  Constniction  unabhüigif;  gemacht  von  der 
Realitât  der  Punkte  h  und      und  wir  können  auch  den  Hfilfskegel- 
schnitt  fto  ganz  bei  ISfiite  lassen,  indem  wir  Aufgabe  und  Auflösung, 
so  formuliren: 

Aufgabe. 

Gegeben  sind  auf  ekm  geraden  Träger  L  ein  Funkt  a  und  ei» 

Punktmfst^n  (x,  |),  dessen  Doppeljnmkfr  h  und  c  reell  oder  conpujirf- 
imnfjinUr  st  hi  Iwmietiy  je  nachdem  es  hyperbolisch  oder  elliptisch  ist.   Es , 
seilen  abc  "Is  die  drei  cyclisch-vertauschbareìi  Eìemmte  âqui- 
anharmonischen  tSystems  awfgefasst  und  die  Doppelelemenie  »i|  dessdbe» 
gründen  wen /en. 

Auflösung. 

Man  bestimme  auf  dem  Träger  L  den  dem  Punkte  n  conjugirten 
Punkt  n  in  dem  gegebenen  Punktsysteme  (:/  ,  |i.  Durch  (i  ziehe  man 
einen  belu  bigen  Strahl  und  nehme  auf  dem>elb<'ii  zwei  Punkte  S  und 
P  beliebig  au;  mau  bestimme  den  zu  a  zugeordueteu  vierten  harmo- 
nischen Punkt  a,  80  duss: 

(ÄPaft)  «  —  1 

ist,  und  den  zu  S  zugeordneten  vierten  hurmouischen  Punkt  A,  so  da&t» 
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(aPSA)^-  1 
Ì8Ì}  mau  bezeichne  die  YerbiiiduLig.sliijie: 

(«a)  =  3t 

linci  iielinie  iri^eiid  ein  Paar  conjugirter  I'nnkte  des  gegebenen 
Puuktâjrgtems  heraus,  bestimme  die  bchuittpuukte: 

31)  -  y,, 

dann  besÜmiiieu  die  beiden  Punktpaare: 

XX  und  rt« 

ein  neues  Punkt^'ystenl  auf  dem  Träger  desseu  As^mptuteupuukte 
die  gesuchten  Doppeleleniente  //,  sind. 

Wir  können  die  Construction  abkürzen  und  allein  auf  den  Träger 
L  als  Operationsfeld  beschränken,  wenn  wir  von  v,  aus  die  vier  har- 
nionischen Punkte  S  P  a  a  auf  den  Träger  L  projiciren-,  dadurch  er- 
halteu  wir  vier  Punkte        a  ce,  für  welche  das  Doppelverhältuiss : 

(«  c(lp)  =  —  1 

ist  und  hierdurch  wird  der  Punkt  p  als  vierter  harmonischer  zu  a  «r  S 
bestimmt;  durch  p  finden  wir  dann  den  Punkt  %  aus  dem  Doppelver- 
hältoisse: 

(aplx)  =  -  1 
als  vierten  harnionischon  Punkt  zu 

Ebenso  wie  das  Punktsystem  (x,  |),  dessen  Asymptotenpnnkte  bc 
sind,  gerade  bestimmt  wird  durch  die  beiden  Punktpaare: 

xi  und  a«, 

wird  das  neue  Punktsystem  {x,  x)»  dessen  Asjrmptotenpunkte  die  aqai* 
anharmonischen  Doppelelemente  t »,  sind,  durch  die  beiden  Pnnktpaare: 

xs  und  aa 

gerade  bestimmt  und  die  Construction  läset'  sich  jetet  so  aussprechen: 

Man  bestimme  den  zu  a  conjugirten  Punkt  a  in  dem  auf  L  ge- 
gebenen Punktsystem,  nehme  ein  beliebiges  Paar  conjugirter  Punkte  xìE, 
desselben  heraus,  bestimm  àm  vierten  Aormontsefteii  Pwnkt  p  durcit,  die 
Bedingung:  , 

(aa|p)->  —  1 

und  den  inerten  harmoniichm  Punkt  %  du/rd^  die  Bedingung: 

(apir)«.  — 1, 
dann  bestimmen  die  beiden  l'unkfjxKire: 

a  a  und  xx 

dasjenige  PuiiUsiisff»! ,  dessen  Asymptotenpunkte  die  gesuchten  äquianüwr' 
moniscJten  UoppeieiemetUe  ii^  sind. 
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6.  Dîesé  Construction  lässt  an  Einfachheit  nichts  mehr  zu  wün- 
schen übrig;  auch  kaun  sie  leicht  allein  mittelst  des  Lineals  ausgeführt 
werden,  indem  man  die  vierten  harmonischen  Punkte  ji  und  jf  in  be- 
kannter Weise  durch  das  vollständige  Viereck  construirt. 

Die  Construction  giebt  nun  auch  Auskunft  über  die  Realität  der 
Punkte  Ù, ,  wekhe  von  der  Realität  der  Punkte  hc  abhängt.  Mag  das 
gegebene  Punktsystem  ^x,  iE,)  hyperbolisch  oder  elliptisch  sein,  immerhin 
darf  man  von  dem  willkürlich  herausgenommenen  Punktpaar  den 
einen  Punkt  g  alî>  ausserhalb  der  Strecke  a  a  gelegen  annehmen. 
Dann  muss  in  Folge  der  Construction  p  zwischen  a  a  liegen,  folglich 
a  fortiori  |  auch  ausserhalb  der  Strecke  ap,  mithin  nach  der  Gon- 
strnction  %  zwischen  ap  und  a  fortiori  auch  zwischen  aa.  Wir  sehen 
also,  dass  die  Punkte  in  der  Weise  su  einander  liegen: 

iig.  JS. 

— .]  l—l — I  .  — 

C  a  x  p  a 

d.  h.  wenn  |  ausserhalb  a  a  angenommen  winl,  so  liegt  r  zwischen 
au,  also  an  winl  ilurch  l  und  v  getrennt.  Unterscheiden  wir  nun  die 
beiden  Fälle  des  hyperbolisi  hen  und  elliptisclu-n  Punktsystems: 

1)  Wenn  das  gegebene  Punktsystem  {x ,  |)  hyperbolisch  ist  und  | 
wird  ausserhalb  na  angenommen,  so  muss  auch  x  ausserhalb  acc  liegen; 
da  aber  v  zwischen  a  a  liegt,  so  werden  die  Punkte  a  a  und  XX  durch 
einander  getrennt.  Das  Punktsystem  (XfX)t  dessen  Dojipelpunkte  i  i^ 
sind,  muss  also  elliptisch  sein,  d.  h.  ^i^  sind  conjugirt  imaginär. 

2)  Wenn  das  gegebene  Punktsystem  {x,  ^)  elliptisch  ist  und  4 
wird  ausserhalb  as  angenommen,  so  muss  x  zwischen  aa  liegen;  da 
aber  auch  r  zwischen  a«  liegt,  so  werden  die  Paare  au  und  xx  nicht 
durch  einander  getrennt.  Das  Punktsystem  (x,  x);  dessen  Doppelpunkte 
tt'i  sind  y  muss  also  hyperbolisch  sein,  d.  h.  tf|  sind  reell.  Das  gewon- 
nene Besultat  Ittsst  sich  so  fkussprechen: 

Wm»  hei  äqwMnharnumisekm  Sffskm  wm  äen  éhrei  eifcUsek' 
vertausehbarm  Eìemenien  ah  e  aUe  drei  reeU  sind,  eo  sind  die  Doppel- 
demente  ft,  coi^tigirt'imagifUtr]  wewn  dagegen  nur  eines  (a}  reeü  und 
die  heiden  andern  (h  und  e)  cot^ugirt-imagindr  si9d,  so  sind  die  Doppd- 
demente  t«|  redi. 

In  heiden  Fillen  liefert  die  oben  angegebene  Gbnstruction  das  reelle 
Punktsystem,  welches  die  Punkte  ttj  vertritt. 

Diese  Construction  gestattet  auch  die  Umkehrung  der  Frage,  d.  b. 
Wie  sind  i>  und  r  zu  finden,  wenn  ii^  gegeben  sind,  oder  besser:  Wie 
kann  das  Punktsystem  («,  |)  gefunden  werden,  wenn  das  Punktsystem 
{Xf  %)  gegeben  ist? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  ^wollen  wir  die  Abhängigkeit  der 
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Punkte  I  und  r  von  eiiiauder  ohne  Hülfe  des  vermitielnUeu  Punktes  |> 
auszudrücken  suchen. 

Aus  der  harmonischen  Beziehung: 

iaaip)  1 

folgt  bekanntlich: 

und  aus  der  harmonischen  Beziehung: 

{apij:)  =  -  l 

folgt  in  gleicher  Weise: 

(alpT)  «  2. 

Da  aher  für  irgend  fünf  Punkte  oincs  «geraden  Trabers  immer  die 
Möbius  sehe  Relation  zwisclien  dtMi  Doppelverhältnissen  gilt: 

80  folgt  BUS  deö  ▼Öligen  beiden  Gleichungen: 
und  hienuu: 

iaalv)  3. 

Diese  Beziehung  lässt  unmittelbar  erkennen,  wie  die  Punkte  | 
und  i  von  einander  abhängen  und  wie  einer  aus  dem  andern  gefunden 
werden  kann. 

Während  wir  vorhin  vermittolsC  dieser  Beziehung: 

(a«|jf)  —  -3 

aus  dem  gegebenen  Punkte  |  den  gesuchten  Punkt  %  gefunden  haben, 
kdunen  wir  jetzt  umgekehrt,  indem  wir  dieselbe  Beziehung  so  schreiben  : 

(aav|)=»  — 3, 

aus  dem  gegebenen  Punkte  :i  den  gesuchten  Punkt  |  finden:  Wir  be- 
stimmen zu  aa%  den  vierten  harmonischen  Punkt  Jt  durch  die  Bedingung: 

(anxTi)  =  —  1 

und  zu  ax%  den  vierten  harmonischen  Punkt  |  durch  die  Bedingung: 

{aTTxi)  =  -  1, 

dann  ist  |  der  gesuchte  Punkt  Dies  läset  sich  auch  so  aussprechen: 
Wenn  das  Punktsystem  {X,}:),  dessen  Doppelpunkte  n,  sind,  und 
der  Punkt  a  gegeben  sind,  so  construire  man  den  dem  Punkte  n  con- 
jugirtcn  Punkt  a  in  dem  gegebenen  Punktsysteme  (x,  v)  oder  den 
vierten  harmonisclion  Punkt  a  zu  tif  O.  Betrachtet  man  alsdann  aii^ 
als  die  drei  cyclisch  -  vertauschbaren  Elemente  eines  neuen  äquiunhar- 
monihciien  Systems,  so  sind  die  1  )o}ipcleleniente  desselben  die  ^''^uchten 
Punkte  h  und  c,  so  dass  für  (lie  drei  cydisch-vertauschbaren  Elemente 
abc  eines  äquianharnionischen  iSjstems  die  gegebenen  Punkte  ^^^  die 
Doppelelemeute  werden.  • 
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Dies  lUsst  sich  in  Form  eines  Satzes  so  aussprechen: 
Wenn  hei  ehietn  tiquianlianìtonistltm  System  ai>r  die  drei  eycliscJi- 
vvrtduscidmren  Elemente  und  i      die  Doppeielemmle  sind  und  man  be- 
stimmt dm  vierten  harmonischen  Punkt  a  durch  die  Bedingung: 

(ii,  aa  )  —  —  1 , 

.90  sind  uii^  die  drei  cifcliseh-vcrtausciibarcn  Elemente  eines  neuen  äqui" 
anfiarmonüichen  iSystems,  dessen  Dqjoipelelemente  b  wul  c  sinä'^), 

6é  Die  Abh&ngigkeii  der  Punkte  i  und  x  ▼on  einander  war  darch 
die  Bedingung  gegeben: 

(aaéï)"-»  —  3» 

woraus  leicht,  zu  erkennen  ist,  dasR,  wenn  wir  den  Punkt  x  auf  dem 
Träger  L  verändern,  die  l)ei(]en  von  ihm  abhängenden  Punkte  v  und  ^ 
zwei  projectirische  Panktreihen  beschreiben,  deren  Doppelpunkte  a 
und  tt  sind. 

Es  lâsst  sich  aber  aus  dieser  Gleichung  die  Hichtij^keit  der  obigen 
Construction  leicht  n  posteriori  durch  Rechnung  bestiitigen.  Sind  näm- 
lich Jj  und  e  tlic  Dopjielpunkte  des  gegeU-nen  Punktsystems  {x,  4), 
welches  bestimmt  wird  durch  die  beiden  Puuktpaare: 

und  aa, 

so  haben  wir  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: - 

(1)  {a«bi)  =  (aahx). 

Sind  ferner  t»,  die  Doppelpunkte  des  Punktsystems,  welclies  be- 
stimmt wird  durch  die  beiden  Punktpaare: 

XX  und  aa, 
so  gilt  die  Gleichheit  der  Doppelverhältnisse: 

(2)  {oax*)  »  {aaxi). 

Endlich  haben  wir  filr  die  Abbingigkeit  der  Punkte  i  und  x  von 
einander  die  Bedingung:  ' 

(3)  (a«|)c)  -  -  3. 

Das  Product  der  drei  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  giebt  nach  dem 
1^     Möbius'schen  Satze: 

(aabi)  •=  —  3  •  {aabi) 

oder 

(aabi)'=  -'—  H. 

Der  Werth   des  Üoppelvcrliitllnisses  (aabi)   ist  daher  entweder 

-f-  y     y>  oder  —  y —  3  ;  wählen  wir  das  positive  Vorzeichen  der 

Wurzelgrösse:   

iaabi)  -=  -I-  y^^9 

so  folgt,  da 


*)  V.  Staudt,  Beiträge  cur  Geometrie  der  Lage,  erstet  Ueft,  Seite  179. 
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{aacb)  —  —  1 

ìbì,   

(aaei}  =  —  >/—  3. 

Die  Veriiiiderung  des  Vorzeichou^s  tier  W'urzelgrßsse  kommt  also 
überein  mit  der  Vertauschung  der  Doppelpunkte  b  und  c,  oder  auch 
mit  der  Vertauschuug  der  Doppelpunkte  ii^'y  denn  da 

(a«»h)  =  — 1> 
80  wird  auch:   

(aabii)     -  yCri 

und  endlich: 

Ans  den  WerUi^n  dieser  Doppel  Verhältnisse  ergeben  sich  weitere; 
denn  aas:   

folgt: 

und  aus: 
folgt: 
mithin: 


(abat)  —  1  - 

{aabc)  =  —  1 
{ahea)  —  ^, 

(abci)  — 


und  eibenso: 


{ab  eil) 


8 


8 

Es  sind  also  die  beiden  DrfppelTerhftItnisse: 

(abci)  und  (aftet,) 
die  beiden  imaLriniiren  cubischen  Wur/,eln  der  negativen  Einheit  cL  h. 
die  Wertlie  eines  Ilquian harmonischen  Doppelverhältnisses. 
In  ähnlicher  Weise  folgt:  ' 

(ftjaft)  —  -  — Y  , 

(u,ac)«  5  ; 

es  sind  also  die  beiden  Üopitelverhältnisse: 

(ii^ab)  und  {ii^ac) 
die  beiden  imaginären  cubischen  Wurzeln  der  positiven  Einheit 

Breslau,  den  25.  April  1876. 
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Zusätze  zur  Abliaiullung:  ünU'rsuchungeu  über  die  Convergeuz 
und  Diverg&uz  der  Fourier 'sehen  Darstellungsibrmeln. 

Von  PaüIi  du  Bob-Bbtiiond  in  TtUnngen. 


Ich  hatte  ursprihiglich  die  Absieht,  meiner  Abhandlung:  Unter- 
M€hêm(fen  über  di»  Canvergeìig  und  Divergeng  der  Fourier'sdten  Dar- 
sUBmgsformdn*)  eine  andere  folgen  zu  lassen,  welche  nach  einigen 
Richtungen  hin  die  dortigen  Forschiuigen  weiter  fortfahren  sollte. 
Dieses  Vorhaben  wurde  mir  inzwischen'  durch  die  Lange ,  welche  jene 
erste  Veröffentlichung  annahm,  verleidet,  und  ich  habe,  statt  noch  eine 
zweite  Abhandlung  zn  schreiben,  vorgezogen.  Einzelnes  aus  der  Fort- 
setzung meiner  Untersuchungen  in  kurzem  Auszug  in  jene  Mittheilung 
während  des  Druckes  einzuschalten  (Art.  40  von  „Dies  Resultat**  an  und 
Schlussbetrachtuugeu),  Audcres  aber,  wovon  ich  mir  noch  gewisse  Er- 
gebnisse versprach,  habe  icii  gar  uiclit  erwähnt.  Letzteres  hat  meine 
Erwartungen  getsiischt,  ohne  deshalb  der  Mittheilung  ganz  unwerth  zu 
erscheinen,  und  Ersteres  bedarf  in  einoni  Punkte  einer  richtigstelleuden 
Erklärung,  so  dass  ich  ea  am  Ende  doch  für  aiigemesseu  halte,  hiermit 
wenigstens  einige  Zusätze  zu  der  in  Rede  stehenden  Abhandlung  zu 
machen. 


Ueber  einen  Zusatz  zum  zweiten  Haupt^^atz,  im  Falle  seine  beiden 

Seiten  divergiren. 

■  Aus  der  Theorie  der  Fou  ri  t  r 'sehen  Reihen  ist  bekannt,  dass, 
wenn  eine  Function  f{x)  für  einen  Werth  oê.  des  Arguments  durch  eine 
solche  Reihe  darstellbar  sein  soll,  der  Limes  (A«oo)  von: 


daf{x-^a)   Ä  — f»  eine  ganze  Zahl, 


*)  Abh.  der  K.  Bayer.  Akademie  der  W.  U.  Cl.,  XU.  Bd.,  Ii.  Abth. 
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endlich  und  bestimmt  sein  muss,  umgekehrt  aber,  dass,  wenn  dieser 
Limes  endlich  und  bestimmt  ist,  er  stets  den  Werth  xf(x)  hat  und 
gleich  der  Summe  der  Fourier 'sehen  Reihe  ist   Weitw  iatbdcannt, 
das8  die  Untersuchung  vorstehenden  Integrals ,  falls  —  «  <  «  <  -f 
auf  die  des  folgenden: 


a 

niah«  S 


et 

Bin  — 


hinauslauft,  wo  or,  und  a.,  beliebi«^;  woni^^  von  Null  verschieden  sind. 
Diesem  Integral  lüsst  sich  zunächst  die  Form  geben: 


ânha  2 

a 

T 


iL 


a 

■Id  htt  2 


Bei  der  Willkürlichkeit  von  a^  und  «.,  kann  man  diese  Grossen 
einander  gleichsetzen,  und  somit  handelt  es  sich  schliesslich  um  die 
(Jntersuchung  des  Limes  h^oo  des  Integrals: 
« 

Diese  Untersuchung  vereinfacht  sich  dadurch,  dass  der  Grenzwerth 

vorstehenden  Integrab  derselbe  ist,  wenn  der  Factor  -  ^  fort- 

gelasseii  wird.    Oder  genauer:  •  ■  . 

isV  óuuL  die  Grciizwcrtlic  der.  Integrale: 

«  a  «  te 

und  dieser: 


sin  hi 


fflric/i-fiflff  nitliirli  Kììfì  hrstimmf,  oder  sie  sind  es  nicht.  Und,  tcetin  sie 
ni(/lif  Ji  ioul  hr.sliiirmf  sind,  so  sind  die  Grettzwertiie  der  ersteren  (1) 
re^p.  ylcich  denen  der  zweiten  (2). 

Ich  habe  diesen  iSat/  noch  nirgends  in  allen  Theilen  bewiesen, 
sond<Tn  nur  nach  Hedürtniss  hesoiuN-re  F:ill(>  davon,  und  will  das  jetzt 
iiachliolen  Es  haiKlnit  sicli  nänilirli  im  (Jrunde  um  eine  nicht  über- 
flüssige Vervollständigung  des  zweiten  Hauptsatzes: 
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a  a 

limA=»y  daf{u)tp{tt,h)  -»  f  (0)  limA=, J  da  tp{a,  h), 
der  TOO  mir  grttudlicb  discutirt  worden  ist  nur  fOr  den  i^'ftll,  wo  der 

a 

von  a  luiabhängige  ìimji—»Jdaq){a,h)  euUlicb  und  bestimmt  ist. 

Setst  mau  zuuücltst  im  Ânscliluss  au  den  specielleu  Fall  der 
Fourier'echen  Reihe: 

gin  — 

80  sind,  wie  ich  gezeigt,  die  Grenzwertbe  der  Integrale  (2)  von  a 
nuabh&ijgig,  und,  wenn  sie  endlich  und  beatimmt  sind,  so  sind  sie 
resp.  gleich  denen  der  Integrale  (1).  Aber  auch  die  Grenswerthe  der 
Integrale  (1)  k5nnen  nicht  endlich  und  bestimm^  sein ,  ohne  denen  der 
Integrale  (2)  gleich  an  sein.  Denn  Ton  a  sind  die  Grenswerthe  der 
Integrale  (1)  jedenfalls  unabhängig,  wenn  die  Grenswerthe  der  Inte- 
grale (2)  es  sind,  wie  mit  fiLalfe  des  ersten  Hauptsatses  leicht  su  zeigen. 
Setst  mau  alsdann  s.  B. 

fi")  ^ >  VC«.  *)  -  /  (*±'')        •  —V ' 

T  "T 
80  folgt  aus  dem  ersten  Uauptsats  in  der  That: 

•  a  ft  * 

lim ìaf{x±a)  -"^J^  "^^f  '«««i«)  • 

0  0  """^ 

Da  nun  die  Grenzwertbe  der  Integrale  (1)  und  (2)  in  der  Bezieiiuug 
stehen,  dass  weun  die  der  eiiieu  LI  ruppe  endlich  und  bestimmt  sind, 
die  der  anderen  es  ebenfalls  siud,  und  die  Grenzwertbe  der  (Jruppen 

(1)  und  (2)  dann  völlig  übereinstimmen,  so  folgt,  dans  die  Grnizin  rUie 

(2)  nicht  (Ii veri/ i reti  lunncn ,  ohne  dass  die  Grenzau rthc  (1)  auch  diver- 
gent ivären.  Das  Umgekehrte  ist  schon  aus  dem  Früheren  klar,  da, 
wenn  die  Grenzwertbe  (2)  convergent  siud,  sie  gleit  b  den  Grenzwertiien 
(1)  sind,  wenn  also  die  Grenzwertbe  (1)  divergent  sind,  so  können  die 
Qrenzweirthe  (2)  nicht  convergent  sein. 

Dehnen  wir  diese  Betrachtung  auf  den  allgemeinen  zweiten  Haupt- 
sais  aus,  so  hat  man  den  Sata  und  Zusatz:  Wenn  f{a)  den  Be- 
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dioguugea  des  zweiten  Haaptsatzes  genOgfc  und  ]imjdaip(it,h)  endlich, 
bestimmt  und  von  a  imabhäugig  ist,  so  hat  mau: 

a  a 

Oiee  war  der  Sata.   Weiter,  wenn  A(^)       Bedingangen  des 

a 

zweiten  Hauptsatzes  genOgt  und  hmj da  Ç^j  (p{a,  h)  endlich,  bestimmt 
und  von  a  unabbängig  ist,  so  ist: 

Daraus  folgt  der  Zusatz: 
Wem  der  Limes: 

a 

ììmj*dttqt(af  h) 


nielU  endliék  und  hesUnmt  ist,  und  f{«lr^  die  Bedingungen  des  gweiien 
Haupisattes  eifulU,  so  ist  audi  der  Limes: 

« 

hmj'daf  («)  tp  (a ,  /*) 


meht  endUch  und  bestimmt. 

Dieser  Schluss  zeigt,  dass  unter  gewissen  Bêdingungen  fflr  f(a), 
diese  Function  unter  dem  Integralzeichen  die  CSonvergenz  oder  Diver- 
genz des  Integralgrenzwerths  nicht  heeinflusst. 

Ich  werde  ein  Sbnlichee  Resultat  auf  directem  Wege  ableiten,  wobei 
eine  genauere  Vorstellung  ?on  der  Art  der  gleichzeitigen  Divergens 
der  Grenzwerthe: 

II  a 

lim J  daq)(a fk)f    liokj'da  f{a)  fp{a,h) 

gewonnen  wird. 

ich  nehme  zuvr^i  au,  der  Limes: 

a 

lim ^datp[Ufh) 
sei  endlich.   Man  hat,  /*(a)  endlich  vorausgesetzt: 
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a  a  a  a 

Das  sweite  Integral  rechts  bat  den  Limes  Null.  Denn  setzt  man: 


a  »  a 
0  0« 


und  nimmt  k  schon  so  gross  an,  dass,  fOr  e,  }dßq>{ß  fh)  name- 
risch  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  n  wà,  so  ist: 

a  a  a  « 

/ iccf\a) fdßg>(ß,h)  = fdafia)  [t^ -\-J lßfp{ßM\     Initia)  /(*)), 

und  vor  das  Integral  rechts  kann  man  einen  mittleren  Werth  von. 
f{u)  nehmen.   Hieraus  folgt: 

Faüs  J  datpiUfh)  endlich  bleibt  ^  während  h  unendlich  wird,  sinkt 
der  Unterschied: 

a  a 

J'daf{a)q,ia,h)  -f(0) j iafp{a,h) 
hei  vnhegrenßt  waehaendem*  h  unier  jede  Orenge.  D.  «'. 

a  a 

ìimj  äa(p{a,  h)  unti  ìimj  da         9>  (a .  A) 

halcn,  H  I  un  /'(«)  obiffe -partielle  Intiiyration  gestattet ,  dieselben  Uribe- 
slimmtltcitsyremeti. 

Nehmen  wir  jetst  an,  dass  fdttq>(a,h)  bei  unendlich  werdendem 

0 

h  nicht  zwischen  endlichen  Grenzen  eingeschlossen  bleibt.  Wenn  die 
Function 


m 


m 

t>^J*datp{a,h)t 


welche  wir  stetig  annehmen  wollen,  mit  ins  Unbegrenzte  wachsendem  h 
schliesslich  danemd  oder  nnaofhörlich  wiederkehrend  jede  Grenze  nume- 
risch fiberschreitet,  so  lässt  sich  stets  eine  nirgend  abnehmende  Func- 
tion gih)  angeben,  von  solcher  Beschaffionheit,  dass 

28* 
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zwar  nicht  uncndlicli  wird,  aber  auch  nicht  toifcr  jede  Grenze  sinkt. 
Denn  nimmt  man  irgend  einen  Werth  //,  an,  so  muss  es  stets  einen 
Wertli  >  Ä,  geben,  der  Art,  dass  Â(/<')  >  A(7/)  für  alle  Wertlie 
/*</<'.  Lassen  wir  //  dieselbe  Itolle  spielen,  wie  eben  /*,,  so  erhalten, 
wir  einen  Werth  /»"  >  /*',  für  den  X{h")  >  k{h)  für  alle  VVerthe  /*  <  h" 
u.  8.  f.  Die  Werthe  A(//),  A  etc.  können  wir  durch  eine  nirgend 
abnehmende  Fonction  g  {h)  rerbinden,  die  «leti  ^A(/0  bleibt. 
Da  nun  die  [nt errale 


nach  dem  Obigen ,  wenn  der  Limes  des  zweiten  unter  einer  endlichen 
Grenze  bleibt,  gleichzeitig  nicht  nnter  jede  Grenze  sinken ,  so  werden 
sie,  mit  Q{h)  multiplicirt,  gleichzeitig  dauernd  oder  nnaufbSrlich  wieder- 
kehrend Uber  jede  Grenze  steigen.  Dies  ist  derselbe  Satz  wie  oben,  nur 
mit  einer  anderen  Bedingung  fQr  f(jK),  die  vielleicht  nach  gewissen  Bich- 
tungen weiter,  nach  anderen  enger  ist,  jedenftdls  aber  ihren  Nutzen  hat. 

Die  gleichzeitige  Divergenz  der  Grenzwertbe  der  Integrale 
ist  noch  genaneier  Bestimmungen  fähig.   Man  hat  die  Beziehung: 

a  a 

f    7^         =  /^'«  ^^VïT-  +  die  für  Ä  -  oo  ver- 

0  0  schwmdet. 

Nach  der  Definition  sind  die  grossem  Werthe,  die 


a 


unaufhörlich  wiederkehrend  annimmt,  einander  gleich.  Also  werden 
Functionen  P(h)  und  FiQi),  die  den  Integralen: 

a 

in  derselben  Weise  zugellüren  wie  ç{h)  zu  Jda<p[a,h)f  einander  gleich 

(» 

und  gleich  ç{h)  sein,  d.  h.  die  unaufhörlich  wiederkehrend  grössten 
Werthe  der  Integrale 
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a  a 

Jda(p{u,h),    Jda         y (« , h) 


werden  gleich  rasch  unendlich. 

Ich  verfolge  diese  feineren  Verliältnisse  hier  nicht  weiter,  weil 
dazu  gewisse  neue  bei  jeder  Unbestiiuintlieit  massgebende  Functionen 
erst  beschrieben  werden  müssten,  die  ich  rnlx  stimmtheitsenveloppen 
nenne,  und  deren  Theorie  ich  nächstens  mittheüeu  werde. 

HinsichUich  der  Fourier 'sehen  Beiheu  ist  unser  Ergebniss  also, 
daas  Üe  Conwerffmu  und  DkmgtM  dea  Lmea  h  mm  oo  dea  Int^rtda 


a 

Jda{ax+a)+fix-a)} 


sin  Jk« 


über  Omicrgenz  und  Divergenz  der  Fourìcr'seìien  Reilieìu  nticichi  Ihìuj 
ausnalnnslos  enfsehcidd.  Ich  werde  alsbald  von  diesem  Satze  Gebrauch 
machen,  um  eine  merkwürdige  Art  der  Convergrnz  und  eine  neue  Art 
der  Divergenz  der  Fourier 'sehen  Reihen  zu  zeigen,  bedarf  indessen 
dazu  euiiger  Formeln  füm  asymptotische  Formen  Ton  Integra Igrenz- 
werihen,  die  ich  Toranschicken  will. 

Ueber  eisige  asymptottseke  dieuwerthe  Ton  Integralen. 

Wenn  das  Integral 

ß''^{M)dM 

über  einen  den  positiven  Quadranten  umlaulunden  Weg  genommen 
wird,  so  ergiebt  sich  die  Formel: 


30  oe 

J  e'*il/(x)dx  r-'iif{ix)idx, 


welche  gilt,  wenn  il>(z)  in  jenem  Quadranten  stetig  und  eindeutig  ist, 
und  rtlf{r^f)  mit  r  nicht  so  stark  wie  eine  Potenz  von  unendlich 

wird.  In  dieser  Formel  setse  man  if(x)  ^  — — ,  alsdann  findet  man 

durch  Zerlegung  in  den  reellen  und  imaginiren  Thal: 

Y 


j 

m 

ß 


7     Bin  et         X         ^  rr  ' 

da        «   Gco%Y  ^  Hfm  y, 


da         —      — G  sin  y H.  cos  Y } 


wo 
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und  daher: 


^■y  1+««  '  ^--y  T+a.-» 


wo  tt^  und  u.,,  während  y  uiieudlicli  wird,  uur  zuueiimeud  deu  Werth 
£iu8  erhalten . 

Dies  liefert  die  asjmptotischeu  VVerthe: 
y 


J 

CD 


.    on  «         n  coH  y  Bin  y 

da  =s      —  tt|   Ï   — - 

m  8  I  » 


008  tt  *ua  y    ,        eoa  y 

r 

wo  - 

u,  œ     ^  1 . 

Ux»  genllgen  die  asymptotisoheu  Formen: 

y 


a) 


jj     sin  «           n     .  U 
da  «■  _  J  
a           Ä    •     y  ' 


,/       «         r  ' 


in  (l(Mien  Uf  zwischen  —  1  uud  -|~  ^  schwanken,  wenn  y  unend- 
lich wird. 


Uni  den  as^  mptu tischen  \\  ertii  des  Integrals 

a 

j       i       »in  h^  a  ein  hg« 


0 

ZU  finden,  unterscheiden  wir  dit;  Annahmen  /<,>/<.,,  machen  '/iniächst 
diese:  h^  >  /<_,,  und  setzen  v(»raus,  dass  h^  —  Äj  luit  u»d  Z*^  unend- 
lich wird.    Man  hndet  leicht; 

•  +  a  (*!+*!) 

Wir  iH'linirii  f  so  klein  an,  dass  wir  das  erste  Iiiiei^ral  rechts  ver- 
nachlässigen können,  und  dass  das  zweite  (man  nimmt  einen  mittleren 

Werth  von  cos  a  vor  das  Integral)  gleich  ^  log  wird.  Auf 

1  -  ^ 

das  dritte  wendet  man  die  Formeln  (1)  an.   Somit  folgt: 
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WO,  während  A,  uud  /t,  unendlich  werden ,  U'  nnd  CA"  zwischen  den 
Grenzen  +  1  schwaiikeu. 

Beispielsweise  folgt  daraus: 

Aehnlich  ergiebt  sich  fOr  A|  >     und  Unendliohwerden  der  Differenz 


(III) 


3" 

,    CO»  hf  a  8Ìu  lif  «  17/         .  Uj 

mit  den  Sondereigehnissen: 

j    Bin  ra  coö  sa  n 

—  „  ^T' 


j     cOB  ra  Bin  ò'a 

da  0, 


WO  die  Grössen  IT,  wenn  and  unendlich  werden,  ebenfalls  zwischen 
-f-  1  und  —  1  schwanken. 

Der  Fall  hi^h^  —  h  führt  auf  folgende  Formeln: 
Man  setzt: 

a  »  ah 

/,     sin*  a  A  J  J    sin*  Of     ,     /  ,     «in*  a 


und  führt  unter  dem  zweiten  Integral  rechts  den  cos  2  a  ein.  Diesgiebt: 
^d.  JÜ^_4  log  („i)  _  4gog  .  -  i  +  Jd,-%!L  , 

wodurch  die  asymptotische  Form  genügend  festgestellt  ist.  Denn  setzt 

man  z.  B.  «  »  1 ,  so  bleibt  das  Int^al  1  da        ,  wie  durch  An- 

Wendung  des  zweiten  Mittelwerthsatzes  zu  erkennen,  numerisch. kleiner 
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als  1  +  ~;7  ;       leiste  Integral  rechte  kleiner  als  1.  Nimmt  man  also 

>  1  au,  so  hat  mau: 


(IV) 


WO  F*<4. 

Endlieh  folget  daraus  wegen: 


«in      cos  htt    _    1   / ^ ^  sin  tt 

dieser  asymptotische  Werth: 

(V)  y 'rf^ïEÎfîî^f)  »  ^cos  he  log  ak+cosAc  •  F+  ^ ^ ''j  ^«  '4"  > 


wo  wieder  F*  <  4. 


Ueber  Darstellbarkeit  darcb  Fonrier'scbe  Reihen  von  Functioneiit  die 
durchweg  unendliohTiele  Maxima  haben. 

Dies  Toraosgeschickt  sei  f(x)  eine  Beihe  der  Form 
f(x)  B  «,  sin    x  -|-     sin  h^x 

in  der  dio  x  eine  positive  convergente  Zahlenreihe  vorsielleii.  Man 

denke  sich  die  Grössen  h^,     etc.  derart,  dass  7»  »  ^- —  bei  seinem 

Wachsthum  ihnen  successive  gleich  wird.  Nun  sei  h^hn,  alsdann 
hat  man: 

daf{x±a)  —i— Ida  ^  2S_ 

a  a 

£s  liegt  nun  nahe,  um  eine  nicht  darstellbare  Function  f(x)  zu  er- 
halten, Xp  und  hp  so  au  wfthlen,  dauk  wenn  h  unendlich  wird,  das 
mittlere  Integral  ebenfalls  unendlich  wird,  wahrend  die  Summen  an 
seinen  beiden  Seiten  endlich  bleiben.  Nach  Formel  (Y)  wùd  das  mitt- 
lere Integral: 

|y  cos       log  a  Am  4"  oûier  Grösse,  die  endlich  bleibt, 

wenn  hm  unendlich  wird  j>  • 
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Soli  vorstehendes  i'rüduct  mit  m  uuentllich  werdeu,  oder  docii  nicht 
verschwinden,  so  muss  sein: 

wozu  die    eitere  Bedingung  kommt 

m  der  die  Grenze  zwischen  Convergenz  und  Divergenz  vorstellt 

(Untenoehangen  etc.  p.  XV  Ânm,  und  p.  45).  Die  beiden  Bedingungen  : 

»,lh,^l 

reichen  fttr  die  Divergens  des  Limes  Ä  =  oo  Ton: 


a 

sin  /ta 


aus,  da,  wie  ein  Blick  auf  die  asymptotischen  Fennen  III  lehrt,  die 
Summe  rechts  vom  mittleren  Integral  Null,  die  Summe  links  ^  f{x) 

zur  Grenze  hat,  weil  aus  Ihp  ^         ,  also  Ihp'^p  jedenfalls  folgt 

hp  ^  hp—t  >- 1,  da  dies  schon  aus  hp^p  folgen  würde. 

Bildet  man  dagegen  mit  f(x)  «  «,  sin      -f-  »,  sin  h^x  4"  * 
Integral: 

a 


und  theilt  es  wie  oben  in  drei  Theile,  so  wird  der  mittlere: 


a 


ic^J  da  {sin  Ä»Ca;+a)  4»  sin     {«—«)}  — 
« 

"=  x„  cos  h„,x J  da  —  —  cos  h^x J  t/a  — 

und  verscliwindet  für  //„,  =  oo,  während  der  erste  Theil  3tf(x)  zur 
Grenze  hat  und  der  dritte  ebenfalls  Null. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Function 

f{x)  ==  X|  sin       -j-     sin  h^x  -j-  •  • 

upter  dea  Bedingungen  m,  •<  ,  »,lhp  fOr  die  x  und  h  einen 
divergenten  Limes: 


ain  ah 
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und  einen  gegen  nf{p^  convergenten  Limes 

ergiebt  Mithin  ist  die  Fonetion  f{x)  fUr  jeden  Werth  von  x  dorch 
eine  Fourier'sche  Reihe  dafstellbar,  indem  die  Divergenz  der  Grens- 
werthe  Ton 

a  a 

/J  ri  I  V  Hin /»«  Ì  1  rt  \  sin  «A 
dafi^x-\-^)     «1   Jdaf{x-^a)  — ^ 

I 

sich  aufhebt. 

Âber  man  kann,  indem  man  eine  Function  aus  Strecken  der  Function 
f{x)  und  anderer  Functionen  susammensetst,  jene  so  herstellen,  dass 
sie,  wenngleich  durchweg  endlich  und  stetig,  in  beliebig  vielen  Punkten 
durch  Fou  ri  er 'sehe  Reihen  nicht  convergent  entwickelbar  ist.  Es  sei 
s»  B.  eine  Function  (p{x)  gleich  f{Xy)  für  a;  <  x,  und  gleich  f{x)  fttr 
«^a:, .  Um  sie  durch  die  Fourier'sche  Formel  darzustellen,  bedürfte 
es  der  Uutersuchung,  ob  dies  möglich  ist,  und  es  würde  sich  zeigen, 
dass  es  für  x  =  nicht  möglich  ist.  Wir  können  sie  aber  durch 
andere  danttellende  laterale  ausdrUckeu.   Es  ist  z.  B. 

—  « 

also  • 

—  Mi 

-  lim,^,  [/(a;,) j'dae-^-\ j  da/Çr-{  l)a 

D'u'sv  Function  ist  also  für  a;  «  jCj  durch  Fourier  sehe  Keibeu  nicht 
darstellbar. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall      =  0,  wo  also: 

Fragt  man  nämlich  nach  der  Function  -j-r  ,  mit  der  mau  /  (â;|j~/'(â?) 

multiplidren  muss,  damit  ~)  '  î^r  x^x^  weder  Null  noch  un- 
endlich werde,  so  wird  q{x)  offenbar  um  raschesten  Null  werden  fUr 
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a:,  =  0,  uud  wenn  q{x)  successive  die  .r  =  0  nUcbstgclegenen  M'ni'nna 
von  X,  sin  h^x,  x.,  sin  h^x,  •  •  •  verbindet,  weil  diese  Minima  von  .ì:  =  0 
entfernter  sind,  als  die  einem  anddi'n  Worth  x  niichstgelegenen  von 
diesem  anderen  Werth  entfernt  sijid.   Die  x=Q  nächstgelegenen  Minima 

von  X)  siu  h^Xf     sin  /t,^»  '  *  *  ^^^^  bestimmt  durch  hpX  •  Man 

hat  also: 

Daraus  folgt: 

'  Diese  Bedingung  fElr  die  Divergenz  einer  Function,  die  ftbr  >  0  NuU 
ist,  fiir  a;>0  gleich  f{x)  ist,  stinunt  Qberein  mitder  (Uuterauchungcu  etc. 
p.  86  und  87)  für  q  {x)  aui'geätellteu  Bedingung. 

Bemerkungen  zu  den  Torstehenden  Ergebnissen. 

Ich  verband  einen  ganz  anderen  /wrck  mit  der  Untersuchung  auf 
ihre  Darsteilbarkeit  durch  J 'ou  ri  er  sehe  Reihen  einer  Function: 

F(x)     X| 9t  (^)      Ä|  jB  +  sin      +  '  *  *> 

?on  der  die  eben  betrachtete  f{x)  ein  specieller  Fall  ist  Eb  handelte 
sich  für  mich  um  die  fVage:  Wenn  es  iswetfdlos  durchweg  endUekCf 
stetige  Functionen  gi^t,  die  in  eingdnen  Punkten  oder  sogar  in  ^htnkten, 
die  in  jedem  hleimten  IntervaU  vorkommen,  niâU  darstdlbar  sind:  gieht 
es  vhM  au^  durdiÊBeg  endUehe  und  stetige  Functionen,  die  in  idnem 
FüfiJcte  (larstdlhar  sind? 

Ich  bin  nicht  so  glücklich  gewesen,  diese  Frage  zu  erledigen.  Mit 
der  angeführten  Form  F{x)  habe  ich  keine  solche  nirgend  darstellbare 
Functionen  zusammensetzen  ki'mnen.  Ja  eigentlich  habe  ich  meine  Be- 
mühungen nur  deshalb  aufgegeben,  veeil  mir  schliesslich  die  Möglichkeit 
derartiger  Functionen  nicht  mehr  einleuchten  wollte.  Denn  der  Grenz- 
werth eines  der  integrale 


wird  divergent,  wenn  bei  dem  Wachsthum  Ton  h  immer  genügend 
Zeichenwechsel  von  sin  ttk  durch  f^xj^f^)  aufgehoben  werden,  und  wenn 
dies  für  eines  der  Integrale  der  Fall  ist,  und  die  hierzu  erforderliche 
sinusartige  Beschaffenheit  von  f{x)  erstreckt  sich  auch  nur  um  ein  Kleines 
an  beiden  Seiten  von  x,  so  wird  die  Diver^^  ii/  des  einen  Integrals  durch 
die  des  anderen  stets  aufgelu  hen  ,  wolchem  limstand  es  zu  verdanken 
ist,  dass  ungemein  viel  mehr  Functionen  durch  Fourier'sche  ßeihen 
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danteilbar  siaci,  als  man  di«8  bd  Befartdiiimg  nur  eines  jeuer  Integrale 
erwarten  sollte.  In  gesonderten  Punkten  kann  die  sinnsartige  Beschaffen* 
beit  Ton  f{x)  unterbrochen  werdeu,  aber  in  allen  Punkten  —  nun  ich 
kann  es  mir  eben  nicht  denken.  Indessen  täuschen  dergleichen  allge- 
meine Betrachtungen  bisweilen,  und  so  ist  es  auch  durchaus  nicht  meine 
Absicht  hier  eine  BàMtmjptwng  aufzustellen,  sondern  nur  meine  Erfah- 
rungen  und  Ansichten  mitzutheilen. 

Noch  einen  Punkt  will  ich  schliesslich  hier  zur  Sprache  bringen, 
in  Bezug  auf  welchen  ich  nachtraglidi  meine  Behauptung  etwas  ge- 
nauer  begrenzen  will. 

Ich  habe  (Untersuchungen  etc.  p.  86  und  87)  gezeigt*),  dass  bei  Func- 
tionen, die  ausser  in  der  beliebig  kleinen  Umgebung  des  Punktes  x  —  ^^ 
nicht  unendlich  viele  Maxima  haben ,  die  Darstellbarkeit  für  diesen  Punkt 
erst  aufhören  kann,  wenn  der  Function  die  Form  q{x)  (fix)  sich  geben 

lassi,  wo  -Y  und  ip(x)  für  a;*»  0  nicht  venchwindei  Der- 

gleichen  Functionen  sind  thatsächlich  unter  ümstaudea  nicht  darstell- 
bar. Die  Frage  ist  eben  nur,  ob  die  Darstellbarkeit  nicht  ffir  kleinere 
Nullen  von  q{x)  schon  aufhört  Ich  habe  wiederum  geaeigt,  dass  für 
^(a)S^*(«),  wo 

~  ~   — j  —  pr+îT»     heUebig  klein, 

die  Function  skls  darstellbar  ist.  Es  handelt  sich  also  um  die  infini- 
täre  Lücke: 

Die  Ausdehnung  der  Bedingung       ^      auf  Functionen,  die 

durchweg  unendlich  Tiele  Maxima  haben,  oder  gar  nach  Art  gewisser  inte- 
grirbarer  Functionen  durchweg  unstetig  sind,  ist  es,  welche  ich  nicht  in  be- 
friedigender Weise  ausser  Zweifel  zu  setzen  r^rmag.  Zwar  widerspricht 
ihr  die  obige  Betrachtung  der  Function  X|  sin^,  .r  -f  x,,  sin  h.^x  +  •  •'• 
keineswegs,  da  sie  vielmehr  dieselbe  Grenze  ergiebt.  Der  allgemeine 
Beweis  aber,  den  ich  nachträglich  mittheilen  wollte,  und  der  auf  einer 
idealen  Zusammenschiebung  der  Stellen  ohne  Zeichenwechsel  beruht, 
will  diese  Functionen,  die  doch  lediglich  Geschöpfe  der  Analysis  sind. 


^)  Ich  habe  mich  an  dieeer  während  des  Druckes  eingeiohalteten  Stelle  etwas 
kon  faMen  mtaen,  iadeMen  wird  das  Oetagke  wohl  genflgen. 
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einer  geometrischen  Anschauungsweise  unterwerfen ,  der  sie  allerdings 
schwer  sich  fQgeu  werden  ;  die  daber  berechtigten  Zweifehi  begegnen 
konnte,  und  die  iniT  selbst  ▼on  Tog  tu  Tag  bedenklidier  wird,  so  dass 

ich  vorziehe,  hiermit  die  Bedingung  — ^  ausdrfickUch  nur  fUr 

Î- 

a 

(lie  Functionen  f(j:),  die  ausser  in  der  Unigebunj^  von  =•  0  nicht  un- 
endlich viele  Maxima  haben,  oder  durch  trigoniuMetrische  Reihen  mit 
unbedingt  couvergeuteu  Coefhcieuten  darstellbar  sind,  zu  behaupten"'). 

Tabingen,  Mai  1876. 


*)  Da  die  Fimctioncn  der  Fumi  p(a)^(a),  wo  ^(a)  für  u  =  0  nicht  ver- 
Hcbwindet,  und  ist,  nachweiiUch  fttr  «=0  manchmal  aieht  danteU- 


l- 
a 


bar  lind,  to  iet  also  nar  su  «eigen,  da«  sie  fUr  «(«r)«^         darstellbar  sind, 


l— 


was  darauf  hinanslftaft,  au  beweisen,  daas  lim^^^  /  da  - '^-sinAa^O,  (flaUs 

r  « 

9(0}mbO.  Es  scheint  aber,  dais  ein  analytiseher  Beweis  dieses  Satses  Schwierigkei« 

a 

ten  derselben  Ordnung  bietet,  wie  die  Untenuchnng  des  Integrals  /  du^^~  sin  A«, 

0 

wiewohl  man  meinen  könnte,  wegen  des  Logarithmus  im  Nenner,  in  viel  vortbeii- 
hafterer  Lage  su  sein.  Jedenfalls  ist  dbreh  meine  Unteriudiungeii  gegenwftrtig 
das  IntoWMae  der  Theorie  von  diesem  Integral  in  jenes  verlegt  loh  habe  aber 
nidit  die  Absicht  mich  weiter  damit  an  beadiftfligen. 
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des  surfaces  récipnxjues. 

Par  U.  (j.  Z£UTH£N  à  Copenhague. 


On  appoll»*  orditiaires  les  singularités  que  présente  une  surface 
représentée  par  une  équation  ponctuello  ^«••'néralt' .  et  collos  que  présente 
une  suVface  représentée  i>ar  une  équation  tuugentielle  générale.  Les 
relations  qui  ont  lieu  entre  les  nombres  de  ces  sinLrularités,  et  (pii 
jouent  <lans  la  théorio  fies  surfaces  le  int'nic  rôle  que  les  formules  de 
Plücker  dans  la  théorie  des  courbes  planes,  sont  trouvées,  à  une  près, 
par  M.  Salmon*).  Celle  qui  restait  a  été  trouvée  plus  tard  par 
M.  Cayley**),  qui  étendait  en  même  temps  la  théorie  par  l'intro- 
duction de  plusieurs  singularités  extraordinaires  (celles  qui  sont  dé- 
sigrnées,  dans  ce  qui  suit,  par  By  j  et  x  t^eux  cas  particuliers  des 
poiuts  caniques  qu'il  appelle  „cnieoodes''  et  „offpoints",  ainsi  que  les 
singularités  réciproques).  J'ai  indiqué  ensaite  sans  démonstration  — 
au  oommencement  d'un  mémoire,  dont  le  but  principal  était  d'exposer 
d'autres  recherches***)  —  l'extension  des  formules  ^e  M.  Salmon  à  des 
surfaces  présentant  des  points  coniques  plus  généraux. 

Voilà  une  brève  indication  des  travaux  qui  ont  conduit  les  relations 
dont  nous  allons  nous  occuper  à  leur  état  actuel,  sur  lequel  on  peut 
consulter  la  nouvelle  (3"**)  édition  de  Texeellente  „Chometrif  of  three 
Dimensions"  de  M.  Sal  m  on f). 

Le  prwiier  but  du  travail  que  je  présente  ici  a  été  une  rc'visioti 
des  termes  de  quelques-unes  des  formules  qui  dépendent  de  singularités 
extraordinaires*  J'ai  été  excité  à  cette  révision  par  quelques  doutes. 


*)  TraoaactîODt  of  the  B«yal  Irish  Academy,  voL  88.  —  Voir  ansai  les  deoz 

premières  éditiouB  de  „Geomctnj  of  three  Dimettsionê", 

*•)  A  3fcmoir  on  thr  Thenry  of  Reciprocal  Sttrfaces.  Philosophical  Trans- 
actionti  1869.  Uu  suppWiiieut  de  cu  mémoire  se  trouve  daos  les  Phil.  Trans, 
de  1871. 

***)  Sur  Us  droites  muUipies  des  aurfaees.  Mathematische  Annalen  t  IV. 
t)  On  peat  aumt  consulter  la  nouvelle  édition  allemande,  dne  à  M.  Fiedler, 
du  mfime  livre. 
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qui  s'étaient  levées  daus  moi  inimédiatemeiit  après  lu  publication  de 
mon  mémoire  «pie  je  viens  de  citer,  et  qui  me  faisaient  déclarer  dans 
une  note  additionnelle*},  que  je  n'osais  appliquer  une  partie  des  for- 
mules —  celles  qu'on  déduit  en  regardant  la  surface  comme  lieu  de 
points  et  qui  sont  remplacées  ici  (dans  le  n*^  3.)  par  les  formules 
(13) — (18)  —  à  des  sorfaces  douées  des  singularités  désignées,  dans 
ce  qui  suit,  par  j,  x,  ^  Ìi  non  plus  les  formules  réciproques 
((13'} — (18'))  à  des  surfoces  douées  des  singularités  Xt  V  t**)- 
En  effet,  dans  ma  propre  démonstration  —  non  publiée  —  je  n'avais 
pas  observé  que  les  définitions  de  ces  singularités,  qui  se  rapportent 
à  Ja  surface  regardée  comme  lieu  de  points,  amènent  en  général  cer- 
taines singularités  tangentielles  auxquelles  il  faut  avoir  égard  dans  les 
équations  (13')— (18'),  et  que  les  définitions  des  singularités  /,  %,  r( 
et  X  amènent  certaines  singularités  ponctuelles.  Les  démonstrations 
"de  M.  Cayley''^)  ne  me  semblaient  pas  être  à  l'abri  de  cette  même 
reproche,  en  même  temps  que  la  détermination  de  coefficients  au  moyen 
des  surfaces  cubiques  me  semblait  incertaine,  parce  que  les  sin^ulautés 
ne  se  présentent  pas  là  dans  leur  forme  la  plus  générale.  Mes  doutes 
se  confirmaient  par  une  nouvelle  recherche  qui  me  montrait  que  le 
coefficient  du  terme  %  devait  être  ityuste,  du  moins  daus  une  des 
équations  ti. 

En  retournant  à  ces  recherches  j'ai  trouvé  que  les  cc»i  fti(  icnts  des 
termes  ;  et  ;"'  sont  justes  dans  toutes  les  formules:  mais  (juant  aux 
autres  sint^nilarités  dont  je  viens  de  parler  mes  doutes  se  sont  justifiées. 
J  ai  trouve,  j)ar  exemjde,  (pic  chacun  des  x  plans-clos  (voir,  dans  ce 
qui  suit,  le  n**  28.)  contient  m  ;/i  inral  un,  et  chacun  des  B'  plans 
biponctuels  {^eux  point»  triples  à  un  seul  plan  tangent  où  passent 
quatre  branches  de  la  courbe  cuspidale.  Ces  points  singuliers  donnent 
lien  aux  termes  8^  -{-  16  .B'  de  notre  équation  (15),  et  aux  termes 
6( — 6%  —  Î2jff)  de  notre  équation  (18),  et  ils  donneraient  Heu  à 
d'autres  nouveaux  termes  dans  l'équation  de  M.  Cayley  à  laquelle 
nous  avons  substitué  l'équation  (19). 

*)  Note  sur  la  théorie  des  surfaces  réciproques.  Matheuiatiäcbe  Anaaleo 
t.  IV,  p.  G3G.  —  Daus  cette  note  j'ai  di'inoiitrt'  au-^ï^i,  par  li-  ])rincipo  de  corre- 
»poudaiK  e,  tuie  formule  qui  peut  remplacer,  dana  le  «^Btèinc  tlti  relations,  celle  de 
M.  Cayley  dont  j'ai  parlé,  et  que  j'y  eubstituerai  aussi  dai^i  le  présent  mémoire 
(mon  ^uation  (19)). 

**)  Mes  doutes  s'étendaient  ausüi  aux  points  B  que  je  regardais  comme  des 
pointa  coniques  où  ij  =  l,  et  aux  plans  B'. 

•**)  Ausai  M.  Cayley  ne  pri-tend  pas  à  développer  uomplètement,  dans  le 
mémoire  cité,  la  théorie  des  surfaccb  réciproques. 

t)  iTowNc  tort  en  diaiat  que  les  ooBffleients  de  j  étaient  îneompatiblee  ans 
valeurs  des  nombres  de  singalaritA  d*iine  sorfiMM  qasrtiqae  à  une  ooniqae  doable 
(voir  le  n*  70.  du  présent  travsil). 
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H.  tì.  Zbdthbii. 


Certes  M.  Cajley  ne  neglige  paâ  entièrement  ces  points:  il  lea 
représente  par  le  nombre  9  de  points  de  singnlarité  inexpliquée  (jnmMI» 
cf  Mnexpkmeà  singularity).  Chacon  de  nos  points  triples ,  que  nous 
Fardons  comme  faisant  partie  des  singolarités  désignées  par  %  et  Bf 
est  représenté  par  8  de  ces  points.  Il  fandrait  donc,  pour  établir 
racooid  des  formules  de  H.  Cayley  a?ee  celles  qoe  nona  albns  ex- 
poser ici,  sobstitner  ^«b8x  + Oet  accord  sera  aussi  établi  pour 
la  première  et  poor  la  dernière*)  des  formules  que  nous  venons  de 
nommer,  mais  non  pas  pour  la  fonnole  (18):  dans  la  formule  de  M. 
Cayley  qui  y  correspond  —  ou  plutôt^  parce  que  M.  Cayley  attribue 
à  la  notation  h  nue  antre  signification  que  moi**),  dans  la  formule 
qui  correspond  à  notre  formule  (11)  —  manquent  les  termes  dépendant 
de  ^.  Le  manque  réciproque  a  amené  dans  le  mémoire  du  même  au- 
teur „0n  Cubic  Surfaces'^,  quelques  inexactitudes  dans  les  valeurs  de 
//  et  r'  appartenant  aux  surfaces  cubiques***).  Le  nom  des  points' 
introduits  par  M.  Cayley  indique  que,  même  sans  le  manque  que  nous 
venons  de  sij^naler,  il  y  aurait  ici  des  recherches  à  faire. 

En  soumettant  aussi  les  autres  singularités  extraordinaires  à  une 
analyse  détaillée,  nous  avons  trouvé  de  mémo  les  termes  dépendant  Je 
fi  et  ^  qu'il  faut  ajouter  aux  formules  qui  portent  ici  les  n""  (13)  —  (1^). 
les  termes  dépendant  de  Xy  V  l  i{\x\\  faut  ajouter  aux  formules 
réciproques,  et  les  ternies  dépendant  de  toutes  les  singularités  extra- 
ordinaires qu'il  faut  introduire  à  la  formule  (19),  substituée  à  la  for- 
mule de  M.  Cayley. 

A  cette  révision  des  formules  j'ai  joint  une  extension,  en  attribuant 
aussi  à  la  surface  des  puints  uniplanaires  —  qui  ne  sont  pas  dans  toutes 
les  formules  équivalents  à  trois  ^cnicnodes'^  —  et  des  plans  osculateurs, 
de  même  que  les  singularités  léciproques.  Je  lui  attribue  aussi  une 
oertaine  classe  de  points  doubles  dont  les  propriété  principales  sont 
développées  dans  un  article,  précesseur  du  piésent  mémoire  (voir  Ténu- 
mération  des  singularités  dans  le  n«  1.). 

Ce  choix  des  singularités  auxquelles  j'aurai  égard  dans  le  présent 
travail  a  certes  quelque  chose  d'arbitraire,  ce  qui  serait  difficile  à  éviter 
tant  qu'on  ne  sait  former  pour  les  surfaces,  comme  M.  Cayley  l'a 


*)  Celà  u'aura.pa8  lieu  toutefois  pour  la  fonne  de  celle-ci  qui  doit  ex- 
primer l'égalité  du  geàre  de  la  tnrfiMe  à  oeloi  de  la  mrfiue  réciproque  (for- 
mule  (26)  à  la  p.  544  de  la  „Geom.  of  three  Dimeniions"  et  à  la  p.  609  de  i*édition 

allemande  du  même  livre).   Voir  le  n"  7ß.  du  présent  mémoire. 
••)  Voir,  dans  ce  qui  suit,  les  notes  du  n»  1. 

***}  Voir,  dans  ce  qui  suit,  le  n**  69.  On  j  verra  que  let  polats  triples  ac- 
enmpagnant  1m  wigularUés  t'  d^n^e  surface  eulnqoe,  et  parfois  ainri  on  des  plana 

à  la  singularité  réciproque  qui  accompagneat  un  point  B,  ou  tous  ces  deux  plans, 
peavent  être  remplacés  par  d'autres  singolarités        0,  ^'     is£,  8£  ou  0). 
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fait  pour  les  courbes*),  une  théorie  des  équivalents;  mah  si,  dans  une 
recherche,  on  rencontre  des  surfaces  présentant  -d'autres  singularités 
que  celles  qui  sont  introduites  dans  les  formules,  ou  pourra  y  appli- 
(juer  les  mrme.s  pron'dés,  à  peu  près,  que  ceux  qui  nous  ont  fourni  les 
termes  écrits  dans  les  formules.  Ayant  surmonté,  par  exemple,  les 
difficultés  que  présentent  les  t,  génératrices  stationnaires  des  points 
coniques  qui  ne  sont  tangentçs  ni  à  la  courbe  double  ni  à  la  courbe 
cuspidale,  on  aaara  surraontery  s'il  est  demandé,  les  difficultés,  moins 
grandes  sans  donte,  que  préMmtent  les  gén&atrices  stationnaires  tan- 
gentes à  ]a  courbe  doable. 

L*étade  détaillée  des  diflKrente«  singularités,  introduites  antérieure- 
ment on  nonvelles,  n'a  pas  eu  toutefois  pour  seul  but  la  détermination  de 
nouveaux  termes  des  équations.  Elle  a  fourni  en  même  tempe  um 
comaiMaince  pim  con^plète  des  àngularitéf,  qui  a  un  intérêt  indépendent 
des  formules  numériques,  et  qui  est  assurée  par  ees  formules  et  par 
les  Térifications  auxquelles  elles  donnent  lieu.  Cette  connaissance  con- 
duit aussi  à  de  nouvelles  démonstrations  plus  directes  et  plus  explica- 
tives des  coefficients  des  anciens  termes  des  formules.  Afin  de  n'étendre 
pas  trop  notre  mémoire,  nous  nous  bornerons  à  cet  .égard  aux  singu- 
larités extraordinaires. 

Le  moyen  dont  nous  nous  servirons  principalement  pour  discuter 
les  sin^rûlarités  d'une  surface,  c'est  l'étude  des  singularités  de  cônes  cir- 
conscrits dont  les  sommets  ont  diflérentes  positions  particulières.  Une 
note  précédente  sur  les  shK/idaritcs  (h'S  courbes  ;>?aw.s**)  a  eu  pour  but 
de  faciliter  cette  étude  qui  se  fait  eu  grande  partie  par  les  rdatwiis 
plnrhrinmcs.  Les  procédés  généraux  de  cette  étude  seront  exposés 
dans  la  partie  IV;  mais  ou  les  comprendra  mieux  eu  voyant  dans  les 
parties  suivantes  V  —  XII  leurs  applications  aux  points-pinces,  points- 
clos,  points  biplanaires  et  uniplanaires ,  plans  osculateurs  et  points  co- 
niques. (Les  propriétés  des  singularités  réciproques  se  trouvent  par 
le  principe  de  dualité.) 

Les  trois  premières  parties  du  mândre  contiendront  une  énumé- 
ration  des  singularités,  un  exposé  des  formules  numériques,  et  la  dé- 
monstration par  le  principe  de  correspondance  de  M.  Glîasles  des 
'  formes  de  ces  relations,  pendant  que  la  justesse  de  leurs  termes  dépen- 
dant de  singularités  extraordinaires  ne  peut  être  établie  que  dans  les 
parties  déjà  nommées.  La  partie  XIII  contiendra  des  applications  à 
des  Burfoces  particulières,  et  la  partie  XiV  une  addition  sur  le  genre. 


*)  Quarierlj  Jouraal  t.  VII. 

**)  Mathematbche  Aonalen  t.  X.  —  Je  Miiii  roeesnon  pour  ajovter  anx  tra- 
vaux eitéi  dant  cette  note  va  beau  mémoire  de  H.  Smith,  publié ,  daas  les 
t,t*roe.  of  Load.  Hath.  Soc**  vol.  YI,  p.  16S|  en  même  temps  que  ma  noie. 

X.  S» 


400  U.  a.  Zbothm. 

I. 

Énnmération  des  singularités. 

1.  Pour  comprendre  les  indications  suivantcR  des  significations  dont 
nous  ferons  luage  dans  le  présent  mémoire,  il  faut  observer  que  les  défi- 
nitions de  la  première  colonne  sont  „ponäuelks" ,  celles  de  la  seconde 
dolonue,  „tangcntieilcs'^ ,  c'est  à  dire  que  nous  attribuons  aux  singularités 
définies  les  projirit'tés  les  plus  générales  que  permettent  les  définitions  si 
la  surface  est  refianlée,  respectivement,  comme  lieu  de  ses  points,  ou 
comme  envelojipf  dt;  ses  plans  tangents*).  —  Quant  à  une  ])artie  des 
singularities  nous  nous  conteutous  ici  de  les  nommer,  en  rcnvoyaut 
pour  les  explications  ultérieures  à  des  n"*  suivauts,  ìudic^ués  à  part. 

Nombres  plflckériens 
des  seetiont  planes:  des  cônet  circomoriti: 

n  Tordre  (de  la  surface) ,  n'  la  classe  (de  la  surface), 

a'  la  dasscy  a  l'ordre, 

d*  le  nombre  des  tangentes  doubles,    â  le  nombre  des  génâratricefl  dou- 
bles, 

x'  le  nombre  des  tangentes  station-    x  le  nombre  des  génératrices  sta- 
naires.  tionuaires. 

Singularités  ordinaires: 

b'  la  classe  de  la  dévâcppable  hi-  b  1  ordre  de  la  cùwrhe  double, 

tangente**)  f 

^  son  rang,  son  rang, 

s^  l'ordre  de  son  arftte  de  rebrouase-  s  la  classe  de  l'euTeloppe  de  ses 

ment,  plans  osculateurs, 

^  le  nombre  jsUidb^Heti***)  des  tau-  h  le  nombre  jltiâdtérim***)  des  gé- 

gentes  doubles  d'une  section         nératrioes  doubles  d'un  o6ne 

plane  de  cette  déreloppable,  qui  la  projette, 

t  le  nombre  de  ses  plans  ttuigente  t  le  nombre  de  sea  points  triples 

triples  (ordinaires),  (ordinaires), 

/  le  nombre  de  ses  plans  tangents  f  le  nombre  de  ses  points  station- 

statìonnaires  (ordinaires),  naires  (ordinaires), 


*)  L'importsnee  de  eette  diitìnotion,  bien  connue  dans  la  tiiéorie  des  for- 
inuIeB  plitckériennes,  Mxa  illnatréê  par  on  exemple  dsoi  le  n*  16.;  tcàx  aowi  la 
note  du  n"  2. 

•*)  C'eat  à  dire:  l'enveloppe  d«^B  plans  taugents  doubles. 
***)  Mes  notationa  k  et  k'  diâ'èrent  de  celles  des  MM.  (Jayle^'  et  Sai  m  ou, 
qui  détonent  par  i  le  nombre  de  points  doubles  apparents  de  la  oonrbe  double* 
La  difEérenoe  qui  en  résulte  eotre  les  formules  de  ces  savants  et  les  miennes  n*est 

donc  qu'apparente.  J'écris  k  —  ^t  (voir  le  premier  terme  du  seoond  membre 

de  la  formule  (17))  où  M.  Caylejr  écrit 
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(f  l'ordre  de  sa  courbe  de  contact; 


c  la  classo  de  Vmrrloppe  des  plans 

t  any  Ci  I  fs  sfti  I  tonna  ires , 
r'  sou  rang, 

t»'  l'ordre  de  son  arête  de  rebroussc- 
mentf 

h'  le  nombre  fiiidcérim'*)  des  tan- 
gentes doubles  d'une  section 
plane  de  cette  développable, 

/T  le  nombre  de  ses  plans  tangents 
statîonnaires  (ordinaires), 
Tordre  de  sa  courbe  de  contact 
(la  courbe  parabolique). 


Q  lu  (  hisse  (le  la  (l('veloj)piible  tan- 
geute  il  la  surface  de  long  de 
la  p(iurl)e  doubl«; 

c  l'ordre  de  la  courbe  cu.spuialc^ 

r  son  rang, 

m  la  classe  de  l'cuveloppe  de  ses 
plans  osculateurs, 

h  le  nombre  pläMrim*)  des  gé- 
nératrices  doubles  d'un  cône 
qui  la  projette, 

ß  le  nombre  de  ses  points  statiou- 
naires  (ordinaires), 

Ö  la  classe  de  la  développable  tan- 
gente à  la  surface  le  long  de 
la  courbe  cuspidale. 


Singularité  urdinaire  ù  une  surface  à  laquelle  ou  a 

déjà  attri  bué 
line  courbe  double:  uue  il  é  v  e  I  oi»  jjab  le  bitaugente: 


J  points-pinces  (n"*  15. — 21.). 


/  plans-pinces  (u"  21.). 


Sinrgularité  ordinaire  à  une  surface  à  laquelle  on  a 

déjà  attribué 

n».  «.,<i..:/i.i..  o»e  suite  de  plans  tangents  sta- 

nne conrbe  cuspidalo:  • 

X  points-clos  (n"»  22.  —  28.).  x  plans-clos  (n**  28.). 

D'autres  singularités  extraordinaires: 

B  points  biplanaires  (o*>*  29.-^5.);        plans  biponctuéls  (n**  35.); 
U  pointsuuiplanaires(n"*d6.— 42.);    U'  plans  uniponetuels  (n*42.); 


0  plan^  oeeulateurs  (n^43.— 49.); 
des  i}OMife0Ofiigites(n~6O.>-67.) , 
oùlestangentesformentun  cône 
dont  nouiTdéBÒgsons  par 

|(  rordre, 

V    la  daMe, 


0'  points  oscnlateurs  (n«49.); 
dMjiaM  tangents  klang  ttwêe 
courbe  (ik^  61.— 67.)  dont  nous 
déngnons  par 

f»'    la  classe, 

V  l'ordre, 


le  nombre  des  génératrices  dou-  ff-hf^^  nombre  des  tangentes  dou- 
bles, dont  les  bles,  dont  les 
y     sont  tangentes  à  des  branches  sont  génératrices  de  la  déve- 
de  la  courbe  double,  loppable  bitaugente. 


*)  Lm  définitioiis  de  A  et  A>'  ont  las  mdmes  diJEArenoes  de  celles  des  MH.  Sal- 
tOD  et  Cayley  qae  les  définitions  de  ft  et  it'. 
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ss-{-Ì  le  iiombre  des  géin-ratrices  sta-  k'  nombre  des  tangentes  sta- 

tionnaires,  dont  les  tionuaire.s  ,  dont  les 

ß     sont  tangentes  à  des  branches  sont  gén«'ratrices   de  l'enve- 

de  la  courbe  cuspidale,  loppe  des  plans  tangents  stu- 

tionuaires, 

ti    le  nombre  des  plans  tangents  u'     le  nombre  des  points  doubles, 
doubles, 

V    le  nombre  des  plans  tangents  v*     le  nombre  des  points  station- 

stationnaires,  naires, 

(2i  désigne  une  somme  étendue  à  (27'  désigne  une  somme  étendue  à 

tous  ces  points  singuliers);  tous  ces  plans  singuliers); 

et  enfin: 

des  points  doubles  à  un  seul  plan  tangent  (double),  qui  est  le 
lieu  de  droites  rencontrant  la  surface  en  quatre  points  coïnci- 
dents.  Nous  désignons  par 

/  le  nombre  des  points  doubles  de  la  courbe  double, 
(/  le  nombre  des  points  stationnaires  de  la  eourbe  double, 
t  le  nombre  des  points  d'intersection  de  la  eourbe  double  et  de  la  courbe 
enspidale, 

g  le  nombre  des  points  doubles  de  la  courbe  cuspidale, 

e  le  nombre  des  pointa  stationnaires  de  la  courbe  cuspidale, 

qui  se  trouTent  en  ces  points  de  la  surface.  Nous  avons  dé- 
montré, dans  le  mémoire  „Sur  une  classe  de  points  singuliers 
de  surfaces^*),  que  les  plans  tangents  en  ces  points, ont  les 
propriétés  réciproques,  f  etc.  indiquent  donc  aussi  les  nombres 
de  plans  tangents  doubles  de  la  développable  bitangente  etc. 
qui  coïncident  avec  ces  plans  tangents. 

8.  Ëu  attribuant  à  la  surface  dont  nous  nous  occuperons  dans  le 
présent  mémoire  toutes  les  singularités  énomérées  ici,  nous  attribuerons^ 
par  exemple,  à  sa  courbe  double  plusieurs  espèces  de  points  station* 
naires,  non  seulement  ceux  dont  les  nombres  sont  désignés  par  y  et  </, 
mais  aussi  d'autres  qui  se  trouvent  en  différents  points  des  plans  tan- 
gents lo  long  d'une  tourbe.  Pour  plus  de  clarté  nous  indiquerons  ici 
les  nombres  totaux  de  ces  points  et  de  ceux  qui  jouent  un  rôle  ana- 
logue, qui  résulteront,  dans  ce  qui  suit,  des  discussions  des  ditìerentes 
singularités  attribuées  à  la  surface. 

La  courbe  double  a 


•)  Matiiematiflehe  Annal  en  toI.  IX.  Il  est  probable  que  les  „points  /»-tuplea 
à  un  seul  piati  tangent  (p-taple),  qui  est  le  lieu  de  droites  reneootrant  la  maxhiae 
en  8p  points  oolnddents",  ont  des  propriétés  aoalogoM. 
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f  points  donbles, 

et 

y  4-  £'ln{v—4)-^2n'i^\  -i-    points  stationnures. 
La  conrbe  double  rencontre  la  courbe  cuspidale  en 

La  courbe  cuspidale  a 

6r'+  12^H-  ü'+  40'+  ]  +  rit)  +  ^  points  doubles, 

et 

ß  -\-  20^  -\-  e  points  cnspidaux. 

Nute.  En  allant  d^'tliiire  les  relations  qui  ont  lien  entre  les  nom- 
bres (jue  nous  venons  (r»'numérer,  il  f;iut  supposer  que  les  singularités 
se  présentent  de  la  manière  la  plus  générale,  que  permette  leur  déti- 
nitiun  —  ponctuelle  ou  tangentielle  — ,  et  qu'aucune  singularité  ulté- 
rieure, qui  ne  résulte  pas  de  leur  définition,  ne  vient  s'y  ajouter.  NotiS 
ne  comprendrotis  dotic  aumim  des  classes  de  singidarUés  dont  nous  avons 
désigné  les  nombres  par  les  noioHom  émmérém  mi  nomòrs  innâigHc  par 
une  mire  des  notations*). 

Si  l'on  veut  appliipu  r  une  ou  toutes  les  formules  à  des  cas  où  des 
singularités  ultérieures  se  joignent  à  une  des  singularités  énumérées  — 
ce  qui  est  possible  en  beaticoup  de  cas  —  il  faut  soumettre  l'influence 
de  celles-là  à  une  discussion  particulière.  Il  iaut  notamment  avoir 
é^rd  à  des  droites,  non  indiquées  par  les  définitions  des  singularity, 
qui  ])assent  par  les  points  singuliers  ou  se  trouvent  dans  les  plans  sin- 
guliers, et>  encore  plus,  aux  éléments  développables;  puis  à  la  décom- 
position de  cônes  tangents  aux  points  coniques,  ou  de  courbes  de  con- 
tact de  plans,  en  des  parties  aux  nombres  desquelles  il  7  a  des  plans 
ou  des  points.  On  ne  peut,  par  exemple,  dans  quelques-unes  des  for- 
mules (celles  que  nous  appellerons  (15'),  (17%  (18*)  et  (19)),  remplacer 
un  point  biplanaire  par  un  point  conique,  dont  on  a  ,a  =^  2,  rj  =^1, 
tf«y  =  etc'.  =0,  quoique  les  points  biplanaires  sont  des  points  co- 
niques dont  les  cônes  tangents  sont  composés  de  deux  |)lan8.  C'est 
pour  cette  raison  que  nous  avoyis  introduit  expressément  les  B  points 
biplanaires  (et  les  plans  ayant  les  singularités  réciproques),  pendant 
que  nous  n'avons  pas  besoin  de  considérer  séparément  les  points  que 
M.  Cayley  a  appelés  „cnicnodes'',  qui  ne  sont  que  des  points  coniques 


*)  Cette  remarque  ne  s'iqtptiqne  pas  aux  nombres  plüekiriem  <!*>  cônes  et 
du  sectioiiH,  qui  nt;  8ont  pas  des  nombres  de  singolantés  profm«  de  1»  mttiàoe. 
Voir  les  notes  du  n«  1. 
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dont  ftm^vmm^,  y=tj^g  =  ^==>u^v^O,  ni  non  pins  les  „off'- 
points"  f  qui  ne  sont  quo  des  points  coniques  dont  ^a«v«i»3|  jr^BV-^l, 

y  =  ,  =  ê  — 0. 

II. 

•  * 

FomuleB. 

8.  Les  nomlMres  a  et  a  onjt  la  même  signification,  de  façon  que 

(1)  a  =  a\ 

£q  posant  puur  chacun  des  poiiits  coniques 

(2)  i/  +  2;î4-3ê  =  ^, 
on  aurai  selon  les  équations  plttckérienues, 

(3)  |»(^-l)-af  +  2y-h3#, 

(4)  v(v-l)  =  /iH-2M  +  3t', 
(6)  +        =  3(<*-v). 

Des  équations  analogues  auront  lieu  pour  chacun  des  plans  tangents  le 
long  d'une  courbe. 

Les  nombres  énumérés  dans  le  n*  1.  satisfont  encore  aux  éqoctions 
suiTantes: 


(6) 

-1) 

(î) 

a(a— 

(8) 

c- 

3(fi-a), 

(9) 

5(6- 

•1) 

î  +  2*  H-  3  {y  +  r  [V(v  -  4)+  2î,'n  +  rf>  . 

(10) 

3(&- 

g) 

y  4-                   +  2»?'^]  +    ~     -f-  -^(OJ 

(11) 

c(c— 

■1) 

r  +  2A-|-3(/î4-20'-f  c), 

(12) 

3(c- 

/i+2(y+«-«»-^'(0, 

(13) 

a(n— 

■2) 

-  2:[iî4-2ê}l  +  Q  +  2a-\-  2:|:r(^-2)] 

X- J5+  ()  +  2(y+  Z[x-Ut--2i-^-2Ç|, 

(14) 

b{n- 

•2) 

^  +  2/i  -i-  3y  +  3f  +  90  +  £{j,{ii-.2)], 

(1Ö) 

c(n— 

-2) 

2  + 4/J+y+ Sat'H- 16  jB'-h  12  0  H-X  [#(,»-2)] , 

+  3  [ac— 3ff— t — 2r(aîier)] +2  [a6— 2p  — j — iXrcy)] 
+  Z[a;(fi-2)(ft-3)l 

— 2(d— 3  CT)  -f  3(ar— 3(y  — x)  +  2^ab  —  2Q—j) 
+2;[aj(-4f*-f7)  +  2ijH-4y, 
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(17)  b{n^2)(nr-Z)^\k  ■  3^-30'-  r  [^^"] 

^.[a6--2p-j~2:(a:y)] 

— 4(A- -  3 ^ - n  +         2  p  -j)  -I-  3(6c -  3/ï -2y  -  ») 

-80O'4-2:[f/(-4^  +  8)] 

~2r(4t*'-f  3»+8{rv-f6V*H-4ij'{r+J2r''+6V— 240, 

(18)  c(n  .2)(»-3)-.6{ä-6x  - 12 B'—  ü'-40'-2;[i^^~^]  — 

4- [a  c — 3  — Jt  —  2:  (a;  j?)  J 

-h  2  r 6  f  —  3  /î  -  2  y  —  12  0'-  2;(î/ -  2r  (v'-f  4  j^'4-  4  g')  ~  *J 
+  180'+2:[^(ft-2)Ca-3)] 
«6(A-»jx'-  -  Ä^)  +  (ac-3ö-;t)H-  -^(^'c  -3/3-2y~  • 

-300H.2;[*(-4^*+9)]-2r(i>'+4ij'+7r), 

(19)  tf+m  —  r— /ï  —  4/—  3«'-  14  ÎT—  r  [(2f»'+ar)  +  6  V+  7f  J 
„d'^-W-/-  /r-  4i~3z~l4l7-Z[(2|»+a:)  +  6iî  +  7n, 

*  et  aux  l'ijuations  qu'on  forme  en  y  substituant  des  lettres  aicentue'es 
à  celles  qui  n'ont  pas  d  accent  —  à  l'exception  de  a,  /",  d ,  i,  y,  e  — , 
et  réciproquement.  Alors  l'équation  (19)  reste  inaltérée,  mais  les  équa- 
tions (6)  — (18)  conduisent  à  13  noDvelles  formules  que  nous  désigne- 
rons  par  (6'),  (7'),  (8'),  (Q-),  (10'),  (U'),  (12'),  (13'),  (14'),  (15), 
(16').  (IT),  (18-). 

4.  Il  est  commode  de  remplacer  les  équations  (16),  (17),  (18) 
par  d'autres,  qu'on  en  déduit*)  ^n  ayant  égard  aux  équations  précé- 
dentes. On  trouve,  en  multipliant  l'équation  (6)  par  a,  en  sabetitoant 
ensuite  à  a*  l'expression  fournie  par  (7),  et  en  soustrayant  l'équation 
(13),  multi|)liée  par  4,  et  l'équation  (16): 

(20)  — o+n'— x+(j  +  2j-f-3xH-45  +  6î/+2:(i'  +  4»/-f-7Ç)-.0. 

Par  des  opérations  tout-à-fait  analogues,  un  déduit  des  équations  (Ü), 
(9),  (14)  et  (17): 

(21)  2ç-23  =  /i+j+-^(>'+4/'+6^/-f-3/ 

+  £:  L4u'+  3  î;'+  6  ri  {v'-A)  +  8  (  v—  3)  +  6  r/'  (ij'-  1) 

  +  i6iî' «r-f  i2r  (r- 1)+ 1^^+  ^^^rj, 

*)  Cette  rédaeHon  eit  due  à  M.  Cayley.  Voir  Salmoni  Gsometry  of  fluee 
Dimensioni»  8**  éd.  (p.  647;  p.  611  dans  PMition  de  M.  Fiedler);  dans  r^oation 
qm  oomspond  &  notre  éqnation  (SI)  le  tenne  4^  manque. 
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et  dêÊ  équations  (6),  (11),  (15)  et  (18): 

(22)  5tf+/3  =  c+3r+x+4x'4-H-0'+6î/'+2i-f 

-2;(£r)  +  2r  (t;'4-4V^-70- 
£n  éliminant  m  et  m  de  (1^),  (12)  et  (12'),  on  trouve 

(23)  + 2r  -  Se  -  4/— 8;^'— 14  ü'-f  20  —  r  (2f»'-i-fr -f  8ij'4- 1 1 1) 
« ^^+2/— Sii'- 4j — 3x  -  U    + 2 0  -  2?  (2^1 + V + 8ij -f  1 1 C) . 

III. 

Sur  la  démonstration  des  formules. 

5.  Ou  trouve  les  formules  t'G)  — (12)  en  appliquant  les  équations 
plûckérienncs  à  une  section  jtlane,  au  cône  qui  projette  la  courbe  double, 
et  à  celui  qui  projette  la  courbe  cuspidale.  Il  «ensuit  que  la  formule 
(10)  ou  (12)  n'est  pas  applicable  au  cas  où  la  courbe  double  ou  cuspi- 
dale est  composée  de  parties  au  nomine  desquelles  il  y  a  des  droites. 
Les  termes  dépendant  des  points  osculutcurs  et  des  plans  tangents  le 
long  d'une  courbe  résulteront  de  nos  études  de  ces  singularités  (voir 
le  n"  2.). 

Vi.  La  demonstration  des  formules  (l'i)  —  (18)  se  fait  par  des  ap- 
plications, très  semblables  entre  elles,  du  principe  de  correspondance. 
►Soit  donné,  dans  l'espace,  un  point  lixe  F  et  une  courbe  (X)  d'ordre  |,  . 
qui  ne  passe  pas  par  P,  et  su]qiosons  qu  a  chaque  point  X  de  la  courbe 
correspondent  «  points  Y  de  la  droite  PX,  dont  aucun,  pour  aucune 
position  d»»  point  X,  ne  coïncide  avec  le  point  P.  Alors  je  dis,  que 
le  nombre  des  coïncidences  d'un  point  X  avec  un  point  correspondant 
Yj  est  égal  à  fc|. 

En  etfet,  l'ordre  du  lieu  des  points  Y  est  égal  à  «|,  ce  qu'on 
voit  en  comptant  ses  jioints  d  intersection  avec  un  plan  par  P.  Par 
conséquent,  si  l'on  joint  des  points  corres])ondants  X  et  Y  par  des 
plans  à  une  droite  fixe  (D),  à  chaque  plan  {D)  Y  correspondront  a| 
j»l;uis  [J))X.    A  chaque  plan  ^_i^)  X  correspondront  de  même  plans 

Y.  Le  nombre  de  coïncidences  de  plans  correspondants  est  donc 
égal  à  2a|.  De  ces  coïncidences,  a|  ont  lieu  dans  le  plan  (D)P.  Les 
autres,  an  nombre  de       résultent  de  ooîneîclences  de  X  avec  Y. 

Dans  la  déduction  de  toutes  les  formules  (13)  (18)  P  est  un 
point  arbitraire  de  l'espace. 

Formule  il.'^):  X  est  le  j)oint  de  contact  d'une  tangente  menée 
par  P,  Y  est  un  des  n  —  2  points  d  intersection  de  la  tangente  avec 
la  surface.  Aiors 

l'^a,    «—"H  —  2. 
Formule  (14):  X  est  un  point  de  la  courbe  double,  Y  est  un  des 
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n  — 2  autres  points  d'intersection  de  la  droite  FX  avec  la  surface. 
Alors 

Formule  (15):  X  est  on  point  de  la  courbe  cuspîdalei  IT  est  un 
des  M — 2  antres  points  d'inteisection  de  la  droite  FX  avec  la  sarfaoe. 
Alors 

I  «  C|    «  —  «  —  2. 

Formule  (16):  X  et  7  sont  deux  points  d'intersection  d'une  tan- 
gente menée  par  P.  Alors*) 

|«a(»— 2)^   «  =  11  —  3. 

Formule  (17):  X  et  T  sont  deux  des  n  — 2  points  où  la  droite 
joignant  P  à  un  point  de  la  courbe  double  rencontre  encore  la  sur- 
face. Alors 

I  — 6(fi— 2),  ««.H  — 3. 
Formule  (18):  X  et  Y  sont  deux  des  n — 2  points  où  la  droite 
joignant  P  à  un  point  de  la  courbe  cuspidale  rencontre  encore  la  sur- 
face. Alors 

I  — c(m— 2),  ««M  — 3. 

Les  différents  termes  des  seconds  membres  de  ces  équations  con- 
tiennent les  nombres  de  coïncidences  de  différente  espèce.  Leurs  coef- 
ficients se  déterminent  par  la  règle* suivante,  qui  est  une  conséquence 
de  celle  qui  sert  eu  général  à  la  détermination  des  degrés  de  multi- 
plicité de  solutions  trouvée»  par  le  principe  de  correspondance**): 

Le  nombre  de  coïncidences  qui  ont  lieu  en  un  point  D  du  lieu 
des  points  X  est  égal  à  la  somme  des  ordres  des  segments  infiniment 
petits  X  Y,  interceptés,  sur  une  droite  PX  qui  fait  avec  PD  un  angle 
infiniment  petit  du  premier  ordre,  par  X  et  les  points  correspondants  Y\ 
si  Z)  est  un  point  multiple  de  lu  courbe  (X),  il  faut  considérer  séparé- 
ment les  cas  où  le  point  X  lu  fini  ment  voisin  de  i)  se  trouve  sur  les 
différentes  brandies  partielles  de  ce  lieu. 

Pour  appliquer  cette  règle  aux  termes  qui  dépendent  de  singularités 
extraordinaires,  et  même  pour  savoir  quels  termes  il  faut  introduira  -on 
a  besoin  de  connaître  les  propriétés  des  points  et  plans  singuliers;  nous 
déterminerons  ces  termes  et  leurs  coefficients  dans  les  parties  suivantes 


*)  Le  lien  des  points  Y,  dont  nous  avons  dit  qnll  est  de  Tordre  sera 
ici,  et  dans  les  démoiAtraftioiis  des  formules  (17)  et  (18),  ideutique  à  celui  des 
pointa  X,  pris  n  — 3  fois,  parce  quo  ohaqìi»'  point  correspond  à  n  — 3  pointe  V. 

••)  Voir  mon  mémoire  sur  „hs  propriétés  générales  des  systèmes  de  courbes 
planM*'  (Mémoire  de  l'Académie  danoise  des  Sciences  ô**  série,  t.  lu,  IV,  p.  331) 
ou  on  article  dam  le  Bnlletia  des  Sdeiims  KathémaliqiMS,  i  Y,  p.  187.  —  J'ai 
fait  usage  de  la  môme  r«  gle  dans  le  n*  8.  de  mon  précédent  actiole  (UTote  sur  U» 
mmguianiiê  dct  tomiht»  pkum). 
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du  présent  mémoire  après  avoir  déduit  les  propriétés  nécessaires.  Quant 
aux  termes  connus  des  mêmes  équations,  dues  à  M.  Salmon,  je  n'insis- 
terai pas  ici  à  leur  détermination  par  la  règle  eitée,  parce  que  je  Tai 
exécutée  ailleurs*). 

7.  Sur  la  démonstration  de  la  formule  (19).  La  transition  des 
parties  de  la  surface  où  la  courbure  est  elliptique  à  celles  où  elle  est 
hyperbolique,  se  &it  soit  par  la  courbe  parabolique  soit  par  la  courbe 
cuspidale.  Quant  à  cette  dernière  transition,  il  est  é?ident  qu'à  un 
observateur  qui  se  meut  le  long  de  la  courbe  cuspidale,  entre  les  deux 
nappes  qui  y  sont  réunies,  la  nappe  à  courbure  elliptique  se  trouve  du 
même  côté  où  se  présente  la  concavité  de  la  courbe  cuspidale. 

Il  en  résulte  que  les  deux  nappes  changent  de  courbure  aux  points 
de  la  courbe  cuspidale  où  une  coïncidence  a  lieu  du  plan  tangent  avec 
le  plan  oeculateur,  et  qui  ne  présentent  aucune  autre  singularité.  Il  est 
donc  nécessaire  que  la  courbe  parabolique,  devant  séparer  les  parties  de 
chacune  des  deux  nappes  où  la  courbure  est  elliptique  de  celles  où  elle 
est  hyperbolique,  passe  par  ces  pcnnts.  On  voit  par  les  mêmes  con- 
sidératious  quo,  réciproquement,  aux  points  de  la  courbe  cuspidale  où 
passe  utiL'  branche  de  la  courbe  parabolique,  et  qui  ne  présentent  aucune 
autre  singularité,  les  deux  plans  dont  nous  venons  de  parler  coïncident. 

En  appliquant  le  ])riucipe  de  dualité  à  ces  considérations,  on  trouve 
qu'à  ces  nirmes  points  coïncident  des  points  de  contact  de  plans  tan- 
gents stationnaives  avec  les  ))oints  où  ces  mT-mes  plans  sont  osculateurs 
à  l'arête  de  rebroussement  de  1  enveloppe  des  plans  tangents  station- 
naires,  et  que  cette  coïncidence  n'a  lieu  qu  en  ces  points  et  en  des 
points  de  contact  de  plans  tangents  présentant  uuc  singularité  plus 
compliquée. 

On  voit  ainsi  qu'en  cherchant  le  nombre  total  des  coïncidences 
d'un  plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  de  la  courbe  cuspidale  avec 
Je  plan  osculateur  de  cette  courbe,  et  en  en  soustrayant  le  nombre  des 
coïncidences  qui  sont  dues  aux  singularités  que  nous  avons  attribuées 
à  la  surface,  on  trouve  un  nombre  ^  qui  est  égal  à  celui  des  plans 
douée  des  propriétés  réciproques,  ou  bien,  au  nombre  qu'on  exprime 
en  substituant  des  lettres  accentuées  à  celles  qui  n'ont  pas  d'accent, 
et  réciproquement. 

Les  deux  membres  de  l'équation  (19)  sont  les  deux  expressions  de  ^. 
En  eflPet,  on  trouve  par  le  principe  de  correspondence,  que  le  nombre 
de  coïncidences  des  points  de  rencontre  d'une  droite  fixe  (D)  avec  le 
plan  tangent  et  le  plan  osculateur  en  un  point  de  la  courbe  cuspidale, 
est  égal  à  0  -(-  m.  Celui  des  coïncidences  de  ces  deux  plans  est  donc 
égal  à 


*)  Voir  le  n*  40.  du  premier  des  mémoires  oîtés  dam  la  note  précédente. 
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le  nombre  des  taiifçeiites  <le  la  courbe  cuspidale  qui  remontrent  la  druite 
étant  é«ifal  à  r.  Los  autres  termes  nei^atifs  du  premier  membre  de 
1  »'fjuatiüii  (li*)  indicpienl  les  nombres  de  coïncidences  qui  ont  lieu  a 
cause  des  singularités  attribuées  à  la  surface,  y  compris,  de  singularités 
ordinaires,  les  ji  points  stationnaires  de  la  courlte  cuspidale  (  voir  le  n'^  \  '\.). 
Mous  rendrons  lonipte  des  autres  dans  ce  qui  suit.  Les  coëtticients 
sont  déterminés  au  moyen  de  la  règle  ordinaire  (voir  le  n"  précédent)*). 

Note.  La  base  de  cette  déduction  de  l'équation  (19)  est  le  fait  que 
les  points  de  la  courbe  cuspidale  où  le  ])lan  tangent  coïncide  avec  le 
plan  osculateur  —  et  qui  ne  présentent  aucune  autre  singularité  —  ont 
les  propriétés  qui  correspondent  selon  le  principe  de  dualité  à  celles  de 
leurs  plans  tangentâ"^).  On  peut  aussi  démontrer  cette  identité  de  sin- 
gularités, réciproques  Tune  à  l'autre,  au  moyen  des  procédés  dont  nous 
nous  servirons  dans  la  suite  du  présent  mémoire.  Nous  indiquerons  ici* 
brièvement  la  marche  de  cette  démonstration,  en  renvoyant^  pour  le  sens 
des  notations  etc.  dont  nous  nous  y  servirons,  aux  parties  suivantes  du 
mémoire. 

Ou  peut  voir  de  différentes  manières,  par  exemple  par  une  représen- 
tation au  moyen  de  coordonnées  ponctuelles***),  qu'un  point  P  de  la 
courbe  cuspidale  où  le  plan  tangent  coïncide  avec  le  plan  osculateur 
a  en  général  les  propriétés  ponctuelles  suivantes:  une  droite  quelconque 
par  P  rencontre  la  surface  en  deux  points  coïncidents,  une  droite  du 
plan  tangent,  en  trois,  et  la  tangente  de  la  courbe  cuspidale,  en  six. 
La  section  faite  par  un  plan  quelconque  par  P  y  a  donc  un  point  station- 
naire,  celle  que  fait  un  plan  par  la  tangente  de  la  courbe  cuspidale, 
deux  branches  ayant  en  P  un  contact  tripouctnel  avec  la  tangmte,  et 
celle  du  plan  tangent,  un  point  tri])le  à  une  seule  tangente  rencontrant 
la  section  en  six  points  coïncidents.   Cette  singularité  a  les  équivalents 

(e'  o)      (3  2)      (0  4)  ■  ^        points  d'intersection  du  plan 


*)  J*tÂ  indiqué  brièvement  cette  démonstration  dans  les  t^Matiiematiiehe 

Annalen"  vol.  IV,  p.  ßsn.  Par  une  faute  <k>  dietruction  les  termes  -  ^  et  —  ß' 
manquent  dans  Téqnation  à  la.  ligne  11  en  bas;  les  t^quatioiis  Miivantes  bont  justes. 

**)  Les  poiuts  et  plaos  qui  nous  occupeut  sont  des  singularités  ordinaires, 
toit  d'une  eorfaee  regardée  comme  lieu  de  points  à  laquelle  on  a  attribué  une 
courbe  cuspidale,  soit  d'une  Bor&ee  regardée  comme  enveloppe  ä  laquelle  on  a 
attribut?  une  suite  de  plane  tangent»  stationtiairi's.  Nous  regardons  donc,  dans 
cette  «liî'CUHsion,  comme  les  phie  générab^s  U'h  ])ro|iriét('s  exprimées  de  la  manière 
la  plus  générale  par  une  représentation  ponctuelle  ou  tangentiellc,  suivant  que 
nous  parlons  de  la  courbe  'cnipidale  on  de  Tenveloppe  des  pltns  tangents  sta* 
tionnairea. 

')  y<»r  la  note  précédente. 
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avec  la  courbe  cuspidale  qui  sont  confondus  en  P  étant  des  points 
stationnaires  de  la  section,  seulement  le  troinème  de  ces  groupes  resta 
possible.  Le  quatrième  point  statuamaire  qui  se  tronve  en  F  étant 
nouvean,  le  plan  est  un  plan  tangent  stationnaire  de  la  surfoce;  sa 
section  a  les  nombres  plflckériens 

aj  — a-3,   ÒV— 3(a-6),   x,'=jc'— 8, 

n,  «  n       ,   Ò,  =  6  ,   c,  =  c  -{-  l . 

Trois  tangentes  menées  de  P  ù,  une  section  quelconijue  passant  par 
lui  foïneident  avec  la  trace  du  plan  tangent;  le  cône  circonscrit  dont 
le  sommet  se  trouve  en  P  est  donc  composé  de  ce  jdan  pris  trois  fois 
et  d'un  cône  résidu.  Cette  décomposition  étant  identique  à  celle  d'un 
cône  circonscrit  dont  le  sommet  se  trouve  en  un  point  quelconque  de 
la  courbe  cus])idale,  les  nombres  pliickériens  du  cône  résidu  au  sommet 
P  restent  les  nu''mes  que  pour  un  autre  somnict  sur  la  courbe  cuspi- 
dale} ils  auront  donc  (voir  le  n"  10.)  les  valeurs  de 

Al»  a  — 3,   dj— d  — 3(a— 6),   jc,  8, 

Les  propriétâi  des  sections  faites  par  les  plans  passant  par  la  tan- 
gente à  la  courbe  cuspidale  montrent  qu'elle  est  une  génératrice  triple 
du  cône  résidu,  à  un  seul  plan  tangent,  qui  coïncide  avec  celui  de  la 
surface,  et  qui  rencontre  le  cône  en  six  génératrices  coïncidentes.  Le 
plan  tangent  âant  plan  tangent  stationnaire,  mais  non  pas  plan  tan- 
gent double  de  la  surface,  les  équivalents  de  la  singularité  ne  pourront 

avoir  que  les  équivalents  {^^^'  Un  ties  quatre  plans  tangents  station- 

naires coïncidents  du  cône  résidu  étant  nouveau  (r,' =  c'-|- 1),  les  trois 
autres  doivent  être  des  plans  tangents  consécutifs  de  Tenveloppe  des 
plans  tangents  stationnaires.  P  est  donc  un  point  de  l'arète  de  rebrousse- 
ment  de  cette  développable. 

8.  Pour  contrôler  les  termes  de  nos  équations  qui  contiennent  les 
nombres  des  points  et  des  plans  singuliers,  il  sera  utile  d'en  avoir 
plusieurs  déductions  différentes.  Pour  cette  raison,  nous  indiquerons 
ici  deë  démonstrations  directes  de  Téquation  (21)  et  des  deux  équationa 
suivantes:  • 

(20*)  2% -f- 2»' - 2a— (i'H-<y+2i4-3z'f 4J5.f-6l7-f -2;(»-|-4iï-f7{), 

(22'')  c(M-3}-f  3tf  — 3rH-3/5  +  y  +  x+  \2i+UB-\-^U' 

+  2i  ■^r  Cy'J  4-  î)'-  +        4-  2:i2iii—ò}] 

dont  la  première  résulte  d'une  combinaison  des  équations  (20)  et  (8'), 
la  seconde,  d'une  combinaison  de  (22)  et  (lô). 
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Les  deux  memlnes  de  rt'Cjuatioii  (20^)  ex}»rinient  le  nombre  de  coïn- 
cidences des  tangentes  priiu  ijiah  .s  (Haupttnn'jrenten'i  que  contiennent  les 
plana  tangents  passant  par  un  point  lixe  1\  En  etiet,  la  surface  gauche 
lieu  de  ces  tangentes  principales  est  de  l'ordre  x  -j-  2n',  ce  qu'on  voit 
en  comptant  868  intersections  avec  une  droite  par  P;  cette  droite  ren- 
contre 168  »  tangentes  principales  qui  passent  par  P,  et  les  2n'  qae 
contiennent  les  plans  tangents  qui  passent  par  elle.  Il  y  anra  donc,  dans 
un  faisceau  de  droites,  dont  le  plan  ne  passe  pus  par  P,  et  où  l'on 
regarde  comme  correspondantes  les  droites  qni  rencontrent  les  deux  tan- 
gentes principales  d'un  plan  tangent  par  P,  2(«-|-2fi')  coïncidences 
de  droites  correspondantes.  2»'  de  ces  coïncidences  résultent  seulement 
de  la  circonstance  que  n'  des  plans  tangents  passent  par  le  centre  du 
faisceau,  2  a,  de^Ue  que  a  des  points  de  contact  se  trouvent  dans  le 
plan  du  faisceau.  H  reste  donc 

2(x-\-2n')  —  2i»'  —  2a  ^  2«c  +  2ii'  —  2a 

coïncidences  de  tangentes  principales.  Le  second  membre  indique  la 
distribution  de  ces  coïncidences*). 

Les  deux  membres  de  l'équation  (21)  expriment  le  nombre  de  coïn- 
cidences des  deux  plans  tangents  en  un  point  de  la  courbe  double. 
On  trouve  le  premier  membre  en  appliquant  le  principe  de  correspon- 
dance aux  points  où  une  droite  rencontre  les  deux  plans.  Le  nombre 
total  des  coïncidences  de  ces  points  est  égal  à  2^;  mais  il  faut  en 
soustraire  les  2q  coïncidences  qui  ont  lieu  aux  q  points  où  la  droite 
rencontre  des  tangentes  de  la  courbe  double**). 

Les  deux  membres  de  1  equation  (22'*)  indiquent  le  nombre  de  droites, 
rencontrant  une  droite  fixe,  et  tangentes  à  la  surface  en  des  points  de 
la  courbe  cuspidale,  qui  ont  quatre  intersections  confondues  en  leurs 
points  de  contact.  En  effet,  la  surface  gauche  lieu  des  tangentes  en 
des  points  de  la  courbe  cuspidale  qui  rencontrent  une  droite  tixe  est 
de  l'orili  e  r  -\-  a ,  ce  qu'on  voit  en  rom|)tunt  ses  intersections  avec  une 
droite  qui  rencontre  la  droite  lixe.    On  verra  donc  sans  dilhculté,  en 


•)  Comparer  u  l'équation  (15)  de  mon  mémoire  déjà  cité  »ur  les  systèmes  de 
courbes  jilanes,  où  j'ui  tlt-terminé  le  nombre  de  courbe»  d'un  synt^Mne  dont  les  deux 
tangentes  en  uu  point  double  coïncident.  Lea  termeti  c',  a  et  .i  i  de  (âC*)  corre- 
spondent immédiatement  aux  termes  (<l,  8e)  et  S(d,  ej,  le  terme  ij,  à  peu 
près,  an  terme  i  (2  d)  de  Téquation  citée,  appliquée  an  projeetioDi  des  tectioiM 
faites  par  les  plant  tangents  qui  passent  par  P. 

**)  Comparer  l'ëquatiou  réciproque  à  >'2l)  à  l'équation  (G)  du  mémoire  eur  les 
systèmes  de  cawhes  planes^  où  j'ai  détcruiinu  le  nombre  de  courl)e8  d'un  nysti-m».' 
dont  deux  points  doubles  coincident,  ou  mieux,  comparer  l'équation  {ix)  elle- 
même  à  oelle  qae  noos  avons  dtée  dans  la  note  précédente  et  qne  nous  appliquons 
à  présent  aux  sectìonu  Faites  par  les  plans  d'un  faisceau.  Les  termes  4  /*,  j,  ß  et 
8s  de  (SI)  eorreepondeni  aux  termes  ll(Sd),  ß,  (d2e),  8  (d<)  de  oette  équation. 
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appliquiiiit  le  principe  de  correspondance  aux  plans  joignant  uno  autre 
droite  fixe  au  point  de  contact  X  et  à  un  des  jioints  d'intersection  Y 
d'une  des  tangentes,  que  le  nombre  dont  il  s'agit,  qui  est  celui  des  coïn- 
cidences de  points  correspondants  X  et  Y,  est  égal  à 

c(n— 3)  4-  Inic+a)  —  3c]  —  (c  +  ö)  («  — 3)  =  c  (n— 3)  +  3(y, 

qui  est  le  premier  membre  de  l'équation  (22'  ).  Le  second  membre  in- 
dique la  distribution  des  tangentes  dont  on  a  trouvé  le  nombre. 

IV. 

Sur  la  dégénération  des  cônes  circonscrits  pour  des  positious 

particulières  dus  sommets. 

9.  Un  de  nos  moyens  principaux  de  trouver  ffs  propriétés  des 
points  singuliers,  c'est  Tétude  des  cônes  circonscrits  dont  les  somnaets 
se  trouvent  en  ces  points  enz-  mêmes,  ou  sur  les  plans  tangents  ou  sur 

les  tangentes  singulières  en  ces  points;  mais  avant  que  nous  allons  à 
l'application  de  ce  procédé  aux  points  siui^ulicr-s  dont  nous  aurons  à 
étudier  de  nouvelles  propriétés,  il  sera  utile  de  considérer  quelques  autres 
positions  particulières  du  sommet. 

En  général,  le  cône  circonscrit  est  de  l'ordre  a,  de  la  classe  7i,  doué 
de  J  génératrices  doubles,  de  x  génératrices  cuspidales,  de  h'  plans  tan- 
gents doubles  et  de  a  plans  tangents  stationnaires.  Une  partie  des  géné- 
ratrices doubles  et  cuspidales  sont  confondues  dans  les  droites  joignant 
le  sommet  à  certains  points  singuliers  de  la  surface;  nous  aurons  à 
discuter  les  coDuideticc^  uiti'ricurcs  de  génératrices  ou  de  plans  tangents 
singuliers,  et  Its  dcconipuóitiou^  du  cone  rcgardv  soit  comme  Heu  de  ses 
gmératriccs,  soif  cnnme  etweJoppc  de  ses  plaïi6  tauycnt^,  qui  ont  lieu  pour 
des  positions  particulières  du  sommet. 

Il  est  évident  qu  au  tnoyen  du  })rincipe  de  dualité  on  peut  déduire 
(les  résultats  que  nous  allons  trouver  les  propriétés  des  sections  faites 
;i  la  surface  par  des  plans  ayant  des  positions  particulières,  et  qu'on  peut 
apjiliquer  h  1  étude  des  propriétés  des  plans  tangents  singuliers  une 
méthode  analogue  à  celle  qui  nous  fournira  les  propriétés  des  points 
singuliers. 

10.  Le  sommeé  9e  trome  sur  la  mface.  Si  le  sommet  se  trouTO 
en  an  point,  qrdinaire  ou  singulier,  de  la  surface,  le  cône  ciroonscrit 
sera  composé  d'une  partie  qnî  contient  les  tangentes  dont  le  contaci 
a  Ueu  au  sommet,  et  d'une  autre  qui  contient  les  autres  tangentes  de 
la  snr&ce  qui  passent  par  le  même  point.  Nous  appellerons  cette  der- 
nière partie  le  cône  circonserit  résidii.  Nous  désignerons  partout  les 
nombres  plaokériena  de  celui-ci  par  a,,      d|,  »|,  ò/,  c/.   £n  général. 
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le  cône  résidu  n'est  jias  compos** ;  nous  pourrons  doue  appliquer  les 
équations  pliicktîrieunes  à  ces  nombres*). 

Si  le  sommet  est  un  point  ordinaire  S  de  la  surface,  le  plan  tan- 
gent pris  éea%  fo»  fera  partie  du  oftne  circonscrit,  ce  qu'on  voit  eh 
considérant  les  seetions  planes  passant  par  le  point  On  aura  donc 
aj  a  —  2.  La  section  faite  par  le  plan  tangent,  ayant  un  point  double 
en  S,  est  de  la  classe  a  —  2^  <^^.  Ses  génératrices  d'intersection 
avec  le  cône  circonscrit  sont  les  tangentes  à  la  section  qui  passent 
par  S,  Deux  couples  de  celles-ci  coîncidauty  le  plan  devient  un  plan 
tangent  double  qui  n'appartient  pas  aux  h'  plans  tangents  à  la  dévelop- 
pable  bitangente*  On*  a  donc  (/  6'  1  ^  c/  —  4f.  Les  nombres 
plflckériens  du  cdne  résidu  —  dont  aussi  â^  et  n,'  sont  faciles  à  trouver 
directement  —  seront  par  conséquent 

0(1«- a  — 2,    d,  —  d  — 2(a— 6)  ,      «j.«  — 2*3 

»/«n'      ,     6,'  — y-fl  ,      <  — c'. 

Oïl  trouve  les  résultiits  huivant.s  en  ap{jii(juant  le  principe  de  dualit« 
aux  pr«)priétés  ponctuelles  conni^eii  des  sections  faites  par  les  plans  tan- 
gents singuliers  ordinaires**). 

Le  sommet  est  un  point  ordinaire  (le  la  courbe  dottile: 
=  a  —  4,     d,  =  d  —  2-2  (a  —  8)  —  4       ,       x,=-^x  —  4*3 
B=  n,  =  ?/  -j-  2  ,       c,'  «=  c'. 

Le  sommet  est  un  des  t  pohits  triples: 
a,        — 6,     ^^  =  ^  —  3  •  2  (a— 10)  —  3  •  4,      «,  —  «  —  6  •  3 
«i'  «  n'     ,    6|'     ft'  -|-  3  f         ^  ^* 

Le  sommä  est  un  point  ordinaire  de  ia  courbe  cuspidale: 
a,  —  a~3,    d,  —  d  — 3(a— 6)  ,      «,««  —  8, 

«/  —  n'      ,  ,  c,'«<rH-l. 

Le  sommet  est  un  des  2>oi)i(s  y  (c'est  à  dire:  un  des  points  dont  nous 
avons  désigné  le  nombre  par  y): 


•)  Quant  à  la  formation  d'une  partie  des  cônes  circonsirits  dont  les  sommets 
ont  des  positions  particulières  comme  des  cas  limites  deH  cônes  circonscrite  ordi- 
naires^ je  puis  renvoyer  à  la  première  partie  de  mon  mémoire  cité  sur  les  systèmes 
de  ooûrtMf  planes,  où  je  disonte  la  formation  des  oooxbes  nngulièreB  d*mi  ijstiaie 
comme  des  limites  des  oonrbes  généralas  da  lyatème. 

**}  Les  piopriétâs  taogenticlles,  récifwoques  à  celles-ci,  dei  points  singuUên 
ordinaire»  servent  natureUenient  dans  une  théorie  des  surfaces  réciproques  — 
de  détiuitious  de  ces  points  qui  appartiennent  aux  singularités  ordinaires  à  une 
surface  regardée  comme  enveloppe  de  les  plans  tangent*.  On  peat  en  déduire 
ensaite  les  propriétés  ponotaelles  au  moyen  de  procédés  anslogaes  à  eeoz  qui 
servent,  dans  les  n^  suivants,  à  la  déduction  des  propriétés  tsagentieUes  des  plans 
tangents  slngolieia. 
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a,  «  a  —  5,   d,  =  d  —  2  («  —  9)  -  3  (a— 8)  —  6,    x,  =  x  -  6  —  8, 

Si  le  sommet  est  un  des  points  ß,  le  cône  résidu  aura  les  mêmes 
nombres  plückerieos  que  dans  le  cas  où  il  était  un  point  ordinaire  de 
la  courbe  double;  mais  les  deux  nouveaux  plans  tangents  doubles  coïn- 
cident; en  même  temps  que  deux  des  génératrices  doubles,  et  deux 
nappes  du  cône  deviennent  ainsi  tangentes  entre  elles. 

IL  Le  sommet  8  est  un  pomi  de  Ut  dévéloppàbie  enveloppe  des  plans 
tangents  sfationnaires.  Si  le  sommet  est  on  point  ordinaire  de  cette 
développable,  le  cône  circonscrit  ne  subit  aucune  décomposition.  Nous 
n'avons  donc  à  discuter  que  la  singularité  de  la  géuératrice  du  câne 
qui  coïncide  avec  la  génératrice  de  la  dé?eloppable  où  se  trouve  le 
sommet.  Nous  donnerons  à  cette  discussion  une  étendue  plus  grande 
que  nécessaire  pour  en  obtenir  les  résultats,  afin  de  montrer,  dis  à 
présent,  les  procédés  que  nous  appliquerons  ensuite  à  des  rechercàes  plus 
difficiles. 

La  génératrice  dont  il  s'agit  étant  tangente  statiounaire  de  la  section 
faite  à  la  surface  donnée  par  un  plan  quelconque  passant  par  elle, 
deux  des  tangentes  à  la  section  qui  passent  par  le  sommet  S  coïucideut 
avec  elle:  elle  est  donc  génératice  double  du  cuue.  Seulement  dans  le 
cas  où  le  plan  est  le  plan  tangent  stutionuaire  qui  passe  par  la  généra- 
trice, la  section  aura  un  point  stationuuire,  de  fa(,'on  que  sa  classe 
s'abaisse  de  trois  unités,  et,  lu  géuératrice  étant  tangente  à  la  section 
en  ce  point  singulier,  encore  nne  quatrième  des  a  génératrices  du  cône 
(âtconscrit  que  contient  le  plan  vient  coïncider  avec  elle. 

La  génératrice  double  de  ce  cône  n'a  donc  qu'un  seul  plan  tan- 
gent, qui  contient  quatre  génératriosB  coïncidentes.  Alors  les  vakois 
principales  des  équivalents  plfickérîens*)  du  point  et  de  la  tangente 
d'une  section  plane  du  cône  que  déterminent  la  génératrice  et  le  plan 
tangent  dont  nous  nous  occupons  —  ou  disons:  Us  wdeurs  prineipàUs 
des  ^uwàUnts  de  la  génératrice  et  du  pian  tangent  du  eâne  —  sont 

o)  l)'  suivant  que  les  deux  branches  qui  forment  la  sin- 

gularité (de  la  section  plane  du  cône)  sont  distinctes,  ou  qu'elles  forment 
un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce,  s  est  un  uombre  entier 


*)  Voir  mon  article  précédent:  Nùte  sur  le»  dngàkuitét  de  esmòes  ptamn 
(Hatb.  Ann.  X).  Ii»  dt-finìtion  dos  valeurs  principales  des  équivalentâ  se  tronve 
dans  son  n*  8.,  la  ngnification  deH  notations  dont  nous  nous  servirons  est  mdiqoée 

dsns  son  n*  5.:  nne  singularité  {^^      d'une  conrbe  plane  est  formée  par  la  ré- 

onion  de  9  points  doubles  et  c  points  stationnaijres  en  dm  point  à  ose  seule  tan- 
gente où  ^  tangrates  doubles  et  «'  tangentes  statlonn^res  sont  réunies. 


» 
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>  1 ,  et  dans  le  premier  cas  les  deux  brandies  ont  un  contai  t  1  unire 
S —  1,  dans  le  second,  on  pourrait  dire  qu'elles  ont  uu  contact  de 

l'ordre  «  4~  y  '        ®^  déduit  les  valeurs  générales  des  équivalents 

(«^3«,  2«\  /s— 3«,  1-f  2«\ 
^-3«,  2a)      U— 3«,  1H-2«; 

où  a  est  un  nombre  entier  qui  est  <  |. 

On  Sy  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  plusieurs  moyens  de  compléter 
la  détermination  des  équivalents:  le  sommet  8  étant  on  point  d'nne 
génératrice  de  l'envebppe  des  plans  tangents  stationnaires,  deox  des  e' 
plans  tangents  stationnairea  dn  cône  circonscrit  coïncident  avec  le  plan 
tangent  singulier;  2*  aucun -des  ò'  plans  tangents  doubles  ne  coïncide 
avec  lui;  3«  la  génératrice  singulière  n'ayant  qu'un  contact  triponctuel 
avec  la  surface,  aucune  des  â  génératrices  doubles,  qui  ont  —  à  Texception 
de  ceUes  qui  joignent  8  aux  points  singuliers  de  la  surface  —  deux 
contacts,  ne  coïncide  avec  elle.   Ijcs  équivalents  ont  donc  les  valeurs 

de  f  qui  sont  pour  s      3,  «  »=  1  les  premières  de  celles  que  nous 

avons  indiquées.  Ou  voit  donc  que  la  singularité  dn  cône  est  formée 
de  doux  nappes  ayant  trois  génératrices  communes,  ou        ayant  un 

contact  du  second  ordre. 

Si  le  sommet  S  se  trouve  sur  l'arête  de  n'l>ruussemeut  de  la  déve- 
loppable,  trois  plans  tangents  stationnai  res  coïncident,  et  ou  trouve  que 

les  équivalents  ont  les  valeurs  de  Ç^'        qui  sont  pour  «<»3,  a«l 

les  dt^rnières  de  celles  (jue  nous  avons  indiijuées.  l  ne  section  plane 
du  cône  aura  donc  un  point  de  rebroussenient  de  seconde  espèce  formé 

de  deux  branches  partielles  qui  ont  un  contact  de  l'ordre  • 

Le  point  singulier  de  la  section  faite  par  un  plan  tangent  ou  o»- 
culatenr  à  la  courbe  cuspidale  qui  se  trouve  au  point  de  contact  avec 
cett«  courbe,  aura,  respectivement,  les  uns  ou  les  autres  de  ces  mêmes 
équivalents.  ' 

12.  Le  ammä  8  se  tnme  au  poitU  àe  cotUad  ttun  plan  Umgeni 
sUUUnwimre*  Dans  un  plan  quelconque  par  ce  point,  deux  tangentes 
de  à  la  section  qu'il  &it  coïncident  avec  la  droite  où  il  rencontre 
le  plan  tangent  de  la  surface.  L'ordre  ai  du  cône  résidu  est  donc  égal 
à  a  —  2.  Si  le  plan  passe  par  la  tangente  principale  en  8,  la  section 
y  aura  un  point  d'inflexion,  de  fayon  qu'une  troisième  tangente  ayant 
le  nii'me  point  de  contact  coïncide  avec  les  deux  autres.  Une  nappe 
simple  du  cône  résidu  passe  d<mc  par  cette  droite,  qui  sera  la  seule 
génératrice  du  cône  résidu  qui  a  S  pour  point  de  contact.  On  trouve 
le  nombre  des  génératrices  communes  au  cône  résidu  et  au  plan  tan- 
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gent  à  la  surface  en  iS  qui  coïncident  avec  cette  droite,  eu  soustrayant 
de  a,  a  —  2  le  nombre  des  droites  qui  passent  par  8  ei  aoat  tan- 
gentes à  la  section  faite  par  ce  plan  en  dee  points  difSérents  de  8, 
Or,  comme  8  est  un  point  stationnaire  de  cette  section,  ce  dernier 
nombre  est  égal  à  a  —  3  —  3a<i|  —  4.  Le  plan  contient  donc  4 
génératrices  consécutives  du  cône,  ou  bien  il  a  avec  lui  un  contact  du 


troisième  ordre.    Cette  singularité  s'exprime  par  les  équivalents 


Les  deux  plans  tangents  statîonnaires  appartiennent  aux  e  plans  station- 
naires  de  la  surface  qui  passent  par  8,  pendant  que  le  plan  tangent 
double  est  nonveau.  On  a  donc  (/«ft'-f- 1,  e^^^é.  Les  nombres 
plflckérìms  du  cône  résidu  ne  seront  donc  pas  différents  de  ceux  du 
cône  circonscrit  résidu  qui  a  pour  sommet  un  point  ordinaire  de  la 
surface  (voir  le  n°  10.).  Cela  résulte  immédiatement  de  la  circonstance 
qu'un  cène  résidu  dont  le  sommet  se  meut  sur  la  surface  ne  subit  à  aucune 
décomposition  ultérieure  si  le  sommet  vient  prendre  la  place  que  nous 
lui  avons  attribuée  ici. 

On  trouve  par  le  principe  de  dualité  que  la  section  faite  par  le 
plan  tangent  à  la  surface  en  un  point  de  la  courbe  cuspidale  a  un  point 

triple  à  uiw  seule  tangente  et  aux  équivalents     '  ^  j . 

18.  En  profitant  de  la  circonstance  que  la  section  faite  à  la  sur- 
face donnée  par  un  des  f  plans  tangents  statiounaires  de  l'enveloppe 
des  plans  tangents  stationnaires,  a  un  contact  de  deux  branches,  ou 
trouve,  par  des  procédés  analogues  à  ceux  dont  nous  venons  de  noua 
servir,  les  propriétés  des  cônes  circonscrits  dont  les  sommets  se  trouvent 
en  ces  plans.  Nous  indiquerons,  sans  démonstration  complète*),  les 
résultats,  en  partie  connus,  de  ces  recherches. 

Le  Bommel  est  tm  pokU  arbUraire  (firn  des  plam  Le  cône, 
qui  ne  se  décompose  pas,  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  le  plan 


JjC  sommet  est  un  ^mnt  de  la  générakke  de  contad  de  Venvâoppe 
des  plans  iangeiUs  stationnaires  a»ee  un  pion  ßi.  Le  cône,  qui  ne  se 
décompose  pas,  a  la  génératrice  pour  génératrice  tri))le;  le  plan  ß\  qui 
y  est  le  seul  plan  tangent,  a  en  commun  avec  K*  cône  six  génératrices 
coïncidentes.   Les  équivalents  plfickériens  de  la  singularité  auront  lea 


*)  On  aara  du  ichìo  lieu  de  voir  dans  œ  qui  Huit  cominent  on  peut  mir> 
mouter  les  mêmes  difûcultéB  qui  m  pr^ieotent  ici  (n«  45.)* 


Les  valeurs  principales  qui  y  correspondent  étant 
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vr>'  1/  *  ^  siugularité  d'une  section  plane  du  cône  sera  formée  d'un 
point  de  rebronssement  de  seconde  es  pòco,  dont  les  deux  branches  par- 

ticili-s  ont  un  contact  d'onlr*'     ,  et  d'une  branche  simple  ajant  avec 

les  deux  premiÎTes  un  contact  du  premier  ordre. 

Le  sommet  S  est  k  point  dv  foufort  (Vun  plan  fi'.  Les  nombres 
plOckériena  du  cône  n'sidu  seront  identi(|ues  à  ceux  d'uu  cône  rt*sidu 
qui  a  jiour  soiunu't  un  |)oint  ordinaire  do  la  surface  (voir  le  n"  U>.).  Les 
équivaleuts  de  la  singularité  (1(>  la  tangeiitc  principale  et  du  plan  tan- 
gent auront  les  valeurs  de  Ç^'  ;  les  valeurs  principales  qui  y  corre- 
spondent sont  ^j!^     ,  de  façon  que  deux  nappes  du  cône  résidu  passent 

par  la  tangente  principale,  où  elles  ont,  entre  dies  et  avec  le  plan  tan- 
gent de  la  surface,  un  contact  du  second  ordre. 

Apjdieatûm.  Par  le  point  de  contact  S  d'un  plan  ß'  prissent 
Xf  —  2»  jc  —  8  tangentes  principales  et  «f,  «  d.— r  2a  -(-  12  tangentes 
doubles  de  la  surface  dont  les  points  de  contact  sont  différents  de  S,^ 

On  trouve  par  le  principe  de  dualité*)  les  propriétés  des  sections 
planes  qui  passent  en  un  point  ß.   Une  section  quelconque  a  un  point 

(1  2\ 
Q       .   La  sectiou  faite  par  un  plan  passant 

par  la  tangente  en  ce  point  a  un  point  de  contact  d'une  branche  simple 

et  d'une  branche  faisant  un  rebroussenient  de  seconde  espace.  Celle  que 
fait  le  plan  tangent  a  le  point  ß  pour  point  stationnaire  de  deux  branches 

tangente  l'une  ù  l'autre. 

14.  Ayant  discuté  ailleurs**)  les  propriétés  des  points  doubles  à  un 
seul  plan  tangent  (double)  qui  est  le  lieu  des  droites  rencontrant  la 
surface  en  quatre  points  coïncidents,  nous  pourrons,  sans  difficulté,  in- 
diquer les  jir(»prit'tés  des  cônes  circonscrits  et  des  sections  dont  les  som- 
mets et  plans  ont  des  positions  particulicres  par  rapport  ù  ces  points 
singuliers.  En  iKjmmant  les  projirictcs  ties  sections,  nous  pourrons  ren- 
voyer pour  celles  des  cônes  au  principe  de  dualité. 

*j  Un  l'iun  ß'  ayant  la  mOme  ^tinératrice  de  cuntact  avec  la  dûveloppable 
bitangente  qu*aveo  renveloi)i>c  des  ])lana  tangents  atattonnaires,  il  fout  que  la 
courbe  double  ait  en  un  point  ß  la  même  tangente  qne  la  courbe  coapidale.  Il 

faut  donc,  dans  l'exemple  qui  sert,  dans  la  S"""  c'd.  de  Salmon:  Geom.  of  three 
Dimensions  n'acuì,  (p.  GOG  de  l'édition  de  M.  Ficdleri,  à  illustrer  les  points  ß, 
üubbtituer  à  la  droite  double  une  courbe  ajaut  la  même  tangente  que  la  parabole 
sémicubique.  Ssoe  cela  on  ne  comprend  pas  que  troii  intenectioni  de  cet  courbes 
»c  confondent  en  an  point  ß  [voir  le  terme  {be^Sß—  etc.)  des  fonnales  (11)  et 
(12)  à  l'endroit  cité,  ou  de  nos  formules  flT)  et  (18}]. 

**)  Dans  l'article  aur  une  cliMse  de  points  siuguliera  de  surfaces. 

80  • 
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Siij»|)osoii.s  quo  le  point  siii<^u]ier  suit  uji  pitint  (jp- tuple  de  la  courli«} 
double,  et  un  point  (/  -tuple  de  la  courbe  cuspidale.  Alors  deux  Itran- 
ches  —  totales  ou  partielles  suivant  que  ^  est  pair  ou  impair  —  de 
la  section  faite  par  un  plan  quelconque  passant  par  le  point,  y  auront 

un  contact  de  l'ordre  .  —      section  n'sidue  du  plan  tan- 

gent aura  les  mêmes  nombres  plückeriens  que  celle  d'un  plan  tangent 
double  quelconque  (voir  le  n^"  10.) 

a, —a -^4,  a*— 2.2(a-8)-4,   u/— 4-3 

Si  ç)  =  2,  ^^^=0,  quatre  branches  distinctes  de  cette  section  n-sidue, 
et,  si  9  et  ^  ont  d'autres  valeurs,  deux  couples  de  branches  ayant  l'une  avec 

l'auiare  un  contact  de  l'ordre  ~  1  ^  passeront  par  le  point  singulier. 

Il  est  indifférent  à  ces  égards,  si  les  branches  des  points  multiples 
des  deux  courbes  singulières  sont  distinctes^  ou  non. 

V. 

Points -pinces  (j)  et  plans-pinces  (j'). 

15.  Un  poini -pince  rsf  un  point  dr  lu  <<mrhr  donhir  oit  1rs  (hux 
plans  tam/rnts  coincitlcnt  \  mais  jionr  coniplrter  cette  (h'Hnition  il  est 
iM'cessaire  de  rajipeler  qu'elle  est  poixtudlt.  Si  I  on  a  attribu«'  à  une 
surface  reganh-e  e(»nin)e  lien  de  j)oin{s  une  courbe  double  on  pourra  en 
général*)  déterminer  des  points  de  cette  courbe  où  les  jdans  tajigents 
coïncident.  Ces  ]H)ints  sont,  dans  leur  forme  la  [dus  générale,  des  pointä- 
pincrs,  (jui  sont  par  conséquent  -  nous  l'avons  indicjué  dans  l'éuumé- 
ralion  des  .singularités  —  des  singularités  ^ordinaires  à  une  surface  à 
laquelle  on  a  déjà  attribue  une  courbe  double'^.  Tous  les  points  d'une 
courbe  double  où  les  plane  tangents  coìneident,  seront  des  cas  particoliere 
de  pointstpinces  —  distincts  ou  confondus  —  à  2a  eondUùmf  bien  en- 
tendu, qu'en  regarde  la  surface  comme  lieu  de  points.  Mais  dan»  ce 
travaili  où  nous  prenons  un  point  de  départ  double,  soit  de  la  génération 
de  la  surface  en  lieu  de  points,  soit  de  sa  génération  en  enveloppe  de 
plans,  nous  aurons  à  développer  des  propriétés  des  points-  pinces  qu'on 
ne  peut  appliquer  tmm^taiemcM^  à  tous  les  points  de  la  courbe  double 
dont  les  plans  tangents  coïncident. 

Il  est  évident,  par  exemple,  que  nous  ne  pouvons  ici  regarder  les 
ß  points  stationnaires  de  la  courbe  cuspidale^  qui  appartiennent  aux  singu- 


*)  On  peut  le  démontrer,  âoit  au  luo^en  de  la  rt-prétientaiion  auaiyti^uc  in- 
diquée daiM  le  n"  16.,  soit  par  dea  procédéa  analogues  &  ceux  que  nens  applique- 
rons, ao  commencement  da  n**  28.,  anx  points-dos. 
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liirit»-.s  ordinaires  e!o  la  surface,  comme  cas  particuliers  des  points  -  pinces  <jui 
ne  sont  pas  des  singularités  ordinaires.  Toutefois,  si  l'on  regardait  exclu- 
sivement la  surface  comme  lieu  de  points,  les  points  ß  ne  se  présen- 
teraient que  comme  des  cm  très -particuliers  des  points -pinces}  car  la 
courbe  double  y  passe,  et  les  deux  plans  tangents  coïncident. 

On  pourra  faire  des  réflexions  analogues  quant  aux  autres  singu- 
larités  dont  nous  nous  occuperons  dans  ce 'qui  suit. 

Nous  devons  donc  supposer,  dans  Tétude  des  propriétés  des  points- 
pincesy  que  la  coïncidence  ait  lieu  de  la  manière  qui  est  la  plus  simple 
ou  générale  si  Ton  regarde  la  surface  comme  lieu  de  points.  Une 
section  plane  quelconque  par  un  de  ces  points  doit  donc  y  avoir  un  point 
de  la  forme  la  plus  simple  d'un  point  double  —  d'une  courbe  regardée 
comme  lieu  de  points  —  dont  les  deux  tangentes  coincidenti  c'est  à 
dire  un  point  stationnaire.  Ces  points  singuliers  faisant,  eu  général, 
des  transitions  de  points  doubles  à  branches  réelles  à  des  points  doubles 
à  branches  imaginaires,  on  voit  que  les  points -pinces  séparent  les  parties 
de  la  courbe  double  à  plans  tangents  réels  de  celles  où  les  plans  tan- 
gents sont  imaginaires. 

Si  Ton  regarde  un  point  stationnaire  d'une  courbe  plane  comme  cas 
fHuticulier  d'un  point  double,  il  faut  regarder  la  droite  qui  le  joint  à 
un  point  quelconque  du  plan  comme  une  des  tangentes  qu'on  peut  mener 
j»ar  ce  jtoint,  ce  qu'on  exprime  dans  la  théorie  des  systi-nios  de  courl)os 
(le  la  nianitTe  suivante:  à  un  point  double  qui  s'est  transformé  en  un  ► 
point  stationnaire  se  trouve  un  ,,sommel  simple*)^.  On  voit  donc  que 
la  (Iroifr  qui  joint  u)i  point  qi«  h  onqur  (te  l'csparc  P  a  u)i  point -pince  J 
est  tangente  à  la  surface,  ou  t/rnrratri( c  iiinqih  ilu  cùni-  (  irvonscrit  qui 
a  V pour  sonunrt  (ce  (jui  (.•.\]»luiue  le  terme- — /  des  (-(juatiiuis  (IG)  et  (17)). 
Par  cette  droite  passe  donc  un  seul  plau  tangent  à  la  surface  eu  J, 
Il  y  a  donc  une  infinité  de  [)lans  tangents  à  la  surface  eu  J,  et  l'enve- 
loppe de  tous  ces  plans  est  un  cône  de  la  classe  1,  ou  bien,  ces  plant» 
forment  un  foîsceau.  Nous  appellerons  l'axe  de  ce  faisceau  la  tangente 
singulière  au  jpoitU  pince. 

La  section  faite  par  un  plan  passant  par  la  tangente  singulière 
aura  deux  points  doubles  confondus  en  J,  Tun  parce  que  ce  point  est 
le  point  d'intersection  avec  la  courbe  double,  l'antre  parce  qu'il  est  le 
point  de  contact  du  plan.  Les  deux  points  doubles  forment  un  point 
de  contact  de  deux  branches.  Il  s'ensuit  que  la  tangente  singulière 
rencontre  la  surface  en  quatre  points  confondus  en  J. 


*)  Un  nDOuveau**  point  double  est  en  mémo  tempo  un  sommet  doable,  et  on 
,^oaveaa**  point  statìonasire,  un  sommet  triple.  Voir  mon  mémoire  d^à  oité  sur 
le8  systèmeê  de  courbes  planes  le  u"  5.,  et,  pour  les  propriétés  spt^cialeB  d'ano 
coorbo  où  an  point  double  s'est  transformé  eu  point  stationnaire,  lu  n"  16. 
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[ìli  plan  (|uelcoiirjue  par  J  contient  uno  st-nlo  droite  rencontrant 
la  siirlai  e  en  points  confondus  en  J.  Le  lieu  de  ces  droites  est  donc 
un  i»lun  qui  doit  passer  par  les  deux  droites  qui  out  4  intersections  con- 
t'oudues:  la  tangente  singulière  et  la  tangente  à  la  courbe  double,  qui 
est  la  position  limite  cfane  droite  qui  joint  Jà  un  autre  point  de  la  courbe 
double,  et  qui  a,  par  conséquent,  deux  intersections  doubles.  Nous  ap- 
pellerons ce  plan  le  pian  iangeni  smffuUer,  La  section  qu'il  fait  a  eu 
J  un  point  triple  où  les  deux  droites  que  nous  avons  nomm^  sont 
les  seules  tangentes.  Ce  point  doit  être  formé  d'une  branche  simple 
et  d'une  branche  formant  un  point  stationnaire.  11  est  évident  que 
cette  dernière  branche  a  pour  tangente  la  tangente  de  la  courbe  double, 
parce  que  J  sépare  les  points  de  cette  courbe  oà  les  plans  tangents 
sont  réels  de  ceux  où  ils  sont  imaginaires. 

La  section  faite  par  un  plan  quelconque  par  la  tangente  à  la  courbe 
double  a  un  point  de  rebronssement  de  seconde  espèce  formé  par  la 
coïncidence  d'un  point  stationnaire  avec  un  point  double.  Les  branches 
partielles  qui  forment  ce  point  ont  donc,  en  général,  entre  elles  un 

contact  de  l'ordre  y    La  section  faite  par  le  plan  osculatenr  à  la 

courbe  double  a  un  point  de  rebrousscment  de  seconde  espèce  dont  les 

branches  ont  entre  elles  un  contact  d'ordre  y  • 

En  résumé,  nous  avons  démontré  les  propriétés  suivantes  d'un 
point-pince:  une  droUe  qudeonque  par  le  point-pince  y  a  dettx  inter- 
sections cowfondueSf  Us  droites  du  pian  tangent  singulier,  trois,  et  la  tan- 
gente sing^ière  et  la  tangente  à  la  courbe  double,  qwâre.  Une  section 
plane  qudcotique  par  le  point -pince  y  a  un  point  stationnaire',  cdle  que 
'  fait  tut  pian  queiconquc  par  la  tangente  singulière^  un  point  de  contact 
de  deux  hramhes\  cdle  que  fait  un  pian  (judconquc  par  la  ttniijcnte  à 
la  couri te  double,  tm  point  de  rebroussemoil  (l(  seconde  espèce'^  d  celle  que 
fait  le  plan  tangent  singulier,  un  paini  triple  dont  une  branche  simple  est 
tangente  à  la  tangente  singulière,  d  une  branche  double,  formant  un  point 
stationnaire,  est  tangente  à  la  courbe  double.  Nous  démontrerons  dans 
les  deux  n""  suivants,  de  manières  indépendantes  entre  elles,  que  d^ux 
des  sections  faites  par  les  jdans  j;)rt6>v/»/  par  la  tangente  singulière,  ont 
des  points  de  rebrousscment  de  seconde  espèce. 

16.  Bqprésenttttion  anàliftique  (fttn  point -pince.  Les  propriétés 
des  points -pinces  que  nous  avons  exposées  dans  le  n**  précédent  se 

déduisent  sans  difficulté  de  la  représentation  analytique  de  ces  points 
singuliers.  Il  suffira,  à  cet  égard,  de  considérer  le  cas  où  la  courbe 
double  est  l'intersection  complète  de  deux  surfaces  9?  et  ^,  et  nous 
pourrons  même  supposer  que,  le  long  de  toute  la  courbe  double,  les 
plans  tangents  de  ces  deux  surfaces  sont  des  conjugués  harmoniques 
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par  rapport  à  ceux  de  la  sarftM»  donnée.  En  effet,  il  existe  toujours 
des  surfaces  jouissant  de  cette  propriété  le  long  de  la  courbe  double 
de  la  smfaoe  donnés^  et  alors  celle-ci  fera  du  nrnns  parHe  d'une  sur- 
face dont  une  courbe  double,  comprenant  celle  de  la  sur£sce  donnée, 
est  l'intersection  complète  de  9  et  et  qu'on  peut  représenter  par 
une  équation  de  la  forme 

(I)  z^^^aif^^O. 

Les  pomts- pinces  sont  les  points  d'interseetiou  de  la  sur&ce  {»0, 
ou  de  la  surface  o  -i-  0,  arec  la  courbe  double  (9)  0).  Considérons  un 
point  d'intersection  des  surfaces  f»,  ^  et  o,  et  prenons  pour  plans  coor- 
donnés les  plans  tangents  à  ces  trois  surfaces,  0^0  à  9,  a;-»Oà^ 
et  y  »  0  à  o.  Alors  un  point  de  la  surface,  Toisin  de  l'origine,  se 
détermine  par  une  série  de  la  fbrme 

(îl)  g       AXifi  -f-  •  • 

les  termes  non  écrits  étaut  des  fonctions  rationnelles  de  et //i,  entières 
par  rapport  à  mais  ayant  pour  dénominateurs  des  puissances  de  yi, 
et  d'un  degré  supérieur  ù  ^  par  rapport  à  x  et  y, 

Â  cause  des  dénominateurs,  cette  série  n'est  pas  applicable  aux 

cas  où  lim         0.  Il  faut  donc,  pour  représenter  une  section  faite 

par  un  plan  y  »  a«  passant  par  la  tangente  singulière,  avoir  recours 
à  une  autre.  Supposons  que  les  termes  du  premier  ordre  de  9,  ^,  o 
aient  pour  coefficients  1,  que  le  terme  constant  de  %  soit  égal  à  ci,  et 
les  coëfifidents  des  termes  a;*  en  9  et  «1,  à  6  et  c;  alors  l'équation  (I) 
aura  la  forme  suivante: 

(a+..)  —  (y +c«*-f  ••)(«+••)*  -=  0, 

d'où  l'on  déduit,  pour  y  «  ag,  deux  séries,  qui,  ordonnées  suivant  des 
puissances  entières  et  ascendantes  de  z,  commencent  par 

/1IT\         m       -  2a  &  +  g  ±  Vl2ab^)*  -  i{â*W^âêj     ,  , 

à  l'exception  des  cas  où 

(IV)  (2a6— a)»  —  (4a«6»-ac)  «  0. 

Alors  les  deux  séries  seront  remplacées  par  une  série  do  lu  lurme 

(V)  ,_:zlîL±iL^ +  + 

OÙ  les  exposants  sont  des  multiples  de  —  • 

On  voit  ainsi  que  la  section  faite  par  un  plan  passant  par  la  tan- 
gente singulière,  est  en  général  douée  d'un  [loint  de  contact  de  deux 
branches,  et  qu'il  existe  dans  ce  faiscciiu  deux  plans,  déterminés  par 
les  valeurs  de  a  qui  satisfont  à  l'équation  (IV),  ou  ce  point  singulier 
est  remplacé  par  un  poiut  de  rebroussemeut  de  seconde  espèce. 
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Oa  peut  aosBÎ,  sanft  difficult  déduire  de  la  repréBentatîon  analytic 
que  les  autres  propriétés  ponctuelles  d'un  point-piuce  que  nous  avons 
démontrées  dans  le  15.;  mais  nous  CK^OdS  qu'il  serait  beaucoup 
plus  difficile  de  démontrer  par  ce  moyen  les  propriétés  tangentielles 
que  noua  allons  déduire  autrement  dans  les  n**  suivants.  On  verra  aussi 
que  notre  déduction  de  ces  propriétâi  est  entièrement  indépendante  de 
la  représentation  analytique*). 

17.  Cône  ekcomcrü  a^font  ponur  9ommä  tm  poùd^j^hiee.  Une 
section  plane  par  un  point- pince  est,  à  cause  de  la  substitution  d'un 
point  stationnaire  à  un  des  points  doubles  des  autres  sections  planes, 

de  la  classe  a—*  1,  et  trois  des  a  —  1  tangentes  qu'où  peut  mener  à 
cette  section  par  son  point  stationnaire  coïncident  avec  la  tangente 
en  ce  point.  Les  autres  sont  génératrices  du  cône  circonscrit  résidu 
qui  devient  ainsi  de  l'ordre     =  a  —  4. 

Une  droite  quelconque  JF  par  un  point-pince  J  est  génératrice 
simple  du  cône  circonscrit  qui  a  pour  sommet  un  point  quelconque  P 
placé  sur  elle.  On  voit  donc  que  deux  des  n'  plans  tan<,'ents  qui  {»assont 
par  cette  droite  coïncident  avec  le  plan  (]ui  joint  JP  à  la  tangente 
singulière  en  J.  Il  en  résulte  (jne  le  cône  circonscrit  résidu  qui  a  pour 
sommet  J  est  de  la  classe      =  n'  —  2. 

l)('.si^nions  par  a.^,  n^',  d.j  etc.  les  nombres  pliickérieus  d'un  cône 
résidu  qui  a  pour  sommet  un  point  quelconque  Q  de  la  courbe  double. 
Alors  on  a,  selon  le  n'  10., 

rt,  =  «2,        =  n./  —  2 . 
On  déduit  ensuite  de  l'une  des  éojuations  plUckérienues  que 

2(d,-d,)  +  3(«,-«,)  =  2. 

Aucun  des  termes  du  premier  membre  de  cette  équati<  n  f  r  peut  être 
négatif.  £u  effet,  d.^  et  x,  sont  composés  des  nombres  dv.  certains 
points  singuliers,  et  de  ceux  des  droites  par  un  point  Q  de  la  courbe 
double  qui  ont  encore  deux  contacts  ou  un  contact  stationnaire  avec 

la  surface.  Or,  un  point -pince  J  n'appartient  pas  à  aucun  de  ces 
nombres -là  de  points  singuliers,  parce  que  la  droite  (J>J  n'est  que 
génératrice  simple  du  cône  circonscrit  qui  a  Q  pour  ^()nlrlR't  ;  et,  comme 
aucune  droite  par  J  n'a  plus  de  quatre  intersections  confondues,  et 
aucune  des  deux  génératrices  qui  ont  ipialrc  intersections  confondues  n'a 
(les  contacts  ultérieures  avec  la  surface,  il  n'y  a  aucune  des  tangentes  sta- 
ti(»nnuires  ou  doul)lcs  par  dont  le  point  de  contact,  ou  un  des  points 
de  contact,  aille  coïncider  avec  les  deux  points  (("intersection  qui  st)nt 
d<''jà  en       ai  ce  point  vient  se  placer  eu  J.    Toutes  les      et  dj  géué- 


*!  Dans  rétiidc  den  plaus  oacnlat^iurs  nous  ajjpliquerous  la  reprétentattOB 
iuial^ti^ue  aiusi  à  la  déductiou  de»  propriétés  de  cônes  circooschts. 
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rutrices  singulières  dn  cône  circonscrit  résidu  qui  a  Ç  pour  sommet 
seront  dont  conservées  pour  le  cône  résidu  qui  a  pour  sommet  J. 

La  seule  solution  possible  de  notre  équation  est  donc 

Lee  autres  nombres  plfickériens  dn  cône  rësidn  qui  a  le-  point- pince 
pour  sommet  se  trourent  par  les  équations  plOckériens.   On  aura 

a,(=<54)=a-4,     d,  (=.^5  +  1)=«— 4a+29,       x,(---Xj)=je— 12, 
«2- 2,  b;{  62'   2»i'-f  12]    6' -^2»'+ 14,  c,'(  "cV-6)==c'-0. 

La  nouvelle  génératrice  double  sera  évidemment  lu  tangente  singulière; 
car  la  section  que  fait  un  plan  passant  par  elle  est  de  la  rlasse  a  —  2, 
et  quatre  des  tangentes  qu'on  peut  y  mener  par  J  coïncident  avec  elle, 
de  façyn  que  le  plan  ne  rencontre  le  cône  résidu  qu'en  a  —  (\  ==  a^  —  2 
autres  génératrices.  Aux  deux  génératrice*!  qui  coïncident  ainsi  avec 
la  tangente  .singnlii're  doit  s'ajouter  une  truisienie  tlans  chacun  des 
deux  plans  tangents  au  cône  le  lung  de  cette  droite.  On  voit  aussi 
que  ces  deux  plans  tangents  sont  des  plans  tangents  stationnaires  de 
la  surface;  car  la  formule  c,'=c'—  2-.'>  montre  que  chamn  d'eux 
comj»te  pour  trois  des  ç  plans  tangents  stationnaires  qui  passent  par 
le  jtoint  J.  11  s'ensuit  «pie  le  point  singulier  de  la  section  faite  par 
un  (le  ces  plans  est  comj)osé  d'un  jioint  stationnairc  (point  de  contact 
du  plan  stationnairc)  et  d'un  point  double  (point  d'intersection  avec  la 
courbe  double):  il  est  donc  un  point  de  rebrouss^ent  de  seconde 
espèce,  ce  que  nous  avons  avancé  dans  le  n^  15.,  et  ce  qui  explique 
que  la  troisième  génératrice  du  cône  résidu  vient  coïncider  avec  la  tan- 
gente singulière. 

La  section  que  fait  le  plan  tangent  singulier  est  de  la  classe  a — 3; 
car  il  faut  soustraire  de  l'^et  de  son  point  singulier,  (pii  compte  pour 
deux  points  doubles  et  un  point  stationnairc,  celui  de  deux  points  doubles, 
parce  que  deox  points  d'intersection  avec  la  courbe  double  qui  ont  déjà 
influé  sur  o,  7  coïncident.  Deux  des  tangentes  qu'on  peut  mener  de 
J  à  cette  section  coïncident  avec  la  tangente  singulière  en  J,  trois  avec 
la  tangente  à  la  courbe  double.  Il  reste  a— 3 — 2— 3"'<x — S^o,  —  4 
tangentes  dont  les  points  de  contact  ne  coïncident  pas  avec  J.  Deux 
des  quatre  autres  génératrices  01)  ce  plan  rencontre  le  cône  résidu  coîn> 
cident  avec  la  tangente  singulière,  lee  deux  qui  restent  coïncideront  a?ec 
la  tangente  à  la  courbe  double,  ce  qu'on  voit  en  faisant  usage  des  i)r0' 
priétés,  démontrées  dans  le  n^  lô.,  d'une  section  quelcoiupie  passant  par 
cette  tangente  et  des  sections  passant  par  les  autres  droites  du  plan 
tangent  -singulier. 

On  voit  donc  que  le  plan  tangent  singulier  est  un  des  — A~)t' — 6 
plans  tangents  au  cône  r^idu  qui  passent  par  la  tangente  singulière 
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sans  a?oir  cette  droite  pour  gcnéralrioe  de  contaci.  Il  reste  n*  —  7 
plans  passant  par  la  ta/nçente  singulière  mi  poml'pmoe  d  Umgenils  à  la 
mrfaee  m  étauires  de  ses  pokUs.  Ces  plans  sont  dea  plana  tangents 
doubles  de  la  'surface,  et  leurs  droites  de  contact  avec  la  dévdoppable 
bitangente  —  qui  sont  les  droites  qui  joignent  les  deux  points  de  con- 
tact —  passent  par  J,  Chacun  de  ces  n'  —  7  plans  compte  donc  pour 
deux  des  V  plans  tangents  doubles  qui  passent  par  J.  Voilà  pourquoi 
J/— ft'— 2(n'— 7). 

18,  Câm  ekreonserit  ayamdptmr  sommet  «n  poiiilt  T  âela  tangente 
singulière  e»  tm  point- pinee  J.  On  voit  imméflÛatement  que  a^^^a, 
n|'«Bf»' —  1.  —  Une  section  plune  passant  par  la  tangente  singulière 
est  en  génâral  de  la  classa  a  —  2,  et  deux  de  ses  branches  sont  tan> 
gentes  à  TJ  en  cT:  le  nombre  de  tangentes  à  cette  section  qui  passent 
par  T  sans  coïncider  arec  TJ  est  donc  égal  à  a  —  4.  On  trotfre  le 
même  nombre^  si  la  section  est  celle  que  fiiit  le  plan  tangent  singulier. 
Seulement  si  la  section  est  une  des  deux  où  il  y  a  un  point  de  re> 
broussement  de  seconde  espèce,  le  nombre  de  ces  tangentes  se  réduit 
à  a  —  5.  On  voit  donc  que  TJ  est  génératrice  quadruple  du  cône 
résidUj  et  que  les  seuls  plans  tangents-  le  long  d'elle  sont  les  deux  plans 
qni  contiennent  les  sections  dont  nous  Tenons  de  parler,  et  que  chacyn 
de  ces  plans  contient  cinq  génératrices  confondues.  Comme  les  deux 
plans  jouent  le  même  rôle,  il  faut  que  le  point  singulier  d'une  section 
plane  du  cône  soit  composé  de  detix  branches  doubles  formntit  des  points 
st(itionnaircs\  en  ce  point  se  confondent  alors,  à  côté  des  deux  points 
statiounaires,  quatre  points  doubles;  aucune  tangente  double  ou  station^ 
naire  ne  coïncide  avec  ses  tangentes. 

Nous  voyons  ainsi  que  la  génératrice  singulière  ne  donne  lieu  à 
l'introduction  d'aucun  nouveau  plan  tangent  double  du  cône  résidu. 
Ses  plans  tangents  doubles  seront  donc  ceux  des  b'  plans  tangents 
doubles  de  la  surface  passant  ]»ar  /'  qui  ne  ])assent  pas  par  TJ,  Le 
nombre  de  ceux  qui  passent  par  TJ  est,  selon  le  précédent,  égal 
à  n'  —  7.   On  aura  donc 

Connaissant  trois  des  nombres  plttckériens,  ou  peut  en  trouver  lei  autres. 
On  aura 

a|  =s  a        ,    d ,  =  Ò  -|-  2        ,   Xj  =  X  —  1 , 
— n'-l,  6/=  6'- «'+7,  c,'  =  c'~4. 

Nous  voyons  que  quatre  des  e'  plans  tangents  stationnaires  de  1a 
surfìuìe  qui  passent  par  Tf  ne  sont  pas  plans  tangents  stationnaires  du 
cône  résidu.  T  étant  un  point  quelconque  de  la  droite  TJ,  il  faut 
que  les  quatre  plans  passent  par  cette  droite;  il  en  coïncident  donc  deux 
avec  chacun  des  deux  plans  qui  ont  en  «T"  un  contact  stationnaire. 
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Nous  avons  vu  que  quatre  «^énénitrices  doubles  et  deux  griinratrices 
stationnaires  se  confondent  dans  la  ;:,'«^nératrice  sin;Vuli('re  de  notre  cône 
résidu.  Ces  génératrices  remplacent,  selon  les  expressions  des  nombres 
plUckérieus  du  cône  résidu,  deux  génératrices  doubles  et  trois  généra- 
trices BtatioimaireB  d'un  cône  ciroon»crit  ordinaire,  auxquelles  s'est  jointe 
une  génératrîee  de  contact  d*un  plan  tangent  mené  par  chaque  point 
de  l'espace  *).  Cette  fonnation  de  la  nouvelle  singularité  du  cône  r^da 
n'est  pas  tr^-difficile  à  s'imiigiuer,  si  l'on  ne  demande  pas  que  toutes 
les  génératrices  qui  tendent  à  coïncider  soient  réelles.  On  peut  la  rendre 
yisible  par  un  modèle;  en  approchant  l'oeil  de  la  tangente  singulière  on 
▼erra  la  formation  dont  il  s'agit. 

19.  Câne  àireomerH  dont  ïe  sommet  P  se  trouve  sur  ûn  des  deux 
plans  qui  ont  au  point-pinee  J  un  eotUad  staHonnaire»  Ce  cône  ne  se 
décompose  pas.  Un  plan  quelconque  par  PJ  contient  une  génératrice 
coïncidant  avec  PJ,  et  celui  qui  passe  par  la  tangente  singulièrci  trois, 
la  section  que  fait  ce  plan  ayant  un  point  de  rebroussement  de  seconde 
espèce  au  lieu  du  pdnt  double  qui  rééulte  de  l'intersection  avec  la  courbe 
double.  On  roit  donc  que  ce  plan  est  un  des  c'  plans  tangents  station- 
naires du  cône,  ou  bien,  un  plan  tangent  statioonaire  simple  de  la  surface. 
Comptant,  selon  le  n**  18.,  pour  deux  plans  tangents  stationnaires  par 
un  point  quelconque  de  la  tangente  singulière  JT,  et,  selon  le  ii°  17., 
pour  trois  par  le  point  J  lui-même,  il  aura  la  droite  JT  pour  généra- 
trice de  contact  avec  Tenveloppe  des  plans  tangents  stationnaires,  et  lu 
point  J  pour  point  d'oecaUtion  avec  l'arête  cuspidale  de  cette  déve* 
loppablc. 

éloignons  mmùtc  ir  sommet  P  du  cône  circonscrit  infiniment  peu 
(lu  plan  iangnü  sfafiotntaire  e)i  J.  Alors  le  plan  PJT  sera  un  plan 
tangent  ordinaiie  du  cône,  mais  il  fera  un  antjle  intiniment  i)etit  avec 
un  de  ses  plans  tan^fcnts  stationnaires,  dont  nous  appellerons  le  point 
de  contact  avec  la  surface  S.  En  ce  point  coïncident  deux  points  d  inter- 
section  du  plan  tangent  stationnaire  avec  la  courbe  parabolique  de  la 
surface.  «7,  qui  est  un  troisième  point  de  la  même  branche  de  cette 
courbe I  se  trouve  à  une  distance  du  plan  tangent  stationnaire  qui  est 
infiniment  petite  du  troisième  ordre,  la  distance  8J  étant  regardée 
coDune  infiniment  petite  du  premier  ordre.  Il  faut  donc  que  h&  position 
limite  de  ce  plan  tangent  stationnaire  où  8  coïncide  avec  le  poînt-pince 
J,  soit  oscnlateur  à  la  branche  de  la  courbe  parabolique.  Celle-ci 
aura  donc  en  J  un  contact  simple  arec  JT,  m  courbure  devant  être 


*)  Si,  au  lieu  des  cônes,  on  en  conaïUérait  Uct»  sectious  plünes,  on  exprime- 
rait cette  dernière  propriété  en  dîMat  qa*an  tommH  «tMjplè  8*Mt  ynat  aux  deax 
points  doublet  et  aux  trois  pointe  Btationnaire«  pour  former  le  point  lingaUeroompoté 
•  de  quatre  points  doubles  et  deux  points  stationnaires. 
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la  même  qoe  celle  de  la  section  faite  à  la  surface  par  le  plan  iaugeiit 
statioimaire  en  J. 

Désignons  par  K  le  point  d'intersection  de  la  tangente  singulière 
JT  avec  le  plan  tangent  statiounaire  en  *S'.  Alors  ou  voit  en  consi- 
dérant  uue  sectiou  plane  du  cône  circonscrit  —  qui  aura  la  projection 
ào  8K  pour  tangente  d'inflexion  et  la  projection  de  JK  pour  tangente 
simple  —  que*) 

1.     KS  2 

£n  projetant,  da  sommet  P  dn  cône  ciroonscrit,  l'ardte  cospidale  de 
renveloppe  des  plans  tangents  stationnaires,  on  aaia  une  Baiare  oonrbe 
tangente  en  J"  à  la  projection  de  JK  et  ayant  la  projection  de  KS" 
pour  tangente  d'inflexion.  Le  point  d'inflexion  U,  qui  est  le  point  de 
l'arête  cuspidale  qui  correspond  an  point  iâ»  de  la  courbe  parabolique, 
sera  déterminé  par  l'équation 

lim  = 

J  A  1 

On  voit  donc  que  la  distance  SU  n'est  qu'infiniment  petite  du  second 
ordre  "^^j,  JS  étant  regardée  comme  infiniment  petite  du  premier  ordre. 
La  coïncidence  do  S  avec  U  compte  donc  pour  deux  dans  le  second 
membre  de  Tequation  (VJ),  et  le  coefficient  de ^'  dans  cette  équation  de- 
vient ainsi  4  =  2-2.    (Voir  le  n"  7.) 

La  même  circoiistiince  nous  montre  <jue  la  branche  de  l'arête  cus- 
])idale  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  celle  de  la  courbe  para* 
bolique***). 


*)  La  courbe  ajant  une  équation  de  la  forme 

V   , 

TabsciFsc  (lu  jioiiit  d'inierscction  (  A'  )  de  la  tangente  en  («,  y)  (ou  J}  avec  l'axe 

y  s»  U  aura  nue  fxprf'H«ion  do  la  rorme  ^x  -^  •  ••. 

**)  En  touto  rigueur,  uoub  avoDb  prouvé  seulement  que  l'ordre  de  cette 
distance  infiniment  petite  est  au  wudm  égal  à  deax;  mais  il  fant  w  rappeler  que 
nom  ne  cherehons  que  les  propriiHés  les  plus  générales  des  i^ingularitég.  Pour 
I  otte  niLsoii ,  nous  iittribuons  toujours  aux  intiuiinont  jietitf's  Ifh  ordre«  les  plus 
li.ib  qu'il  snit  jiiAssiblr ,  c't  Hous  rcgardouB  comme  plus  couiiiliquóii  le«  cas  oii  ellua 
sont  d'un  ordre  plus  élevé.  Ayant  démontré  qu'une  quautité  in6ninient  petite 
est,  au  moins,  d*un  certain  ordre,  nous  avoni  done  besoin,  seulement*  de  none 
U88urer  de  la  pOStibiUté  de  cet  ordre,  ce  qu'on  pout  faire  \mr  un  seui  exemple. 
NouB  U0U8  S'inimes  donc  omprcssés  de  vérifier  tous  les  eoiMlirientö  difficiles  à  dé- 
terminer de  noa  fornudcs  par  des  exemples,  dont  noua  indiquerons  quelques-uns 
dans  la  partie  XllI.  de  ce  mémoire.  Du  reste,  à  côté  des  déductions  que  nous 
expoions  ici,  nous  noue  sommes  serTÎs  ansai,  en  beaucoup  de  cas,  d*antres. 

**^)  La  oourbe  parabolique  reste  alors,  avant  et  aprèe  le  paseage  par  /,  sur 
la  m^me  des  deux  nappes  de  l'enveloppe  des  plans  tangents  stationnaires,  jointes 
par  l'arête  de  xebroussement. 
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A  côté  tie  rjiiflueiR'o  des  points -pinces  ù  la  formule  (19),  noua 
avons  ici  «'taljJi  les  rt'sultats  suivants: 

La  tanyoïle  siiKjulioe  en  un  point -pince  (jst  grnrralricc  de  deitx 
nappes  de  VenvcUi^c  des  xilans  tamjents  stationnairc.-i  de  la  Hurl'aec\  ses 
points  de  coniaci  avec  VéorHe  cuspidale  de  cette  âéveloppàble  se  trouvetii 
au  pomt'pinee.  Les  deux  (raneftes  correspondanies  de  ïa  eowrhe  para- 
heiUque  ont,  au  point-pince,  des  contacts  du  troisième  ordre  avec  les  branches 
de  Varéte  euspidtde. 

90.  Câne  dreonserit  dont  le  sommä  P  se  trouve  dans  le  pian  tangent 
singulier  d^un  point -jpinee  J.  —  ly autres  propriâés  des  points- pinces* 
—  Le  cône  nommé  ici  a  la  droite  TJ  pour  génératrice  stationnaire,  et 
le  plan  tangent  singulier  pour  plan  tangent  le  long  d'elle.  Trois  des 
ah  génératrices  d'intersection  de  ce  cône  avec  celui  qoi  projette,  du  même 
sommet  P,  la  courbe  double  coïncident  donc  avec  P  J.  Oette  droite 
n'a  que  trois  intersections  confondues  avec  la  surface.  Pàr  conséquent, 
si  l'on  applique  les  formules  (16)  et  (17)  &  la  lecherelie  de  droites 
passant  par  notre  sommet  P*),  les  trois  génératrices  d'intersection  qui 
coïncident  avec  PJ  appartiendront  aux  2q -\- j -\- S{xij)  dont  on 
soustrait  le  nombre  de  ah.  L'une  faisant  partie  da  terme  jy  il  faut 
que  les  deux  autres  fassent  partie  du  terme  2q,  o\x  bien,  que  le  plan 
tangent  singulier  au  point-pince  soit  un  plan  tangent  simple  de  la 
développable  tangente  à  la  surface  le  long  de  la  courhe  double,  ccT 
qui  donne  lieu  au  terme  /  de  la  fornnil*^  i2\  \  (  voir  le  n"  8.). 

De  inanii  re  semblahle,  c  est  à  dire:  en  donnant,  dans  la  démonstration 
indiquée  dans  le  n**  (i.  des  formules  (13),  (14),  (10)  et  (17),  au  jxiint  P 
des  positions  particulières,  on  trouve  que  le  même  j)lan  coniptc  jiour 
deux  des  {)  plans  tangents  à  cette  dévidoppable  (pii  passent  par  un  point 
«le  la  tangente  en  «/  à  la  courbe  double,  et  pour  quatre  de  ceux  qui 
pa.sseut  par  J. 

On  voit  ainsi  (\\\\x\\  point -pinoi'  est  un  point  stufionnairc  de  Varéle 
cuspidale  de  la  développable  tangente  à  la  Sitrfaee  le  long  de  sa  eomhe 
daubie\  la  tangente  à  la  eowihe  doMe  est  In  t/rn^atriee,  et  le  pUm  tan- 
gent si$igulier  est  le  plan  tangent  à  la  déirloppahle  en  ce  point, 

21.  ïlans-pinces,  La  définition  et  les  propriétés  d'un  plan -pince 
se  déduisent  par  le  principe  de  dualité  de  celles  d'un  point- pince.  Toute- 
fois, nous  ne  croyons  pas  superflu  de  nommer  expressément  ces  proprié- 
tés**), qui  se  présententî  en  partie,  d'une  manière  plus  palpable  que 
celles  des  points -pinces. 

*)  Voir  la  démonstration  de  ccb  Tominles  dont  le  n*  6. 
**)  On  troave  nn  bon  exemple  de  plans-pinoes  à  propriétés  généndee  dans 

nn  mémoire  de  M.  IHU  khiiid,  qui,  à  canse  de  la  richesse  très  variée  dMntérofl- 
santa  résultats  et  de  belles  recherches  qu'on  y  trouve,  méritait  d*être  mieux  conna 
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Un  plan -pince  est  tangent  à  la  surface  le  long  d'une  droite  que 
nouB  appellerons  Za  drmte  singuUère.  La  section  qu'il  fait  à  la  surface  est 
composée  de  cette  droite,  prise  deux  fois,  et  d'une  section  residue  d'ordre 
n  —  2,  qni  a  la  droite  singulière  pour  tangente  double,  et  qui  ren- 
contre cette  droite  —  à  côté  des  points  de  «contact  —  en  un  point 
simple  de  la  surface^  que  nous  appelleronsi  le  paini  de  contact  gmguUer, 
et  en  n  —  7  points  de  la  courbe  double.  —  Le  plan- pince  est  tangent 
à  la  dévelcppable  bitangente  le  long  de  la  tangente  à  la  section  resìdue 
au  point  (le  contact  singulier.  Cette  tangente  est  en  ce  nu>ine  point  tan* 
.gente  au  lien  des  points  de  contact  des  plans  tangents  (lou1>les,  qui  y  a  le 
plan'pince  pour  plan  osculateur  stationnaire.  La  section  faite  par  on 
plan  quelconque  par  ce  point  y  a  un  point  d'inflexion.  —  Le  plan -pince 
est,  en  chacun  des  deux  points  de  coidact  de  la  section  n'siduc  arce  In 
droite  sivi/ulUrc ,  osculateur  à  la  courbe  cu8j)idale,  qui  y  est  tiingente 
à  la  droite  singulirro.  Laréte  ciisjjidale  de  la  dt*velopj)abIe  tangent*^ 
à  la  surface  1<»  lonj^  de  sa  courbe  cuspidale  a,  en  ces  deux  poijits,  la 
même  tangente  et  It-  un'ine  jdan  osculateur*).  La  aection  faite  a  la 
surface  par  un  plan  (piekonque  qui  passe  j)ar  la  droite  singulière,  est 
c  uuij)0S('e  de  cette  droite  et  d'une  section  residue  d  onhe  it  —  1  ,  dont 
la  même  droite  est  deux  fois  taugente  d'inflexion.  Les  points  d  inllexiuii 
sont  les  points  de  contact  de  cette  droite  av»'c  la  courlte  cuspidale. 

'  On  voit  qu  aucun  des  points  singuliers  que  contient  un  plan -pince 
ne  donne  lieu,  ni  à  des  gén«*ratrices  singiili»  res  ni  à  des  géïK-ratrices 
d'intersection,  du  cône  circonscrit  et  des  cônes  projetant  la  C(»urbe  double 
et  la  courbe  cuspidale  qui  ont  pour  sommet  commun  un  p<»int  quelcon- 
que de  l'espace,  ni  non  plus  à  des  giMM'ratricc.s  rencontrant  la  surlace 
en  trois  poiut«  coïncidents,  ou  deux  fois  en  deux  points  co'incidents. 
Il  en  résulte  qu  aucun  des  ternies  des  équations  (13)-  (18)  ne  doit 
contenir  le  nombre /  des  plans-pinces.  —  Le  terme  —  4j  du  premier 


qu'il  n'est  :  Om  geometriska  ytor  (Sur  Utt  •nrfftcet  géométriques.  —  MémoirM  de 
rAcadûmie  Royale  Suédoise  des  Sciences  vol.  9,  n"  l),  1871).  JiCs  plans-pinces  se 
présentent,  dan«  ce  travail,  corame  tiingiiluriti-s  de  l'enveloppe  des  plans  hanno- 
niques  des  points  d'une  surface  donnée  d'ordre  m,  par  rapport  à  une  autre  sur- 
face donnée  d*ordre  «  -f- 1  (la  dernière  polaire  de  la  première  surfiMie  par  n^ipori 
à  la  seconde).  Leur  nombre  est  égal  à  2  m  (n  —  1)  (8»i-f-3«  — 5),  et  ils  ont  pour 
pôles  les  jtointd  où  la  première  surface  est  tangente  à  .un  faisceau  de  premières 
polaires,  prises  par  rapport  à  l'autre  surface  donnée.  M.  Bäcklund  indique  une 
partie  essentielle  des  propriétés  de  ces  plans  singuliers,  toutefois  sans  remarquer 
qu'ils  «mt  identiques  à  ceux  aozquela  M.  Gay  ley  venait  de  donner  le  nom  de 
plans-pinces ,  et  que  présente  en  général  une  turfiMïe  regardée  oonunc  enveloppe 
qui  cat  douée  d'une  développable  Ijitangente. 

*)  Nous  n'insisterons  pas  à  la  détermination  difficile  de  l'ordre  du  couUct 
de  ces  doux  courbes. 
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niemi)re  de  l'equatiou  (19)  correspond  au  terme.  —  4j  de  son  second 
membre.  , 

VI. 

PdntB'Oloft,  (x)  et  plaïu-olos  (%'). 

22,  On  pourrait  dire  que  les  iioints- pinces  sont  des  points  de  la 
courbe  douille  où  les  sections  jìlunes  qui  passent  par  eux  ont  des  points 
stationnnires  au  lii/u  de  points  doubles.  De  même,  une  co'irbe  cuspidale 
d'une  surtace  regardée  comme  lieu  de  points  contiendra  en  général  des 
points  qui  sont,  dans  les  sections  planes  qui  passent  par  eux,  des  points 
de  contact  4e  deux  branches  au  Heu  de  points  statîonnaires.  En  effet, 
cette  substitution  d'un  point  de  contact  de  deux  branches  à  un  point  sta- 
tìonnaire  n'étant  qu'une  condition  simple,  un  faisceau  de  plans  contient 
en  général  des  plans  où  elle  a  lieu*).  Un  point  stationnaire  qui  a  . 
subi  à  l'altàration  indiquée  étant  en  mèbie  temps  un  „sammt^"  simple 
(comparer  au  n<*  15.),  il  faut  regarder,  dans  chacun  de  ces  plans,  toute 
droite  qui  passe  par  un  point  singulier  comme  tangente  à  la  sur&ce.  11 
s'ensuit  qu!aussi  tout  autre  plan  qui  passe  par  le  point  singulier  contient 
une  droite  tangente  à  la  surface  en  ce  même  point  Celui-ci  devient 
donc  un  point  de  contact  de  deux  branches  ^  au  lien  d'un  point  sta- 
tionnaire —  aussi  de  la  section  faite  par  le  nouveau  plan. 

Un  poi$U'Clo8  est  un  point  de  la  ((tìn  ìie  cuspidale  où  les  sections 
planes  gm  passait  par  h»  ont  des  pointa  du  contact  de  deux  Ijranches. 
Nons  avons  prouvé  ici  que  ces  points,  dont  la  détinition  eat  ponctuelle, 
appartiennent  aux  singularités  ordinaires  à  une  surface,  re^'ardét-  comme 
lieu  (le  p(»int.s,  à  laquelle  on  a  attribué  une  courbe  cuspidale.  En 
même  teni}>s  nous  avons  prouvé,  (pie  la  droite  joi(/naìd  un  jioint  quel- 
conque de  l'espace  1*  à  un  point -tios  K  est  tjrnrrutrice  du  cône  circon- 
scrit qui  a  P  pour  sotnmet,  ce  qui  explique  le  terme  —  x  équations 
(IG)  et  (18). 

Un  point  de  contact  de  deux  branches  faisant  la  transition  de 
points  stationnaires  dont  la  pointe  est  tournée  de  l'un  côté,  à  ceux  où 
elle  est  tournée  de  l'autre'^),  ou  voit  qu'un  point  clos  réunit  deux  nappes 
de  la  surfoce  qui  ressembleut,  dans  le  voisinage  du  point  singulier, 
aux  deux  nappes  d'un  eòne  applati:  de  l'un  côté  chacune  de  ces  nappes 
est  fermée  par  la  courbe  cuspidale,  de  l'autre  elle  est  arrondie. 

On  voit  par  les  mêmes  réflexions  que  nous  avons  appliquées  aux 
points -pinces  f  que  les  plans  tangents  à  la  sur&ce  en  un  point- clos 


*)  Comparer  au  u"  IC.  de  mon  niémoiro  sur  les  systèmes  de  courbes  plaucs. 
Los  plans  du  fiusoeaa  dont  nous  parlons  ne  sont  pM  les  plans  tangents  de  la 
ooarbe  cuspidale,  où  denz  points  stationnaires  coïDcident. 

**)  Voir  leu  figures  10,  U,  12  du  mémoire  cité  dans  la  nolo  précédente. 
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foiment  un  faisceau,  .dout  nous  appellerons  l'axe  la  tangente  singtUièref 
et  que  le  lieu  des  taugeutes  aux  deux  branche,  iaugeutes  entre  elles, 
de  toutes  les  sections  planes  par  un  point -dos  ert  un  plan,  qne  nous 
appellerons  le  x)lan  tangent  singuUer,  Ce  plan  passe  par  la  tangente 
singulière  et  par  la  tangente  à  la  oonrbe  cuspidale.  —  Les  sections 
faites  par  les  plans  passant  par  la  tangente  nngulière,  et  par  les  plans 
passant  par  la  tangente  à  la  courbe  cuspidale,  ont  des  points  de  rebrousse- 
ment  de  seconde  espèce,  formés,  les  uns  cTun  point  statiounaire  et  d'an 
point  double,  les  autres  d'un  point  de  contact  de  deux  brandies  et  d'un, 
point  statiounaire:  dans  le  premier  cas  les  deux  branches  partielles  ont, 

entre  dies,  un  contact  de  Tordre       dans  le  second,  no  contact  de 

Tordre  ^  •   Dans  la  section  faite  par  le  plan  osculateur  à  la  courbe 

cuspidale,  deux  branches  (totales)  ont  un  contact  du  4***  ordre. 

Toute  droite  qui  se  trouve  dans  le  plan  tangent  singulier  et  qui 
passe  par  le  point  «dos  y  a  avec  la  surface  quatre  intersections  confon- 
dues; ce  point  est  donc  un  point  quadruple  de  la  section  &ite  par  ce 
plan.  Les  singularités  des  sections  faites  par  les  plans  passant  par  la 
tangente  singulière,  et  par  la  tangente  à  la  courbe  cuspidale,  montrent 
qu'aucune  de  ces  droites  u'a,  en  général,  plus  de  quatre  intersections 
confondues.  Elles  ne  sont  donc  pas  tangentes  aux  branches  du  point 
quadruple.  Ën  général,  ces  branches  sont  distinctes*).  Dans  la  section 
faite  par  un  plan  passant  par  la  tangente  à  une  de  ces  branches,  l'une 
des  deux  branches  tangentes  entre  elles  faii^  au  point  de  contact,  une 
inÜexion. 

En  résumé,  uìir  droUi  qnticoìiqui;  par  uv  po  'mt  -  clos  y  <i  dcitj'  inter- 
scrtioiis  (  <i)ìf  'i))ì(bu  s,  hs  droites  du  phin  f(in;/i  id  siìKjidicr,  qtudt  c,  rt  qimtrr 
droites  de  ce  pUut,  einq.  Les  srt  fi(i)is  qm  font  (es  phuis  passant  pur  la 
tüngnde  siiufuldre,  et  juir  In  ttnigrnte  à  la  courbe  cuspidale,  out  des 
poiuts  de  rehroussi  ìueìit  de  seconde  cspiœ^  dont  Ic^  hranehes  ont  entre 

dks  des  conlacts  des  ordres  ^  e/  ^,  respeefivemmt.   La  setHan  faite 

|)ar  le  plan  singndier  a  un  point  quadruple.  Nous  verrons  dans  le 
n"  25.,  et  par  la  représentation  analytique  indiquée  dans  le  u  '  23.,  qu'im 
seid  des  plam  par  la  tangmte  singulière  fait  une  section  dont  deux  Itranches 
(totales)  ont  entre  elles  un  eonfaef  du  sceand  ordre. 

Note.  On  pourrait  définir  les  jiniiits- clos  }»ar  la  iiropri«'té  de  la 
section  faite  par  ]i'  ))]aM  tfiii;j;t'iit  singulier,  et  dire  (|u"un  point -clos  est 
un  [)()int  de  la  ( mirljc  cuspidale  où  la  section  laite  par  le  plan  Uiuj^ent 
a  uu  point  quadruple,  au  lieu  d'un  point  triple  à  une  seule  tangente. 


*)  Voir  la  secomlo  note  du  D*  Id.,  et  la  repréMntation  analytique  des  pointi' 

clos  daùH  le  u"  hutvaut. 
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M.  Caylej,  dans  le  33.  de  son  m^oîre  sur  les  surfaces  ncipro^ucs, 
fait  usage  de  cette  définitioii,  mais  —  en  regardant,  sans  donte,  comme 
générale  une  propriété  que  présente  les  points -clos  des  sarfaoes  de  la 
troisième  classe,  à  cause  d'un  plan  biponctuel  (JT)  qui  se  joint  au  point- 
clos*)  —  il  ajoute  que  U  point  quadruple  de  la  seelùm  est  formé  ^une 
branche  tr^  et  éTune  hratuhe  simple.  Toutefois  la  représentation 
analytique  que  M.  Cayley  indique  ensuite  dans  le  n<*  34.  èonduit  aux 
points- clos  généraux,  ce  qui  nous  hit  croire,  qu'il  ne  veut  pas  restrein- 
dre Tusage  de  ce  nom  aux  points  très 'particuliers  qui  sont  caractériséi 
par  sa  première  définition.  Nous  le  croyons  d'autant  plus  que  ses  for- 
mules sont  aussi  aj^plicables  au  cas  général,  à  l'exception  d'une  seule 
(remplacée  par  notre  formule  (18)  ou  (11))  dont  le  dij^cord  avec  la 
nôtre  ne  peut  être  expliquée  par  la  différence  des  definitions*^). 

On  retrouve  la  définition  trop  étroite  dans  l'édition  allemande***), 
due  à  M.  Fiedler,  de  la  „Geometiy  of  three  Dimensions^  de  M. 
fcìalmon. 

23.  Sqvrésentatkm  anàliftìque.  U  suffira  (comparer  au  n?  16.)  de 
considérer  le  cas  où  la  courbe  cuspidale  est  l'intersection  complète  de 
deux  surfaces  et  i}.r  dont  la  première  est  tangente  à  la  surface  donnée 
le  \onii;  de  la  courbe  cuspidale.  Alors  la  surface  donnée  aura  une  équa- 
tion de  la  forme 

En  multipliant  cette  «'«juation  par  %  et  substituant  oà^o  —  f^iff 
V  ^  Z9  ~^       on  obtient  une  nouTcUe  équation 
(I)  9>«  +  o^'-"0. 

La  surface  fait  donc  partie  d'une  surface  représentée  par  une  équation 
de  cette  forme. 

lies  points -clos  seront  les  points  d'intersection  de  la  courbe  cuspi- 
dale ((jp  il')  avec  la  surface  o  ■«  0.  Prenons  pour  plans  coordonnés  les 
plans  tangents  OU  uu  de  ces  points:  «  »  0  à  la  surface  9  »  0,  »  0 
à  ^BOet^=aOàa»«»0.   Alors  un  point  de  la  surface  voisin  de 


*)  Voir  la  section  VI.  du  mémoire  de  M.  Cayley:  On  cubic  surfaces  (Phil. 
Trans.  1869),  et  en  particulier  le  101.  Les  rarfaeet  discalëei  datui  cette  leetion 
•ont  les  surfaoes  dn  troisième  ordre  à  un  point  biptaaaire  et  un  point  eonie 

(fi  B>  V  =  2) ,  et  les  surfaces  réciproques.  —  Dans  le  n"  69.  du  pr^at  mémoire 
ttOQs  dt'velopj)eron8  les  proiirit.-trB  «leH  preniii-rc»  de  ces  surfaces. 

**)  La  dctinition  particulure  dea  poiuts-clos  amènerait  même,  eu  général, 
d'autres  plana  singuliers  que  ceux  qu'amène  la  définition  générale,  et  que  H.  Gay« 
ley  introdnit  aont  le  nom  de  plans  „de  tingalarité  inexpliquée",  pendant  que  nona 
les  regardons  comme  compagnons  oidînaiiet  des  points-dos.  (Koiir  VintndiieHim 

du  present  w  ano  ire.) 

MaihitnuiUch«  AuoaUd.  X.  SI 
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rorigine  se  détermine  par  ane  aérîe  oomme&çant  par  des  termes  de  la 
forme  8m?ante: 

(II)  s  =  ax^  +  2hxy  +  cf  ±  dx  }/xy  -|  , 

les  termos  non  écrits  «'tant  des  fonctions  rationnelles  de  .r'  et  //l  d  un  de^ré 
supérieur  au  deuxième  par  rapport  à  a:  et  y,  et  dont  les  dénominateurs 
sont  des  puissances  de  et  iß .  La  dernière  circonstance  nous  montre 
que  la  série  n'est  pas  applicable  aux  cas  où  ^  ou  est'  infiniment 
petit 

On  déduit  de  Téqnation  (II),  à  côté  d'autres  résultats  indiqués  dans 
le  n*  précédent»  que  la  section  faite  par  le  plan,  tangent  singulier  «—0 
a  un  point  quadruple,  dont  les  tangentes  sont  déterminées  par  l'équation: 

(III)  •  {ax^  +  ^hxy-^-ci/y  —  (Px^y^O. 

Cette  équation  contient  trois  constants  indé])endants  entre  eux,  ce 
qui  nous  montre  qu'il  existe  une  seule  relation  entre  1rs  positions  des 
quatre  tangentes  au  point  quadruj)le,  de  la  taitf^^ente  sin^niliére  (t/  =  0) 
et  de  la  tangente  à  la  courbe  cuspidale  {x  =  ())\  mais  cette  relation 
n'amène  aucune  coïncidence  de  deux  de  ces  tangentes. 

On  peut  taire  usage  de  l'équation  (II)  pour  trouver  les  équations 
des  tangentes  aux  branches  de  la  courbe  parabolique  qui  passent  par 
le  point- clos  sans  coïncider  avec  la  tangente  singulière  ou  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  cuspidale.    On  trouve,  en  égalant  ù  zéro  le  premier 

terme  de  Ç^'^  ~  It?  1^»  l'équation  suivante: 

(IV)  4(6«-ac)+36./(|y+  \  ad  (^-)*-  { rF^«0, 

qui  est  du  quatrième  degré  par  rapport  à  et  qui  détermine,  par 

conséquent,  quatre  l)ranclios  de  la  courbe  ]iaral)olique.  Les  nappes  corre- 
spondantes de  renvelop])e  des  plans  tnii<j;t'nts  stationnaires,  sont  évidem- 
ment tangentes  au  plan  tangent  singulier  le  long  de  droites  passant 
par  le  point -clos.  Aucune  de  ces  génératrices  de  contact  ne  coïncide 
avec  la  tangente  singulière  ou  avec  la  tangente  à  la  courbe  double;  car 

à  des  valeurs  finies  de  ^  correspondent,  selon  Téquation  (II),  des  valeurs 

finies  de  ^  ,  X  =  —      et  Y  =  étant  deux  des  coordonnées 

Ì  ex  dt/ 

du  plan  tangent  à  la  surface  en  {Xy  y, 

Pour  déterminer  la  section  faite  par  un  plan  y  =  az  par  la  tan- 
gente singulière,  il  faut  avoir  recours  à  l'équation  (l),  oh  nous  désinr. 
nons  par  —  fd-  le  coëtiicient  de  a-  en  «  (—  r/-  étant  le  coefficient  de 
y).   Alors  on  trouve,  en  y  substituant  y  =  ag^  que 
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(V)  g^ax^  ±d  i/aa-i-fx^  +  " 


oa  81  a     —  — 


a 


(VI)  r  =  oa;î  +  Ax^  H  

oil  A,  dépendant  d'une  équation  du  second  degré,  a  deux  valeurs. 
La  section  a  donc  en  général  un  point  de  rebroussement  de  seconde 


espèce,  et  celle  que  fait  le  plan  déterminé  par  —  ,  un  point 
de  contact  da  second  ordre  de  deox  branchée. 

34.  Câne  eireonserit  dûtU  Je  somntd  P  se  kouve  dans  U  plan  ton- 
gent  singulier  c^un point'dos  K,  Ce  cône  ne  se  décompose  pas.  La  section 
faite  à  la  surface  par  un  plan  passant  par  PK  est  de  la  classe  a  — 1, 
et  deux  des  tangentes  passant  ^ar  P  coïncident  avec  PK.  Cette  droite 
est  donc  génératrice  triple  du  cône  circonscrit  La  section  &ite  par 
le  plan  tangent  singulier  est  de  la  classe  a  —  6,  deux  points  station* 
naires  étant  remplacés  par  un  point  quadruple.  Ce  plan  contient  donc 
six  génératrices  coïncidant  avec  PK.  On  voit  ainsi  que  trois  nappes 
du  cône  eireonserit  sont  tangentes  le  long  de  PK  au  plan  tangent  singulier. 

Les  valeurs  principales  des  équivalents  plflckériens  de  cette  stngu- 


larité  —  ou  de  celle  dune  section  plane  du  cône  —  sont  l*  n)*)' 


Les  équivalents  ont  donc  ces  valeurs  ou  les  valeurs  de  (' ^      ou  de 


gulier  est  plan  tangent  quadruple  de  l'enveloppe  des  plans  tangents 
stationnaires,  nous  voyons  que  les  équivalents  ne  peuvent  avoir  que  les 
dernières  de  ces  valeurs.  On  aurait  pn  trouver  le  même  résultat  par 
les  réflexions  suivantes  qui  sont  indépendentes  de  la  représentation 
analytique. 

Si  PK  était  une  des  9  génératrices  doubles  du  cône,  elle  serait 
aussi  une  des  d' tangentes  doubles  de  la  section  faite  par  un  plan  pas- 
sant  par  elle.  Celà  n'a  pas  lieu.  En  effet,  cette  section,  où  un  point 
stationnaire  est  remplacé  par  deux  points  doubles  coincidents,  est  de 
l'ordre  n,  de  la  classe  a  —  1 ,  et  douée  de  &  +  ^  points  doubles  et 
de  c  —  1  points  stationnaire«.  Elle  aura  donc  ô' — a-\-l  =  ò'  —  [a  —  5)  -f-  2 
tangentes  doubles.  Les  a  —  5  tangentes  doubles  perdues  étant  les  droites 
menées  par  le  point  singulier  et  tangentes  ù  la  Lourl)e  on  d'antres  points, 
on  voit  que  les  deux  tangentes  doubles  coïncidantes  dont  les  points  de 
contact  coïncident  avec  le  point  singulier  sont  nouvelles,  et  n'appar- 
tiennent pas  an  nombre  d'. 


*)  Comparer  à  la  seconde  note  du  n*  19. 


Âyant  prouvé  dans  le  n*  précédent  que  le  plan  tangent  sin- 
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Selon  les  valeurs  trouvées  des  équivalente  plfickérieus,  le  plan  tan- 
gent singulier,  qui  est  plan  tangent  quadruple  de  l'enveloppe  des  plans 
tangente  stationnaires,  n'est  pas  tengent  à  la  dé^eloppahle  Vîiangente. 

Si  le  sommet  F  se  trouve  sur  une  des  tangentes  au  point  quadruple 
de  la  section  faite  par  le  plan  tangent  singulier,  lune  des  trois  nappes 
tangentes  entre  elles  deviendra  double  et  aura  PK  pour  génératrice 
stationnairo.  —  Si  P'se  troave  sur  une  des  qnatre  génératrices  de  con- 
tact du  plan  singolier  avec  l'enTeloppe  des  plans  tangente  stationnaires, 
deux  de  ces  nappes  seront  réunies  et  formeront  une  nappe  double  dont 
toute  section  plane  aura  un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce; 

les  deux  nappes  réunies  auront  un  contact  d  ordre 

25.  Cône  cireonserU  agami  pour  sommet  un  point  -  clos  K.  On  voit 
FVis  difficulté;  au  moyen  des  propriétés  indiquées  dans  le  n^  22.,  et 
en  raisonnant  de  même  que  dans  le  n"*!?.,  que  le  cône  résidu  est  de 
l'ordre  ai  «=  a  —  5,  et  de  la  classe  n,'  =  n'  —  2. 

La  section  faite  par  le  plan  tengent  singulier  étant  de  la  classe 
a  6,  on  peut  y  mener  a  —  14«  a|  —  9  tangentes  qui  passent  par 
le  point  quadruple  sans  y  avoir  leurs  pointe  de  contact.  Ces  tengontes 
sont  des  génératrices  d'intersection  du  plan  avec  le  cône  résidu;  4  •  2 
autres  coïncident  avec  les  tangentes  au  jioint  quadrujde,  qui  seront  des 
génératrices  de  contact  avec  le  j)lan  tangent  singulier,  parce  qu  un 
autre  plan  par  une  de  ces  quatre  tangentes  n'a  avec  le  cône  résidu 
qu'une  seule  génératrice  d'intersection  co'incidant  avec  elle.  Le  plan 
tangent  singulier  a  donc  encore  une  génératrice  d  intersection  avec  le 
cône;  elle  co'nieide  avec  la  tangente  singulière,  ce  qu'on  voit  en  cherchant 
les  intersections  d'un  autre  jilaii  passant  jiar  cette  droite  avec  le  cône. 

L»?  plan  tangent  singulier,  étant  j)lan  tangent  (|uadru})le  du  cône 
résidu,  conij)te  }>our  six  jtlans  tangents  doubles  de  ce  cône.  Selon  le 
n"  |)réc('dent,  aucun  de  ces  ])lans  n  apjiartient  aux  h'  plans  tangents 
doubles  de  la  surface  qui  passent  jiar  A'.  En  même  temps  que  le  cône 
résidu  a  obtenu  ces  six  nouveaux  plans  tangents  doubles,  il  a  perdu 
2(n' — 8)  des  h'  qui  appartiennent  à  d'autres  cônes  circonscrits.  En 
effet,  par  la  tangente  singulière,  qui  est  génératrice  simple  du  cône 
réaldui  passent  »/  —  2  »  n'  —  4  plans  tangente  à  lui  le  long  d'autres 
génératrices;  quatre  de  ces  plans  coïncident  avec  le  plan  singulier: 
chacun  des  autres  «'  —  8  plans  est  tengent  à  2a  surface  en  JT  et  en 
un  autre  de  ces  pointe,  et  compte  ainsi  pour  deux  des  V  plans  tangente 
doubles  de  la  surface  qui  passent  par  K,  On  voit  ainsi  que 

t,'  =  ?/  -f  6  _  2(n'— 8)  =  &'  -  2n'  22. 

Les  autres  nombres  ]dnckériens  du  cône  résidu  se  trouvent  par  les 
équations  plUckériennes.    On  aura 
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«,  =  a  —  5,    â^  =  â  —  5«  +  4<),    x,  =  x  —  20, 
_  2,   6j  «i»'-2»'-j-22,   c,'-=c  — 11. 

On  voit  que  11  des  e*  plans  tangents  stationnaires  de  la  surface 

qui  passent  par  K  ne  sont  pas  plans  tangents  stationnaires  du  cône 
résidu.  Le  plan  tangent  singulier  étant  tiin^amt  à  l'enveloppe  des  plans 
tangents  stationnaires  le  long  de  quatre  droites  passant  par  K,  il  faut 
quo  2-  4  de  ce^  plans  tangents  stationnaires  ]»rrdus  coïncident  avec  le 
plan  tangent  statiounaire.  Les  autres,  ([ui  doivent  contenir  trois  généra- 
trices consécutives  du  cône  circonscrit  total,  coïncideront  nécessairement 
avec  le  plan  tangent  à  la  nappe  du  cône  résidu  qui  passe  par  la  tan- 
gente singulii're*).  Il  taut  donc  que  la  section  du  jdan  ait  un  j)oint 
de  contact  du  second  ordir  de  deux  luaiiclies  —  résultant  de  la  réunion 
de  deux  points  stationnaires  —  au  liuu  d  un  ]>oint  de  rebroussenieut 
de  second»'  esjiree.  Cette  propriété  de  la  section  —  duut  nous  avons 
déjà  parlé  dans  les  n""  22.  et  23.  ■ —  explique  que  deux  génératrices 
d'intersection  de  ce  plan  avec  le  cône  circouscril  résidu  coïncident  avec 
la  tangente  singulière. 

*26.  Cône  circonscrU  ayant  jiour  sommd  un  point  1  âc  la  taïKimtc 
s  'nujuiih'C  m  un  point-clos  K.  Ou  voit  immédiatement  <jue  a,  =^  a , 
11^'  =  n  —  1.  —  Un  plan  quelcou(|ue  par  TA'  a  cjuatre  g-'Ut-ratrices 
diutersection  avec  le  cône  qui  coïncident  avec  cette  droite,  le  j>lan 
singulier  eu  a  six,  et  le  plan  dont  la  section  a  un  contact  du  secoiul 
ordre  de  deux  branches  —  et  que  nous  appellerons  pour  un  moment 
le  plan  ;>taliuuuaire  —  cinq. 

Ces  deux  plans  étant  les  seuls  plans  tangents  du  cône  résidu,  un 
des  trois  cas  suivants  doit  avoir  lieu:  1"  une  iuip[te  simple  a  le  plan 
tangent  singulier  pour  plan  tangent  statiounaire,  et  une  nappe  trijile 
est  tangente  au  plan  statiounaire;  2*>  deux  napjics  simples  sont  tatif/mtcs 
au  plan  tangent  smguUer,  une  nappe  double  formant  une  génératrice  sta- 
thnnaire,  au  plan  tangenê  staHonnmre;  3**  nne  nappe  double^  formant 
une  génératrice  statiounaire,  et  une  nappe  simple  sont  tangentes  au 
plan  tangent  singulier,  une  nappe  simple,  au  plan  statiounaire**).  £n 
appliquant  à  la  première  de  ces  suppositions  les  mêmes  considérations 


*)  Une  section  plaue  du  cune  réûidu  ayant  a  la  trace  de  la  tangente  singu- 
lière un  aommet  doable,  on  pourrait  déduire  ee  même  réBultafe  de«  propriétés  des 
•ystèmes  de  courbes  planes.  (Voir  notamment  les  n**  42.  et  47.  de  mon  mémoire 

sur  les  Bvstrnics  de  courbes;  comiuirpr  aus.si  au  n"  17.  du  présent  ui^'moirc.) 

*•)  Dans  h'H  tloux  dcruiers  eus  il  serait  encore  possible  que  Iob  deux  mippes 
laDgeutt)  au  plau  singulier  se  cûntondent.  Âlors  1»  singularité  se  compliquerait 
par  la  substitution  d*nne  génératrice  stationnaire  à  une  génératrice  double  etc. 
Nous  n'aurons  donc  besoin  d'y  avoir  égard,  à  moins  que  les  suppositions  plus 
simples  ne  se  montrent  impossibles.  (Voir  la  seconde  note  du  n"  19.) 
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que  nous  allons  appliquer  aux  deux  autres,  on  trouverait  qu'elle  est 
impossible.  Les  deux  autres  conduiront  essentiellemeut  aux  mêmes  ré* 
sultatSy  et  ttoiu  ne  pourrons  qu  après  avoir  éêdmi  ces  résultats  nous 
décider  définitirement  pour  la  première  (la  deuxième  des  trois  suppo- 
sitions). 

Dans  tons  les  deux  cas  dont  nous  aurons  à  nous  occuper,  six  gé- 
nératrices doubles  et  uae  génératrice  stationuaire  du  côoe  résidu  coïn- 
cident arec  sa  génératrice  singulière,  et  deux  de  ses  plans  tangents 
doubles  coïncident  avec  le  plan  tangent  singulier  au  point-dos.  Ceux-ci 
n'appartiennent  pas  —  selon  les  précédents  —  aux  h'  plans  tan- 
gents doubles  de  la  surface  qui  passent  par  T.  De  l'autre  côté  n — 8 
de  ces  !>'  plans  ne  sont  pas  plans  tiulgents  doubles  du  cône  (mais  seule- 
ment plans  taugents  simples  qui  passent  par  la  géuératricc  singulière). 
On  voit  donc  que  0,'«  6'+  2  —  («'—  8)  =  h' —  n  -f  10.  Les  autres 
nombres  plUckériens  du  cône  réddu  se  trouvent  ensuite  au  moyen  des 
équations  pliickériennes: 

ai»  a,  d,  =d  +  ö,  îf|=*Jt  —  3, 

Quatre  des  plans  taugents  stationnaires  ])erdus  coïncident  avec  le 
plan  tangent  singulier;  il  faut  que  les  deux  autres  coïncident  avec  le 
plan  dont  la  section  a  un  contact  du  second  ordre  de  deux  branches. 

Les  expressions  de  d,  et  de  x,  nous  moutrent  encore  que  les  six 
génératrices  doubles  et  la  génératrice  stationuaire  qui  coïucident  avec 
la  droite  TK  remplacent  quatre  génératrices  stationnaires  et  une  géné- 
ratrice double  d'un  cône  circonscrit  à  sommet  quelconque.  Nous  avons 
vu  (n*  24.)  que,  pour  un  sommet  placé  dans  le  plan  tangent  singulier 
du  point-dos,  quatre  génératrices  stationnaires  confondues  du  cône  cir* 
conscrit  forment  une  singularité  que  pourraient  former  six  génératrices 
doubles.  La  seule  altération  de  ce  cône  qui  a  lieu  dans  le  cas  actuel, 
consiste  donc  à  ce  qu'une  génératrice  double,  coïncidant  avec  les  quatre 
génératrices  stationnaires,  s'est  transformée  en  une  génératrice  station- 
naire.  On  sait,  de  la  théorie  des  systèmes  de  courbes*),  qua  cette 
transforniatiou  deux  plans  tiiuj^cnts  stationnaires  coïncident  avec  le  ])lan 
tangent  le  long  de  la  nouvelle'  <^'*-nératrice  stationuaire.  Or  les  deux 
plans  tangents  stationnaires  de  la  surface  qui  passent  par  TK  sans 
coïncider  avec  le  plan  tangent  singulier  coïncident  avec  le  plan  dont 
la  courbe  d'intersection  a  un  point  de  contact  de  second  ordre  de  deux 
branches.  Ce  plan  est  donc  tangent  au  cône  rrsidu  lu  long  de  sa  nou- 
velle gi'nératrice  stationuaire,  ce  que  nous  avons  avancé  au  commence- 
ment du  jirésent  n". 

*)  Voir,  par  exemple,  le     15.  de  mou  mémoire  sur  les  sjstôqies  do  courbes. 


Digitized  by  Google 


Sor  la  tbtiorie  des  suffacea  réeiproi|iim.  487 

Ou  comprendra  peut-être  mieux  notre  laisonnemeiit,  si  nous  attri- 
buons —  ce  qui  est  permis  —  à  un  cône  ctroonscrît  dont  le  sommet  se 
trou?e  seulement  dans  le  plan  singulis  les  nombres  plQckériens: 

02'=*  a,  d  +  6,  x,  -=  X  —  4, 

Alors  le  cône  au  sommet  T  qui  nous  occupe  aura  les  nombres: 

a,  -=ö.,,  d,  =  dj  —  1,  X,  =  X2-^-l,• 

n,'=  1,    b^"  h.,'  —  n  -f-  4,    t*,'=  c./—  2, 

qui  servent  à  ex}irinier  la  substitution  d'une  génératrice  statiounafre  à 
une  géuératricc  double. 

27.  H  e.sultats.  £ii  plaçant  le  sommet  d'un  cône  circouscrit  dans 
le  plan  dont  la  section  présente  un  contact  du  second  ordre  de  deux 
branches,  on  verra  que  ce  plan  est  un  plan  tangent  simple  de  l'enve- 
loppe des  plans  tangents  stationnaires.  Selon  les  deux  n""*  précédents 
la  tangente  singulière  sera  sa  génératrice  de  contact  avec  cette  déve- 
Ioji[)able,  et  le  point-clos,  le  point  correspondant  de  Taréte  de  rebrousse- 
meut  de  la  développable. 

Au  point-clos  aura  donc  lieu  une  coïncidence  des  points  de  contact 
d'un  j)lan  tangent  stationnaire  avec  la  surface  et  avec  l'arête  de  re- 
bruus.senient  de  1  enveloppe  de  ces  })lans,  et  on  voit  par  les  mêmes 
procédés  «jue  diuis  le  n''  10.  que  cette  coïncidence  comjitc  au  Divins 
pour  deux,  et  (pie,  par  conséipient,  le  coëfticient  de  /  dans  l'équation 
(1*J)  doit  être  égal  ii  2  ou  à  un  nombre  ]dus  grand  que  2.  Nous  avons 
trouvé  par  d'autres  procédés  (en  égalant  le  genre  de  la  surface  à  celui 
de  la  surface  réciproi^ue*),  quç  le  coëfficient  doit  être  égal  à  3;  mais 
nous  ne  savons  établir  direäetnent  ce  résultat,  Cjui  amène  celui  sur 
Tordre  de  contact  de  l'arête  de  rebroussement  avec  la  courbe  parabo- 
lique que  contient  l'énoncé  suivant: 

Le  plan  par  la  tangente  singulière  dont  la  section  présente  un  con- 
tact de  second  ordre  de  deux  branches,  est  tangent  à  renvdoppe  des  plans 
tangents  stationnaires  le  long  de  la  tangente  singulière  \  son  point  éPoscu- 
laiion  aœc  Varête  de  rebroussement  de  la  même  dêvdoppabU  se  trouve 
au  point-dos,  La  bran^  correspondante  de  la  courhe  paràboUque  a, 
au  poitU-alos,  un  contact  du  cinquième  ordre  avec  Varête  de  rebroussement. 

Dans  les  n**  précédents,  nous  avons  encore  prouvé  les  résultats 
suivants  : 

Le  plan  iuwjait  simjidicr  m  un  imni-dos  est  tangent  à  quatre 
nappes  de  l'enveloppe  des  plans  tangents  stationnaires  le  long  de  droites 
passant  par  le  pöiint-iitos\  tnais,  en  génial,  les  points  correspondants  de 


*)  Voir  l'addition  sur  le  genre  qui  se  trouvera  aa  n*  76.  da  présent  mémoire. 
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Van'tc  cuspidale  de  celie  dcvcloppàblc  ne  sc  frouvoif  |)rt.s  an  point-cìos. 
Les  branches  cotìcspondantes  de  la  courhe  paraholiqucs  passent  par  le 
poiìif-clos  et  sont  tangentes  au  plan  tam/cnt  singulier.  On  voit  donc  que 
les  points  de  l'arête  cuspidale  ne  coïncident  pas  avec  les  points  corre- 
spoudauts  de  la  courbe  parabolique,  de  fu(;on  qae  les  plans  tangents 
■tetknuiures  qai  ooînddent  avec  le  plan  tangent  singulier  n'ont  aucune 
influence  à  J'équatîon  (10). 

Le  plan  tangent  singulier  en  un  point-clos  est  plan  tangent  simple 
de  la  développable  tangente  à  la  surface  le  long  de  la  courbe  cuspidale. 

28.  Flans-clos.  La  détìnition  d'un  plan-clos  est  réciproque  à  celle 
d'un  point-clos.  Les  plans-clos  sont  donc  des  singularités  ordinaires  à 
une  surface,  regardée  comme  enveloppe  de  [dans,  (jui  a  déjà  une  courbe 
parabolique.  Les  propriétés  de  ces  plans  ye  déduisent  |)ar  le  princii)e 
de  dualité  de  celles  des  points- clos.  Nous  eu  signalerons  les  sui- 
vantes: 

Un  plan-clos  est  t;in<xent  à  la  surface  le  long  d'une  droite  que  nous 
appellerons  la  dmitf  simjidHrc.  La  section  f|u'i!  t'ait  à  la  surface  est 
composée  de  cette  droite,  |)rise  deux  fois,  et  dune  section  résidue  d'ordre 
ft. —  2,  qui  est  tangente  à  la  droite  singulière,  et  qui  a  sur  elle,  en  un 
point  difiérent  du  point  de  contact,  un  j)oint  quadru{)le;  nous  apj)elle- 
rons  ce  k  point  singulier  du  plan.  —  La  section  faite  à  lu  surface 

par  un  plan  j)assaut  par  la  droite  singulière  est  comj)osée  de  cette  droite 
et  d'une  section  résidue  d'ordre  n  —  1 ,  dont  deux  branches  sont  tangentes 
à  la  droite  singulière  au  point  singulier,  et  une  branche,  qui  fait  une  in- 
flexion, au  point  de  contact  de  la  même  droite  avec  la  section  faite  par  le 
plan«clo8.  —  La  section  faite  par  un  pUn  passant  par  le  pomt  singulier 
y  a  un  point  de  contact  de  trois  branches,  tangentes  au  plan-dos.  Le 
plan-clos  eaty  au  même  point,  tangent  —  mais  non  pas  osculateur  —  à 
quatre  branches  de  la  courbe  cuspidale;  il  est  aussi  tangent,  le  long  de 
quatre  droites  passant  par  le  point  singulier,  à  la  déreloppable  tangente 
à  la  surfaee  le  long  de  sa  courbe  cuspidale.  Une  branche  simple  de  la 
courbe  parabolique  est^^  au  même  point,  tangente  au  plan^clos.  —  Le 
planHsIos  est  oseokteur,  an  poini  de  contact  de  sa  sedùm  résidue  avec 
la  droite  singtûière,  à  la  courbe  cuspidale ,  qui  y  est  tangente  à  la  droite 
singulière.  L'arête  cuspidale  de  la  développable  tangente  à  la  surface 
le  long  de  sa  courbe  cuspidale  a,  en  ce  point,  la  même  tangente  et  le 
même  plan  osculateur. 

Nous  voyons  que  la  droite  joignant  un  point  P  de  l'espace  au  point 
singulier  d'un  plan-clos  est  génératrice  quadruple  du  cône  qui  projette 
la  courbe  cuspidale  ;  elle  compte  donc  pour  6  des  h  génératrices  doubles 
de  ce  cône.  N'ayant  avec  la  surface  que  trois  intersections  coïncidentes, 
elle  n'appartient  pas  aux  droites  dont  le  nombre  est  indiqué  par  le 
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premier  meml)re  de  T^quatioii  (18)*).  Il  faut  donc,  dans  le  second 
membre  de  cette  ('(juatioii,  soustraire  Ci  x  du  nombre  //. 

Désignons  par  T  un  point  placé,  à  une  distance  iuliniment  ])etite 
du  premier  ordre  du  point  singulier  S  d'un  plan -clos,  sur  une  des 
(piatre  branches  de  la  courbe  cuspidale.  Alors  la  section  laite  par  le 
plan  PST  a  au  point  >S  un  point  de  contact  de  trois  branches,  dont 
les  deux  tendent  à  former  un  point  do  rebroussement  de  seconde 
espèce,  pendant  que  la  courbure  de  ia  troisième  branche  diffère,  en 
général,  d'une  quantité  finie  de  celles  des  deux  premières.  Cette  branche 
reneontre  donc  la  droite  PT  en  un  point  U  dont  la  distance  de  T 
est  infiniment  petite  du  second  ordre.  Il  s'ensuit  que  2  ■  4  des  coïnci- 
dences indiquées  par  le  premier  membre  de  l'équation  (15)**)  ont  lien 
en  S.  Nous  avons  donc  prouvé  que  le  second  membre  de  cette  équa> 
tion  doit  contenir  un  terme  8  %, 

On  déduit  aussi  des  propriétés  du  point  singulier  d'un  plan-clos  le 
coëfficient  3<4«>12  du  terme  12%  de  l'équation  (22 >)  (voir  le n«  8.). 
Le  terme  %  de  la  même  équation  résulte  de  la  définition  d'un  point-clos. 

• 

VII. 

Points  biplanalres  {B)  et  plans  biponctuels  {lï). 

29.  Un  point  biplanaire  est  un  point  double  de  la  surface  <nï  le 
cône  Uiiigcnt  s'est  décompose  en  deux  |?/ans.  Cette  définition,  qui  est 
poiutiuUcj  sapplique,  en  particidiet\  à  tous  les  points  d'une  courbe 
double;  mais  en  attribuant  expresst'uient  à  notre  surface  une  courbe 
doul)l(',  nous  n'aunjus  ici  à  nous  nceuper  (jue  des  points  dont  les  pro- 
jirit'tes  résultent,  en  (jt'm'ral,  de  la  dt'fiuition  si  1  ou  regarde  la  surface 
comme  lieu  de  points.  Nous  ajipellerons  les  deux  plans  dont  se  com- 
pose le  cône  tangent  les  plans  tangents  sini/uliers,  et  leur  droite  d'in- 
tersection la  tangente  singulière. 

Une  section  plane  par  un  ])oiut  biphuiaire  Ji  y  a  un  point  double, 
dont  les  branches  sont  tangentes  aux  droites  d  intersedion  du  plan  avec 
les  deux  plans  singuliers.  Ces  deux  tangentes  coïncideront,  et  le  point 
singulier  de  la  section  deviendra  stationnaire,  si  le  plan  passe  par  la 
tangente  singulière. 

Les  droites  par  B  qui  se  trouvent  dans  un  plan  tangent  singulier 
rencontrent  la  aurfoce  en  trois  points  coïncidents.  B  est  donc  un  point 
triple  de  la  section  faite  par  ce  plan. 

En  résumé,  «fie  droite  qu^eongm  par  un  point  biplanaire  reneontre 
la  surface  en  deux  points  a/mcidents,  les  droites  des  plans  tangents  sin- 


•)  Voir  le  n"  6. 
Voir  le  B»  e. 
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ffulìcis,  en  trois,  ci  trois  droites  de  ehacun  de  ces  pians,  en  quatre.  La 
section  faite  par  un  plan  qiieleoiique  par  le  point  hiplanairc  y  a  un  point 
double,  celle  que  fait  un  plan  par  la  tangente  singulière ,  un  point  sta- 
Uannaire,  et  celles  que  font  les  deux  plans  tattgents  slaiûmnaires,  des 
points  triples.  Les  six  droites  qui  rencontrent  la  surface  en  qoatre 
points  coïncidents  s  aitpellent  les  tangentes  primipales* 

Quant  à  la  figure  d'une  surface  dans  le  voisinage  d'un  point  bi- 
planaire  nous  'renvoyons  à  la  description  qu'eu  fait  M.  Klein  dans  son 
mémoire  sur  les  surfaces  du  troisième  ordre*),  et  aux  figures  qu'il  a 
fait  suivre  à  ce  travail.  Les  surfaces  qui  y  sont  représentées  n'étant 
que  du  troisième  ordre,  les  sections  faites  par  les  plans  tangents  sin* 
guliers  sont  composées  de  trois  droites. 

30.  Mcprvsentation  analytique.  Si  Ton  prend  un  point  biplanaire 
d'une  surface  pour  origine  des  coordonnées,  el  les  deux  plans  tangents 
singuliers  pour  plans  y  0,  z  ^0,  l'équation  de  la  surface  aura  la 
forme  suivante 

(I)  î/^  +     =  0, 

où  tous  les  termes  de      sont  tl  uii  degré  suj)éricur  au  deuxième. 

Cette  é(|u;iti()ii  luontre  toutes  les  jtropriété.s  des  |)oints  liijilauaires 
<|ue  uuus  avons  indi(jU('es  dans  le  W  pri'it'deut.  Nous  I  a|»i)li(|ueron3 
à  la  déterininatiou  des  tangentes  aux  branches  de  la  courbe  parabolique 
qui  sont  tangentes  au  plan  singulier  ^  =  0,  saus  être  tangentes  ù  la 
tangeute  singulière**). 

On  peut  déduire  de  l'équation  (l)  une  série  servant  à  exprimer 
l'ordonnée  e  d'un  point  de  la  surface  qui  se  trouve  à  une  distance  petite 
du  point  biplanaire  sur  une  sécante  par  ce  point  qui  fait  un  angle 
petit  avec  le  plan  «  0.  Cette  série,  développée  suivant  des  termes 
de  degré  ascendant  par  rapport  à     et  y,  commencera  par 

On  en  déduit 

Vày'éx)      dx*  äy«  "  y* 

En  y  égalant  le  numérateur  à  zero,  on  aura  l'équation  de  quatre  droites 
tangeutes  à  la  courbe  parabolique.  Les  quatre  nappes  de  l'enveloppe 
des  plans  tangents  stationnaires  qui  cori:espondent  à  ces  branches  de 
la  courbe  parabolique  sont  tangentes  au  plan  singulier  U'^O*  (Comparer 
au  n«  23.) 


*j  Mathciuatibchu  Auuulen  VI. 

**)  Nous  verrons  dans  les  n*'  luivanta  quo  la  tangcuio  siogulière  n*est  tan» 
gente  à  aucune  branche  do  la  conrbe  parabolique. 
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31.  Cône  cinuììscrit  quelconque.  La  sectn)n  fait*'  ])ar  ini  jilaii 
passant  j);ir  un  point  biplanuire  Ji,  ayant  à  ce  point  un  point  double, 
qui  n'c.>t  pus  un  ])<)int  d  intcrsi'ciion  avec  la  courbe  double,  est  do  la 
classe  a  —  2.  On  dit  <pie  le  point  JJ  en  est  uu  „sonnuet  double"*). 
De  même,  le  point  statiounaire  de  la  section  faite  [»ar  un  plan  passant 
par  la  taugeute  singulière  étant  uu  sommet  triple,  cetlç  sectiuu  est  de 
la  elasse  a, —  3.  On  voit  done  que  deux  généralrices  d'interaeetion 
d'un  cône  circonacrit,  dont  nous  ujipelons  le  sommet  arec  un  plan 
])as.sant  par  TB  coïncident  avec  cette  droite,  trois  si  le  plan  passe 
aussi  par  la  tangente  singulière.  La  droite  PB  est  donc  une  généra- 
trice  stationnaire  du  cône  dreonscrit,  et  le  plan  tangent  le  long  d^dlepam 
par  la  tangente  singulière, 

La  droite  1*B  ne  rencontrant  la  surface  qu'en  deux  points  coïnci- 
dautsy  ne  rencontrera  la  première  polaire  de  P  qu'en  un  seul  point  coin- 
cidant  avec  eux.  Il  eu  résulte  que  PB  n'est  pas  tangente  en  ^  à  la 
courbe  de  contact  du  cône  circonscrit.  Ce  cône  ajant  PB  pour  géné- 
ratrice stationnaire,  il  faut  que  B  soit  uu  point  stationnaire  de  la  courbe 
de  contact. 

PB  est  génératrice  stationnaire  du  cône  circonscrit  sans  appartenir 
au  nombre  indiqué  par  le  premier  membre  de  Téquation  (13)'*'*).  Il  faut 
donc,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  soustraire  B  du  nombre 
total  X  des  g«*nérat rices  station n aires. 

11  serait  i)lus  ditticile  de  déterminer  directement  le  coefficient  4  du 
terme  4B  du  second  membre  de  I'ecjuation  (20'')  dans  le  Ji"  8.;  mais 
ou  peut  faire  l'usage  inverse  de  cette  é(juution  déduite  de  celles  du 
n"  3.:  la  valeur  du  coi-llicK  iit  <|Ul'  nous  venons  de  nommer  nous  montre, 
que  le  lieu  des  tangentes  j»rincipulcs  que  contiennent  les  plans  tangents 
passant  par  P  a  deux  na])])es  ayant  1  une  avec  l'autre  uu  contact  du 
premier  ordre  le  long  de  la  tangente  singulière  en  //, 

>VZ.  C>'')/f  circouscrif  (u/aiif  ji'iiir  soiumel  un  point  P  d'un  plan 
t(W;fr)i(  siìnjìill'r  à  un  point  hiplauuirr  11.  On  voit  i)ar  les  procédi'S 
ordinaires  (pie  ce  cône,  <|ui  ne  se  déconijMisc  jias,  a  trois  nappes  tan- 
geuLes,  le  long  de  PB,  uu  plan  tangent  singulier.    Les  é(|uivalents  de 

cette  singularité  ont  les  valeurs  de  (^JÌ'      ou       7,^  «J"  (q'     •  Selon 

le  n"  ."30.,  seulement  les  dernicres  de  ces  valeurs  sont  possibles,  ce  qu'on 
j»eut  aussi  voir  indé|)endeniinent  de  la  représentation  anal)ti<|ue,  en 
remarquant  «^ue  la  droite  1*1»  qui  ne  rencontre  la  surface  qu'eu  trois 
points  coïncidents,  ne  peut  appartenir  aux  ò  génératrices  doubles  du 
cône  circonscrit 


•)  Voir  la  note  du  n*  16. 

**)  Voir  la  démonstration  de  cette  formule  dans  le  n*  0. 
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On  voit  donc  que  le  plan  tangent  singulier  n'est  it&a  tangent  à  la 
développable  bitaiigente. 

Si  le  sommet  P  se  trouve  sur  une  des  tangentes  aux  branches  du 
point  triple  de  lu  section  laite  j)ar  le  ])lau  tangent  singulier,  ou  sur 
une  de  ses  quatre  génératrices  de  contact  avec  l'enveloppe  des  plans 
tangents  statiounaires ,  le  cône  subira  aux  mêmes  altérations  que  nous 
ayons  indiquées  pour  les  cas  analofi^nes  dans  le  n*  24. 

33.  Cône  circmscrit  ayant  [mir  somnirf  un  jioint  hiplandirr  J3. 
Quatre  des  tangentes  qu'on  i)cut  mener  de  Ji  à  une  section  plane  par 
ce  point,  qui  est  de  la  classe  a  —  2,  coïncident  avec  les  tangentes  eu 
ce  point.   L'ordre  du  c6oe  résidu  est  donc  égal  à  a  —  G. 

Trois  des  plans  tangents  qu'on  peut  mener  à  la  surface  par  une 
droite  quelconque  passant  par  coïncident,  selon  le  n*>  31.,  avec  le 
plan  passant  par  la  tangente  singulière.  La  classe  du  cône  résidu  est 
donc  égal  à  ii  —  3. 

La  section  faite  par  nn  plan  tangent  singulier  est  de  la  classe 
a— 6=-a| .  Les  génératrices  d'intersection  de  ce  plan  avec  le  cône  résida 
sont  les  a — 6  tangentes  à  la  section  qui  passent  par  H,  Atcc  chacune 
des  trois  tangentes  aux  branches  du  point  triple  coïncident  deux  de  ces 
tangentes,  mais  seulement  une  des  génératrices  d'intersection  du  cône 
avec  un  autre  plan  passant  par  elle.  On  Yoit  donc  que  les  plans  ion- 
gents  singuUera  aotU  plans  tangenls  ' triples  du  cône  résidu. 

La  tangente  singalière  n'est  pas  génératrice  du  cône  résidu.  Par 
elle  passent,  à  côté  des  deux  plans  tangents  triples,  fi/^  (3  v'  —  9 
autres  plans  tangents  au  cône  résidu.  Nous  avons  vu  que  le  plan  joig- 
nant une  droite  quelconque  par  li  à  la  tangente  singulière  compte  pour 
trois  plans  tangents  menés  à  la  surfoce  par  la  droite*).  Il  en  résulte 
que  chacun  des  n — 9  plans  trouves  compte  pour  trois  des  b'  plans  tan- 
gents doubles  qui  passent  par  B.  Si  l'on  place  le  sommet  d'un  cône 
circonscrit  en  un  |)oint  queloon(|ue  d'un  de  ces  plans,  celui-ci  sera 
tangent  au  (nue  le  Ion lt  dUne  ixénéraf rice  stationnaire  PU,  et  le  long 
d'une  génératrice  ordinaire,  et  ne  conqttera,  par  conscMjiient,  <jtie  })our 
un  seul  j)lau  tangent  iloiible.  Ri  1*  se  trouve  sur  la  droite  joÌL,Miant 
IJ  à  l'autre  j>oint  de  contact,  les  deux  génératrices  de  contact  coïncide- 
ront, et  le  plan  comptera  par  consétiuenl  pour  deux  jdans  tangents 
doubles.    Nous  voyons  ainsi  que  les  n'  —  9  j>a.ss(/;</  par  la  tan- 

gente sivfjitUèrc  et  tangents  à  la  surface  en  d  autres  iwints  sont  des  ;^/«>ìò" 
tangents  simples  de  la  déceloj^ahle  hilawjvntc,  ci  que  leurs  xioints  d'osa*- 


*•  Oti  dit,  (Uni-  le  langajîc  de  la  throrin  des  pystèmes  do  courbes,  qu'une 
Bi'ction  plaue  du  cône  circunscrit  total  au  »ouuuet  JS,  a,  à  la  trace  de  la  tangente 
liogulière,  un  sommet  triple.  Avec  chacune  des  taDgeutea  par  ce  point  à  1^  section 
du  cône  réâdv  oolocident  troit  tangentes  doubles  de  la  fection  du  cOae  total 
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ialion  avec  l'arête  cuspidale  de  celle  dvveloppaOlc  6c  trouvent  au  poitU 
hiplanairc*). 

De  même  *jue  les  c(>url>es  de  contact  de  côues  circonscrits  (voir  le 
n*  31.)  les  n  — 9  brandies  de  la  courbe  de  contact  de  la  développable 
bitangeüte  qui  passent  par  U  y  auront  des  poiats  station naires,  ce  qu'on 
prouve  par  des  raisonuements  semblables. 

Ayant  deox  plans  tangents  triples ,  qui  ne  sont  pas  même  plans 
tangents  doubles  de  la  sorfoce,  et  ayant  perdu  3  (n — 9)  plans  tangents 
doubles,  le  cône  résida  aura 

ft,'n=  6'  4-  G  -  3  (n— 9)  —  6'  —  3»  +  33 
plans  tangents  doubles. 

Les  nombres  pliickériens  du  cône  résidu  auront  donc  les  valeurs  de 

o,  =  a  —  6,  d,  =  d  —  6a  -{-  GO,  x,  =  x  —  25, 
M/=n'-3,   2»,'  =  ò'— 3n'+33,    c/=c  — 16. 

11  résulte  des  n<"  jyrécédents  qu'avec  chacun  des  plans  singuliers 
coïncident  (au  moins)  8  des  plans  tangents  statioûnaires  qui  passent 
par  JH.  La  valeur  de  e  montrei  que  ces  plans  sont  les  seuls  plans 
tangents  stationnaires  qui  passent  par  B.  Chacun  des  plans  tangents 
singvdiers  m  un  point  biplanairc  est  plan  tangent  quadruple  de  l'etivC' 
loppe  des  plans  tangents  sfafiofmnirrs]  les  gnuratrices  de  cmtact,  ma/s 
non  pas  les  hrnnchcs  eorrespondantes  de  V arête  de  rebroussetnent  de  la 
dévéLo]^^le,  passent  j^r  le  point  hiplanaire, 

34.  Cône  circonscrU  ayant  pour  sommet  un  point  T  de  la  tangente 
singulière  en  un  point  hiplanairc  B.  On  voit  immédiatement  que  a^^^a, 
et  l'on  déduit  du  n"  ?A.  (|ue  jj,'=n'-  1. 

Un  plan  jiassant  }»;ir  la  tangente  singulière  rencontre,  en  général, 
le  cône  en  (juatre  g»-n*'ratrices  coïncidentes,  et  les  deux  plans  tangents 
singuliers  le  rencontrent  en  G.  Ces  deux  jdans  sont  les  seuls  plans 
tangents  le  long  de  la  génératrice  singulière;  ils  jouent  tt)us  deux  le 
nir-mo  nMe:  il  faut  donc  que  la  singularité  du  cône  soit  formée  de  deux 
(:ou])les  de  nappes  tangentes  entre  elles.  Les  jdans  tangents  à  ces 
napj)es  comptent  j)our  (piatre  j)lans  tangents  doubles  du  cône  résidu, 
pendant  qu'aucun  de  ses  plans  tangents  stationnaires  n'a  la  droite  TJì 
pour  génératrice  de  contact.  Les  valeurs  de  et  r,'  se  déduisent  sans 
difficulté  de  ces  faits  et  des  résultats  trouvés  dans  les  n°'  précédents. 
On  trouve  ainsi 

a,  es  a  ,  =  d  -f-  8  ,  X,  =  X  —  f), 

<— 1,   V  =    — »'+13,   c;  =  c'— 8. 


*)  Les  propriéti-'S  ri-tij»ro(jnos  des  point<»  d'intor.-^ection  de  la  droite  singu- 
lière d'un  plan  biponctucl  (voir  le  3ö.)  avec  la  courbe  double  se  présentent 
peut- ètra  mieux  ans  yeux. 
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Huit  f;«'neratrices  doubles  du  cône  résidu  ('tant  réunies  dans  la  géné- 
ratrice singulière  TK,  nous  voyons  que  cette  droite  est  la  i)osition 
limite  de  cinq  des  »  génératrices  cuspidales,  et  d'aucune  des  Ô  généra- 
trices doubles  d'un  cône  circonscrit  dont  le  sommet  s'approche  de  la 
droite  BT.    Le  dernier  de  ces  faits  est  évident  a  priori. 

35.  Vldiis  hipoìKliuìs.  —  Un  ]ilaii  l)ij)onc(uel  est  idî  jiìdìi  langent 
à  la  surfoic  h'  il'nuf  roììiqnc-U^tUr  laniposur  ile  (faix  jìoiììfs  (som- 

mets). Cette  dt'liiiilion,  étant  taut/cìitirìlr,  cxjuiiue  que  deux  dos  |>lan.s 
tangents  qui  passent  par  une  droite  quelconque  du  plan  bipouctuel,  et 
trois  de  ceux  qui  passent  par  une  droite  aj>]iai tenant  à  un  de  deux 
faisceaux  qui  se  trouvent  dans  le  même  plan ,  coïncident  avec  lui.  Nous 
appelons  les  centres  de  ces  faisceaux  les  j^oints  singuliers  du  jjîan  In- 
ponctnei. 

Nous  signalerouä,  parmi  les  propriétés  de  ces  plans  sijiguliers,  les 
suivantes: 

La  section  faite  à  la  surface  par  un  plan  bipouctuel  est  composée 
de  la  droite  joignant  les  deux  points  singuliers,  que  nous  appellerons 
la  droite  singulière ,  prise  trois  fois,  et  d'une  section  residue  d'ordre 
n — 3,  qui  a  les  deux  points  singuliers  pour  points  triples.  —  La  section 
faite  à  la  surface  par  un  plan  passant  par  la  droite  singulière  est  com- 
posée de  cette  droite  et  d'une  section  r^idue  d'ordre  n—\,  dont  deux 
branches  sont  tangentes  à  la  droite  singulière  en  chacun  des  deux 
points  singuliers.  —  La  section  faite  par  un  plan  passant  par  un  point 
singulier  y  a  un  point  de  contact  de  trois  branches, -tangentes  au  plan 
biponctnel.  Ce  plan  est,  en  chacun  des  points  singuliers,  tangent  — 
mais  non  pas  osculateur  —  à  quatre  branches  de  la  courbe  cuspidale; 
il  est  aussi  tangent,  le  long  de  quatre  droites  passant  par  chacun  de 
ces  deux  points,  à  la  déreloppable  tangente  à  la  surface  le  long  de  sa 
courbe  cuspidale. 

Les  propriétés  des.  deux  points  singuliers  d'un  plan  bipouctuel  qui 
ont  rapport  à  la  courbe  cuspidale  étant  identiques  à  celles  du  point 
singulier  d'un  plan-clos,  il  faut  que  les  équations  (15),  (18)  et  (22'  ) 
contiennent  des  termes  où  le  nombre  est  multiplié  du  double  du 
coefficient  de  %, 

VIIL 

Points  nniplanaires  (17)  et  plans  nniponctnels  (Ü'), 

'86.  Un  poòU  mipUtnaùre  est  un  point  double  de  la  surface  où  le 
cône  tangent  est  un  plan  double  (que  nous  appellerons  le  plan  tangent 
singulier).  Toutefois,  ayant  attribué  expressément  à  la  surface  une 
courbe  double  et  une  courbe  cuspidale,  nous  ne  compreqons  au  nombre 
de  ces  points  ni  les  points  de  la  courbe  cuspidale,  ni  ceux  de  la  courbe 


ui'jio^cù  uy  Google 


Sur  la  théorie  des  aurflhcea  réciproiiim. 


495 


double  qui  satisfont  à  la  clrtlnition,  qui  ost  ponctuelle  Ppoints-pinces*) 
ou  les  poiuts  dont  nous  avons  parlé  dans  notre  article  sur  une  classe 
de  points  singuliers  de  surfaces]. 

La  définition  conduit  d'une  manièra  très-sîmple  aux  propriétés  sui- 
vantes des  points  uniplauaires: 

Une  droite  qudeonque  par  un  point  imipianaire  rencontre  la  sur- 
face  en  àeax  points  eäineidents,  ìes  droites  du  plan  tangent  singulier ^ 
en  trois,  et  trois  droites  de  cepûm  —  que  nona  appellerons  les  tangentes 
singulières  —  en  quatre.  La  section  faite  par  un  plan  quelconque  par 
le  poini  unipHanaire  y  a  un  poisU  staiionnairef  etiles  que  font  les  pians 
passant  par  les  tangentes  singulières,  des  points  de  contact  de  deux  bran- 
ches, et  cdle  que  fait  U  plan  tangent  singulier,  un  point  tripHe. 

Nous  Terrons  dans  les  n^  soivants  que  par  chacune  des  tangentes  sin- 
guUères  passent  deux,  pians  dont  les  sections  ont  des  points  de  rehrousse^ 
ment  de  seconde  espèce. 

Les  propriétés  ponctuelles  d'un  point  uniplanaire  nous  montrent 
que  la  droite  qui  le  joint  au  sommet  éPun  cône  drconsirit  est  généra' 
trice  triple  de  ce  cône,  ce  qui  explique  les  termes  — 327  et  6  des 
équations  (16)  et  (20^). 

Si  les  trois  tangentes  singulières  sont  réelles  le  point  uniplauaire 
sera  formé  de  trois  nappes  de  la  surface,  qui  renemblent  à  trois  semi- 
cônes  aplatis  qui  ont  le  point  singulier  pour  sommet.  Si  une  seule 
tangente  singulière  est  réelle, -Ja  singularité  n'est  formée  que  d'une 
seule  nappe. 

m 

37.  B^ésentation  anai^ftique.  Si  Ion  prend  un  point  uniplanaire 
pour  originel  et  le  plan  tangent  singulier  pour  plan  s^O,  l'équation 
de  la  surface  aura  la  forme  suiTaute 

(I)  #»  +  ç>-0,  ' 

où  tons  les  termes  de  9  sont  d'un  degré  supérieur  au  deuxième. 

On  en  déduit  une  série,  serrant  à  exprimer  l'ordonnée  s  d'un  point 
de  la  surface  Toisin  du  point  uniplanaire,  qui,  ordonnée  suivant  des 
termes  de  degré  ascendant  par  rapport  k  x  ei  g,  commencera  par 

(U)  z  =  y  a  ./•  '  +  ^hx-y  +  ^cxf-\-       -\  . 

Les  termes  suivants  ayant  pour  déiiomiuateur.s  dos  puissances  de 
cette  racine  carn'e,  la  série  n'est  pas  ap{>lical)le  aux  cas  où  la  droite 
joignant  l'origine  au  point  (:r,  i/,z)  fait  un  angle  intiuiment  petit  avec 
une  des  droites  déterminces  par  1  t-(piation 

(III)  o«3  +  ^bx^tr-t  ^cxy^  H-  0- 

*}  Toutefois  les  propriétés  des  poiots-pinces  se  présentent  d'une  manière  très 
simple  comme  des  cas  particnliers  de  celles  des  points  nniplanairet. 
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Ces  droites  sont  évidemment  les  tangentes  singulières.  Pour  dé* 
terminer  les  sections  que  font  les  plans  passant  par  une  de  ces  droites 
—  que  nous  pourrons  prendre  pour  axe  y^O,gsssO  —  on  pent  se 
servir  des  mêmes  procédà  au.  moyen  desquels  nous  avons  déterminé, 
dans  le  n«  16.,  les  sections  faites  par  les  plans  passant  par  la  tan- 
gente singulière  eu  un  point>pinee.  Les  r^ultats  qu'on  trouve  ici  ne 
diffèrent  pas  de  ceux  que  nous  avons  trouvâi  à  l'endroit  cité  —  ce  que 
nous  avons  indiqué  dans  le  n<*  précédent. 

Nous  pourrons  appliquer  la  série  (II)  à  la  recherche  des  branches 
de  la  courbe  parabolique  qui  sont  tangentes  au  plan  tangent  singulier, 
.  sans  être  tangentes  aux  tangentes  singulières.  On  trouve 

nv\  (  ^'^  Y    i*'  Ë±  =  9[(y-qc)x»-f  (fcc-«<^)a;y+(c*-^d)y*J  . 

^  ^  da^  4(a»«+3ò«»y-h»c«y«+dy'')        •  " 

Les  tangentes  des  branches  cherchées  seront  donc  déterminées' par 
Féquation  suivante 

(V)  — (?><?—«<?)     +  (c2-&(î)y«  —  0. 

Il  y  a  donc  deux  branches.  Celles-ei  sont  doubles;  car  la  st-rie  (IV) 
se  décompose  en  deux,  à  cause  du  double  .signe  de  la  racine  carrée 
eiitraiit  aux  termes  non  écrits.  A  ces  deux  signes  correspondent  des 
points  de  la  surtace  placés  de  côtés  ditlérents  du  plan  tangent  .singulier. 
Les  deux  branches  partielles  de  chacune  des  deux  branches  doubles  de 
la  courbe  parabolique  se  trouvent  donc  de  côtés  différents  de  ce  plan. 
Les  propriétés  des  sections  planes  nous  montrent  alors,  que  la  distance 
des  deux  branches  partielles  —  à  une  distance  du  point  nniplanaire 
qui  est  infiniment  petite,  du  premier  ordre  —  est  infiniment  petite  de 
l'ordre  \,  Elles  forment  donc  un  point  stationnaire. 

Les  deux  nappes  de  l'enveloppe  des  plans  tangents  statiounaires 
qui  correspondent  aux  deux  branches  trouvées  de  la  courbe  parabolique 
sont  évidemment  tangentes  au  plan  tangent  singulier  le  long  de  droites 
passant  par  le  point  nniplanaire*). 

Note.  Nous  verrons  dans  le  n«  suivant  qu'on  peut  trouver  indé- 
•  pendamment  de  la  représentation  analjrtique,  que  le  plan  tangent  sin- 
gulier est  plan  tangent  double  de  l'enveloppe  des  plans  tangents  sta- 
tiounaires. Alors  on  aura  le  moyen  de  trouver  sans  colevi  l'équation  (V) 
des  tangentes  des  deux  branches  correspondantes  de  la  courbe  para- 
bolique. En  effet,  son  premier  membre  doit  être  un  covariant  de 
as^  3&s*jf  -|-  Zcxy'^  -f-  Jy',  et  il  n'en  existe  q'un  seul  qui  soit  du 
second  degré. 


*)  On  sait  que  lei  radnes  de  Téquation  (V)  sont  réslles,  si  une  seule  racine 
de  (UI)  est  ié«Ue,  imsgiaaues  si  tontes  les  moines  de  (III)  sont  réelles.  On  peat 
reudre  ces  résultats  visibles  par  des  modèles. 
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Le  même  raisonnenieiit  (UMiiontre,  que  la  nu*uie  equation  ropn'sente 
les  deux  gémerai  rices  de  contact  du  plan  tan^'cnt  singulier  avec  Icnvt;- 
lopjie  des  jdans  tangents  stationiiaires.  Il  faut  doue  que  l  un  des  deux 
cas  suivants  ait  lieu:  chacune  des  deux  génératrices  est  tangente  à  la 
branche  correspondante  de  la  courbe  parabolique,  ou  l'une  est  taiigeute 
à  la  branche  qui  correspond  à  l'autre.  £n  cherchant  les  coordonnées 
du  plan  tangent  en  un  point  de  l'une  ou  Fantre  des  deux  branches*), 
on  voit  que  c'est  le  dernier  cas  qui  a  lieu,  ou  bien,  gue  Vune  des  ra» 
eines  de  VégmaUon  (V)  déermme  la  génératrice  de  Ven/veloppe  des  plans 
tangenis  staHannaires  qui  correspond  à  la  brandie  de  la  courbe  para' 
hoUque  doni  la  tangente  se  détermine  par  Vauire  racine. 

38.  Cône  cinviiavrit  dont  le  sommet  P  se  trourr  dn)is  ir  plan  fan- 
gent  sniyulicr  d'un  jioinf  uniphuiairc  U.  Il  résulte  des  jiiopriétés  ex- 
posées dans  le  n"  3G.,  que  la  droite  FU  est  génératrice  quadruple,  que 
el  plan  tangent  singulier  est  le  seul  plan  tangent  au  cône  le  long  d'elle, 
et  qu'il  contient  six  génératrices  coïncidentes.  Noua  avons  prouvé, 
dans  le  n«  6.  'de  notre  article  sur  les  singularOés  des  eoufhes  pkmes, 
que  cette  singularité,  on  celle  d'une  section  plane  du  cône,  a  les  èqui- 

valants  (^'^  ^)  ou 

/3-f-5  — 3a,  2  +  2«\  „  -  a 

(  ,-3«;  2«)'  «>^'  <'^«<^' 


ou 


U_  1-3/3.  1+2/î/'  '   "<.P<;  8 


.g- 1-3^,  14-2/î 

Les  valeurs  de  q  qui  sont  >  3  correspondent  aux  cas  où  les  nappes 

ont  des  contacts  d'un  ordre  plus  élevé  que  nécessaire  pour  former  la 

singularité  décrite.  Nous  essaierons  donc,  selon  notre  principe  exposé 
dans  la  deuxième  note  du  u'^  19.,  de  lui  attribuer  la  valeur  de  3.  Alojrs 
les  équivalents  auront  un  des  groupes  suivants  de  valeurs**): 

/5,2V    /G,  2\_/3,4\.    /S,  3\ 

Va,  a)'  V3,  o)  =  Vo,  2/'  Va,  v' 


*)  Comparer  aa  n"  23.  Oraee  aux  considi^rations  qui  précèdent  il  sufBt  de 
considérer  un  cas  partiriilier  celui  par  exemple  où  t  ==  c  =  0.  Alors  l'équation  (V) 
se  réduira  ;i  xy  =  0,  et  les  coordonnt-e»  taugentielles  X.  et  Y  sont  déterminées 

par  SiiC»  —  3a«*-|  ,  SzT—  — 3</y*4-'><.  —  On  voit  donc  que  Ika-^ b=0 

X  •  •  ^ 

amène  lim-^<>*0. 

••)  Le  (][uatrième  groupe  résulte  d'une  complication  du  deuxième;  ou  n'aurait 
donc  pas  en  besoin  d^avoir  recours  à  celui-là  que  dans  le  cas  actuel  où  le  troi- 
nème,  équivalent  an  deozièmei  te  montrera  powible. 
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Nous  pourrons  dtHeriniiUT  directement  le  nombre  de  génératrices 
doubles  du  cône  qui  coïncident  avec  PU.  En  effet,  ce  nombre  qui 
est  égal,  selon  le  n  '  30.,  à  trois  pour  une  position  quelconque  du  som- 
met P,  ne  s'augmente  pas  ici,  où  la  droite  PU,  ne  rencontrant  la 
surface  qu'en  trois  points  coïncidents,  ne  peut  être  tangente  double. 
Le  seul  des  quatre  groupes  d'équivalents  qui  reste  possible  est  donc 


\0,  2/ 


On  retrouve  ainsi  le  résultat,  trouvé  dans  le  u*^  précédent 

par  la  représentation  analytique,  que  le  plan  tangent  singulier  est  plan 
tangent  double  de  l'enveloppe  des  plans  tangents  stationnaires.  On 
voit  en  même  temps  qu'il  n'est  pas  tangent  à  la  développable  bitan- 
gente. 

[En  faisant  usage  du  résultat  trouvé  par  la  représentation  ana- 
lytique, on  aurait  pu  éviter  de  faire  aucune  supposition  sur  la  valeur 
de  q  dans  les  expressions  générales  des  équivalents,  du  moins  si  l'on 
s'était  assuré  que  le  plan  tangent  singulier  est  seulement  plan  tangent 
simple  de  chacune  des  deux  nappes  de  l'enveloppe  des  plans  tangents 
stationnaires.] 

Les  valeurs  trouvées  des  équivalents  nous  montrent*),  que  deux 
nappes  du  eâne  dramsarU,  tangentes  au  plan  tangent  singulier,  ont  la 
droite  P  U  pour  génértxtriee  slatiannaire. 

Si  le  sommet  P  se  trouve  sur  une  des  deux  génératrices  de  contact 
du  plan  tangent  singulier  avec  l'enveloppe  des  plans  tangents  station- 
uaires,  le  cône  circonscrit  aura  une  singularité  représentée  par  les 

équivalents^^'  qui  sont  compris  dans  les  dernières  expressions  gé- 
nérales des  équivalents  pour  ^  4,  ß  ^  Ì.  Cette  singularité  est  for- 
mée d'une  seule  nappe  quadruple,  dont  une  section  plane  a  un  point 
quadruple  ressemblant  à  un  point  de  rebroussement  de  seconde  espèce. 

'  89.  Câne  dreonserU  ayant  pour  sommet  un  point  uniptanaire  Ü. 
Le  cône  résidu  est  de  l'ordre  «i  »  a  —  6  et  de  la  classe  n{^n  —  G, 
et  il  a  2^  trois  tangentes  singulières  pour  généraMees  deMes^),  Les 
plans  tangents  an  cône  le  long  d'elles  font  à  la  surface  des  sections 
douées  de  points  de  rebroussement  de  seconde  espèce  —  ce  que  nous 
avons  avancé  dans  le  n*  36. 

Par  chacune  des  tangentes  singulières  passent  —  4  »  10 
plans  tangents  au  cône  le  long  d'autres  génératrices.  Chacun  de  ces 
plans  compte  pour  deux  des  h*  plans  tangents  doubles  qui  passent  par 
le  point  Uj  pendant  que  le  plan  tangent  singulier  n'est  plan  tangent 


*)  Voir  le  D"  6.  de  l'article  sur  les  nngularûéa  dea  comhu  piimu. 
**)  Comparar  au  n"  17. 
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double  dì  ù  la  surface  (n*  38.),  ni  au  côiic  ré.-:i(Ju.  On  trouve  ainsi 
le  nombre  6,'  et  ensuite  les  autres  nombres  pliickériens  du  cône  résidu: 

—  a  — 6a +  60,  »,  —  »  —  24, 

<— n'— 6,     6,'— 5'— 6n'+60,  c,'— ò'--24. 

Lps  singularities  des  tiuigtiitrs  singulières  n'étant  pas  iliffj'rcijtes 
de  celles  de  la  tangente  singulii  re  en  un  ])oint-pince,  il  faut  que  3-G  =  18 
des  plans  tangents  station uîiires  ])erdus  coïncident  avec  les  plans  tan- 
gents le  long  des  trois  tangentes  singulières.  Les  2  •  3  autres  doivent 
coïncider  avec  le  plan  tangent  singulier,  trois  pour  chacune  des  deux 
nappes  de  l'enveloppe  des  plans  tangents  stationuaires  qui  sout  tangentes 
à  ce  plan.  On  voit  donc  -  que  toutes  les  huit  branches  de  l'arête  de 
rebroussement  de  Tenveloppe  des  plaus  tangents  stationnaires  qui  cor- 
respondent aux  huit  nappes  de  cette  développable  qui  passent  par  V, 
passent  par  ce  même  point.  Ce  résultat  est,  pour  les  deux  nappes  qui 
sont  tangentes  au  plan  tangent  singulier,  d'accord  avec  le  ftdtf  prouvé 
dans  le  n*  37.,  que  les  deux  branches  correspondantes  de  la  coarbe 
parabolique  ont  des  points  stationnaires  en  U. 

40.  Câne  circonscrit  ayant  pour  sommet  un  point  T  d'une  tamjcntc 
singulière  en  un  point  uniplanairc  U.  Ou  voit  iuinièdiatement  (jue 
a,  =  a,  JJ,'=  «' —  1.  La  droite  2' U  est  génératrice  G- tuple,  et  les 
seuls  plans  tangents  le  long  d'elle  sont  le  plan  tangent  singulier  et  les 
deux  autres  plans  tangents  stationnaires  qui  passent  par  TU,  Aucun 
de  ces  plans  ne  contient  plus  de  sept  génératrices  coïncidentes.  U 
serait  possible  d'expliquer  ce  fait  de  denx  manières  différents;  mais  en 
ayant  égard  aux  résultats  trouvés  pour  un  point- pince  dans  le  n«  18., 
on  se  décidera  pour  l'explication  suivante:  la  singularité  du  cône  est 
formée  de  trois  nappes  doubles,  formant  des  génératrices  stationnaires. 
Aucun  des  trois  pbins  tangents  n'étant  plan  tangent  double  ni  'à  la 
surface,  ni  an  cône  circonscrit,  on  trouve  de  la  manière  ordinaire  la 
valeur  de  &/,  et  ensuite  celles  des  antres  nombres  plfickériens  do  cône 
résidu: 

a,  «a  ,  ^j— ,  «, S, 
n,'— »'-1,      6/— ô'— »'-f-10,  c'-6. 

Deux  des  six  plans  tangents  stationnaires  perdus  coïncident  avec  le 
plan  tangent  singulier;  chacun  des  deux  autres  plans  tangents  au  cône 
le  long  de  TU  comptent  pour  deux  plans  tangents  stationnaires, 
étant  leur  génératrice  de  contact  avec  l'enveloppe  des  plans  taugents 
stationnaires. 

La  génératrice  singulière  du  cône  résidu  représente  douze  généra' 
trices  doubles  et  trois  génératrices  stationnaires.  Les  expressions  trouvées 
des  nombres  plUckériens  nous  montrent  qu'elle  est  la  porition  limite 
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de  sept  géniTatrices  doubles  et  de  six  g^'iu-ratrices  stationnaires  d  im 
cône  circonscrit  dont  le  sommet  s'approche  de  la  droite  UT. 

41.  ßMUUs,  £a  plaçant,  comme  dans  le  19.,  le  sommet 
d'un  cône  circonscrit  sur  un  des  plans  tangents  stationnaîres  qui  ont 

la  droite  U  T  pour  génératrice  de  contact  avec  l'enveloppe  de  ces  plans, 
ou  aura  le  moyeu  d'étudier  la  branche  de  la  courbe  parabolique  qui  y 
rorrespoixl.  On  froiivc  ainsi  les  mêmes  résultats  qu'à  l'endroit  cité. 
Eu  les  ajoutant  à  ceux  (|ue  nous  avons  trouvés  dans  les  u**^  précédents, 
nous  pourrons  énoncer  que 

('Jiitrioïc  (h S  trois  tinifjoifts  siiH/uliirrs  en  un  point  xiiijiI'Dta in  rsf 
(jt  tu'ratnn  <Ir  (]r(H'  iKqqns  d<  I'l  nvt  lopju-  ili  s  pians  tanyï  iits  ^tatioìinairrs 
de  la  snrftur-^  leurs  points  de  ronind  nni  i'nrdc  rtispidtdc  dr  cette  dt'rr- 
hppaf>lr  se  trouvent  au  point  uniplonairt .  fjs  six  Inanrìus  correspon- 
diDitfs  de  la  courbe  pinutixAiquc  ont,  au  pood  umplanairc j  des  contacts 
du  troisiinic  ordre  avec  l'arcte  cuspid(dc.  —  Le  plan  tancjcnt  sinf/uliei- 
est  tamjcnt  à  deux  nappes  de  lemveloppe  dea  plans  tangents  stationnai  res. 
Les  hranciics  correspondantes  de  Varête  cuspidale  de  cette  drvehpjtablc 
passent  par  le  point  «niplanaire.  Les  branches  correspondantes  de  ta 
eom^  jMToMigfue  otU,  m  et  pomis,  des  points  staHomutireg. 

Nous  voyons  ainsi  que  huit  coîncidenees  de  points  de  la  courbe 
paniboli(|iic  avec  les  points  correspondants  de  l'arête  cuspidale  de  l'enve- 
loppe des  plans  tangents  stationnaîres,  ont  lieu  en  un  point  uniplanaire, 
et  qne  six  de  ces  coïncidences  comptent  chacune  pour  deux.  Nous 
avons  donc  rendo  compte  dn  coëfficient  14  «  2  •  6  2  que  noos  avons 
attribué  à  U  dans  Téquation  (19)  (voir  le  n*  7.). 

42.  Plans  unipoiu  lio  Is.  Un  pia)t  nmpoiu  t nel  est  un  plan  faiii/cnt 
double  d'une  surface  oit  1rs  iangcìdes  forint  )d  un  faisceau.  La  définition, 
étant  tainjentielle,  exprime  que  deux  des  plans  tauj^ents  (jui  passent  par 
une  droite  (juelconque  du  plan,  et  trois  de  celles  <pii  jiassent  par  une 
droite  du  faisceau,  coïncident  avec  ce  même  plan.  Nous  appelons  le 
centre  du  faisceau  le  poitd  singulier  du  plan  uniponctuel. 

La  secti«»n  faite  à  la  surface  par  un  plan  uniponctuel  est  composée 
de  trois  droites  passant  par  le  point  singulier,  que  nous  appellerons 
les  droites  singuUères,  prises  deux  fois,  et  d'une  section  résidus  ayant 
ces  droites  pour  tangentes  doubles.  La  surface  a  aux  six  points  de 
contact  de  ces  tangentes  doubles  les  mêmes  [tropriétés  qu'aux  points  de 
contact  de  la  droite  singulière  d'un  plan -pince  avec  la  section  résidue 
de  ce  pian  (voir  le  n*  21.)*  La  section  faite  par  un  plan  passant  par  une 
droite  singulière  est  composée  de  cette  droite  et  d'une  section  résidue  qui 
a  la  droite  pour  tangente  d'inflexion  soit  aux  deux  points  de  contact  arec 
la  section  résidue  du  plan  uniponctuel,  soit  au  point  singulier.  —  La 
section  faite  par  un  autre  plan  par  ie  point  sinjfuUer  a,  en  ce  poin^ 
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deux  branches  faisant  des  inflexions;  les  tangentes  d'inflexion  coïn- 
cident avec  la  droite  d'intersection  du  plan  avec  le  plan  uniponctuel. 
—  Deux  branches  de  la  courbe  cuspidale  de  la  surface  ont,  au  [loint 
singulier,  le  plan  uniponctuel  pour  plan  osculateur.  Chacune  des  nappes 
correspondantes  de  la  développable  tangente  à  la  surface  le  long  de 
la  courbe  cuspidale,  a  le  plan  uniponctuel  pour  plan  tangent  stationnaîre. 

Le  point  singulier  d'un  plan  uniponctuel,  qui  est  un  point  double 
de  la  courbe  cuspidale^  n'étant  qu'un  point  double  de  la  surface,  il  faut 
soustraire,  dans  le  second  membre  de  Véquation  (18),  le  nombre  Ü' 
du  nombre  total  h  des  génératrices  doubles  d'un  c6ue  projetant  la  courbe 
cuspidale. 

Les  propriétés  indiquées  d'uti  plan  uniponctuel  nous  montrent  aussi 
que  le  second  membre  de  l'équation  (22'')  (voir  le  n"  8.)  doit  contenir 
IJ'\  mais  nous  n'insisterons  pas  ici  à  la  détermination  directe  de  son 
coëfficient,  qu'on  peut  déduire  des  autres  équations. 

a. 

Plans  oscnlateurs  (O)  et  points  osonlatenrs  (0'). 

\'\,  Nous  dirons  i\\im\  plan  dont  la  section  a,  en  un  point  simple 
de  la  surface,  un  poiid  triple  est  osculateur  à  la  surfaec\  nous  ajtjiellcTons 
le  point  triple  de  la  section  le  point  d'oseulation,  ci  les  trois  tangentes 
en  ce  point  les  tangentes  principales  du  plan  osculateur. 

Il  résulte  de  la  définition  que  les  droites  du  plan  osculateur  qui 
passent  par  le  point  d'osculatenr  rencontrent  la  surface  en  trois  points 
coïncidents,  les  tangentes  principales,  en  quatre  ;  que  le  plan  osculateur 
est  osculateur  aux  courbes  de  la  surface  qui  passent  par  le  point  d'os* 
culatiou  ;  qu'une  section  plane  passant  par-ce  point  y  a  la  droite  d'inter> 
section  avec  le  plau  osculateur  par  tangente  d'inflexion;  et  que  la  sectiim 
faite  par  un  plan  passant  par  une  tangente  principale  a,  an  point 
d'oseulation,  un  contact  quatreponctoel  avec  cette  droite.  Toutes  les 
courbes  qui  sont  tangentes  aux  tangentes  principales  an  point  d'oseulation 
auront  un  contact  quatreponctuel  avec  le  plan  oscuTateur. 

44.  ReprcsenhHon  anahjtitjue.  Si  l'on  prend  le  plan  osculateur 
pour  plan  gf^O,  et  le  point  d'oseulation  pour  origine,  l'équation  de 
la  surface  aura  la  forme  suivante 

(I)  .--f-<3P=.0, 

où  tous  les  teriiK's  do  (p  sont  d  un  degrt-  supérieur  au  deuxième. 

On  eu  déduit  une  série  servant  à  exprimer  1  ordonnée  .:  d'un  point 
de  la  surface  voisin  du  jioint  d"osculation ,  qui,  ordonnée  suivant  des 
termes  de  degré  ascendant  par  rapport  à  x  et  y,  commencera  par 

(II)  SI  —  {ax^-\-Ux^y-\-3cxy'+dy^)  -f-  (ex*-^")  +  •  • 
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Les  tangentes  principales  sont  déterminées  par  Téquation 

(III)  ax^     36a;^ f/  +  'òcxif  +  dif  =  0. 

On  trouve  sans  difficulté  que  deux  branches  de  la  courbe  paraboUqnei 
dont  les  tangentes  sont  déterminées  par  l'équation: 

(IV)  (ft»— ac)a;»  +  (be^ad)xy  +  (c«— ò<l)y*  —  0, 

passent  par  le  point  singulier.  Elles  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant 
que  le  nombre  de  tangentes  principales  réelles  est  éffil  à  un  ou  trois.  — 
La  génératrk»  de  renyel()])pe  des  plans  tangents  stationnaires  qui  corre- 
spond à  Tune  des  deux  branches  de  la  courbe  parabolique  est  tangente 
à  Vautre  (voir  la  note  du  n*  37.). 

45.  Cône  circonscrif  <hmt  h:  sommet  se  trouve  en  un  ]K>inf  F  (T un 
plan  oscnlufrur.  Ce  cône  ne  décompose  jms.  La  droite  joignant  P  au 
point  d'oscnlatiun  O  est  giMiératrice  double,  et  six  droites  d'inter.section 
du  cône  avec  le  plan  osculuteur,  qui  eut  le  seul  plan  tangent  le  long 
d'elle,  coïncident  avec  elle. 

Une  section  jdane  de  ce  cône  aura  un  point  doul>le  à  une  seule 
tangente  Q  qui  rencontre  la  section  en  six  points  toïncidonts.  Alors 
il  résulte  du  tliéorf'nic  1  de  mon  article  sur  les  sin(/!(i(iri(rs  de  courlis 
planes,  que  quatre  des  tangentes  à  la  section  qui  ]»assent  par  un  point 
quelconque  de  la  tangente  (Ç),  et  six  île  celles  qui  passent  par  le  point 
Q,  coïncident  avec  la  droite  {Q).  Ou  voit  donc  que  la  singularité  est 
récij)roque  à  celle  que  nous  avons  rencontrée  dans  le  u"  38.  II  faut 
donc  essayer  d'attribuer  à  ses  équivalents  pliickériens  un  des  groupes 
suivants  de  valeurs: 

/2,  Ox  0\      /O,  2\      /2,  1\ 

Or  la  droite  PO,  ne  rencontrant  la  surface  qu'en  trois  points  coïn- 
cidents,  ne  peut  être  génératrice  double  du  cône  drconscrii   Le  seul 

des  quatre  groupas  d'équivalents  qui  reste  possible  est  donc        ^  . 

Il  s'ensuit  que  deux  nappes  du  cône  drcomcrüf  ayatU  des  contacts  du 
second  ordre  avec  le  pian  osoidatiBur,  passent  par  FO . 

Kons  voyons  donc  que  trois  dés  h'  plans  tangents  doubles  et  quatre 
des  <f  plans  tangents  stationnaires  de  la  surface  qui  passent  par  un 
point  P  du  plan  osculateur  coïncident  avec  lui.  N'ayant  trouvé  que 
deux  branches  correspondantes  de  la  courbe  parabolique,  nous  voyons  que 
le  plan  osculateur  est  deux  fois  plan  tangent  statîonnaire  de  l'enveloppe 
des  plans  tangents  stationnaires  de  la  surface. 

Si  le  sommet  se  trouve  sur  une  des  génératrices  de  contact  du 
plan  osculateur  avec  l'enveloppe  des  plans  tangents  stationnaires,  le  cône 
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cîrconserît  aura  une  BÎogolarité  représentée  par  les  équivalents  . 

Elle  est  formée  d'nne  seule  nappe  double ,  dont  une  section  plane  a  un 
point  de  rebroussement  de  seconde  espèce  dont  les  deux  branches  partielles 

ont  entre  elles  uu  contact  de  l'ordre  -,  et,  avec  le  plan  usculateur, 

un  ctmtact  du  second  ordre. 

40.  Cóiìe  drcofucrit  ayant  pour  sommei  un  point  T  d'une  tangente 
principaie  en  un  pkm  OSCUÎatetur,  Le  cône  ne  se  décompose  pas.  La 
tangente  {»rincipale  en  est  une  génératrice  triple,  et  sept  génératrices 
d'intersection  du  cône  avec  le  ])Ian  osculateur,  qui  est  le  seul  plan  tan* 

gent  le  long  d'elle,  coïncident  avec  elle. 

Pour  tro\ivi>r  les  é(jiiivalents  de  cette  singularité  nous  a]tpli<[uerons 
la  représentation  analytique  à  1  étude  des  ordres  des  angles  iuliuiment 
petits  des  génératrices  d'intersection  avec  un  plan  par  T  dont  la  distance 
du  point  singulier  0  est  intininieut  petite  du  premier  ordre.  Prenant 
la  tangente  {principale  OT  pour  axe  y  =  0,  £r  =  0,  nous  pourrons 
représenter  ce  jdan  j>ar  1  équation  y  =  l' ,  où  Je  est  un  constant  qui 
est  infiniment  petit  du  premier  ordre;  car  les  formes  des  équations  ne 
s'altèrent  i>as  si  Ion  sup}>()se  que  les  coordonnées  soient,  au  lieu  de 
cartésiennes,  des  coordonnées  tétraëdriques,  où  2'  peut  être  le  sommet 
^  B=  ^  =  0,  X  =i  oc. 

Les  points  de  contact|  voisins  de  0,  de  tangentes  à  la  section  qui 
passent  ])ar  T  se  déterminent,  selon  Féquatiou  (II)  du  n<^  44.,  où  à 
présent  a  s  0,  par 

(V)  ^  —  3(26x-|-cÄ)Ä-f(4eÄ34-...)-i----»0. 

On  en  déduit  une  valeur  de  «  qui  est  infiniment  petite  du  premier 

ordre,  et  deux  qui  st>nt  infiniment  [letites  de  Tordre  *  .     A  la  ]»reniière 

corresjiond ,  selon  l'étpiation  (II),  une  valeur  de  -  qui  est  infiniment 
petite  du  troisirme  ordre,  et  aux  autres,  deux  valeurs  de  z  qui  sont  infi- 
niment petites  du  second  ordre,  et  dont  la  dilt'éreuce  est  infiniment 

petite  de  Tordre  y*    Les  angles  des  tangentes  par  T  avec  le  plan 

«  0,  et  entre  elles,  étant  des  mêmes  ordres  que  ces  quantités  infini- 
ment petites,  on  voit  que  ta  singuiarûé  du  câne  est  formée  d^une  nappe 
simple  rencontrés  par  U  pian  oseuiaieur  e»»  trois  génératrices  coiuddmteSf 
et  d'une  nappe  donile  dont  uns  section  pians  a  un  point  de  rebrousss' 
msnt  de  seconds  espèce  ordinaire. 

Les  équivalents  de  cette  singularité  ont  pour  valeurs  principales 

(î*  2)»  P*^"*-  remplacer  par  •    Ce  dernier  groupe  de  va- 

leurs ipt,  selon  les  résultats  trouvés  dans  le  n«  précédent^  le  seul  pos- 
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tibie.  Quatre  des  plans  tangents  stationnairesi  et  quatre  des  plans 
tangents  doubles  qui  passent  par  T  coïncident  avec  le  plan  osculateor. 
La  dernière  circoDstance  ndhs  montre,  que  les  tangentes  principales 
sont  les  génératrices  de  contact  du  plan  osculateur  avec  la  développable 
bitangente,  ce  qui  résulte  aussi  du  fait  que  ces  droites  sont  les  seules ' 
qui  rencontrent  la  surface  eu  quatre  points  coïncidant  avec  0, 

Nous  verrons  dans  le  n?  suivant  que  le  point  0  n'est  pas  point 
de  contact  d'une  tangente  principale  avec  l'arête  de  rebroussement  de 
la  développablc  bitangente.  Nous  pourrons  donc  appliquer  les  recherches 
que  nous  venons  de  faire  au  cas  où  le  sommet  T  se  trouve  en  ce  point 
de  contact.  Alors  le  plan  t/  =  passera  par  une  gJMiératrice  de  la  dé- 
veloppable  bitaui^erile  qui  est  intiiiiinent  V(jisiiie  d  une  tangente  princi- 
pale, et  les  points  de  contact  de  cette  génératrice  seront  ceux  que  dé- 
terminent les  valeurs  de  x  qui  sont  infiniment  petites  de  l'ordre  On 

voit  ainsi  que  la  tangente  principale  a  un  contact  simple  avec  la  courbe 
de  contact  de  la  développable  bitangente.  L'ordre  des  valeurs  corre- 
spondantes de  e  montre,  que  le  contact  du  plan  osculateur  avec  la  mênna 
courbe  est  du  troisième  ordre.  La  branche  de  la  courbe  de  contact 
n'étant  que  simple,  il  faut  que  par  le  plan  osculateur  se  fasse  une  tran- 
sition de  plans  tangents  doubles  aux  contacts  réels  à  d'autres  dont  les 
points  de  contact  sont  imaginaires.  —  Pour  la  présente  position  de  T 


47.  Cône  circonscrit  ayant  pour  sontfnet  U  pokU  d' osculation  0 
étwnplan  osculateur.  On  trouve  sans  difficulté  que  a, --a-  3,  n,'-^fi'.  — 
a  —  12«Ka|  — 9  des  génératrices  d'intersection  du  cône  résidu  avec  le 
plan  osculateur  sont  tangentes  à  la  surface  en  des  points  différents 
de  0.  Les  autres  doivent  coïncider  avec  les  trois  tangentes  principales, 
trois  avec  chacune  d'elles;  car  les  propriétés  des  différentes  sections 
planes  par  0  nous  montrent  qu'aucune  autre  tangente  en  0  ne  devient 
génératrice  du  cône  rt'sidu. 

Le  ^)/<7??  osciilnfrur  csf  doiic  12  fois  pìaìi  tmiijcnt  donhle  rf  '^  fois 
plan  tangent  stationnaire  du  cône  résidu.  Si  nous  supposons  <]u'il  compte 
pour  X  plans  tangents  à  chacune  des  trois  nuj)pes  de  lu  développable 
1>itai)gente  qui  y  sont  tangentes,  et  })0ur  Y  phwis  tiiugents  à  chacune 
des  deux  nappes  de  reiivelo])pe  des  plans  tangents  stationnaires  <]ui 
ont  avec  lui  un  contact  du  second  ordre,  nous  saurons  que  X  >  2, 
y>3;  car  les  génératrices  de  contact  de  ces  nappes  ])assent  par  0. 
Les  nombres  h^'  et  c,'  des  plans  tangents  singuliers  du  cône  résidu 
auront  les  expressions  suivantes 


?>/=  h'-\.  12  —  3  X,     c,'=  c'+  3  ^  2  Y. 
Ou  peut  doue  déduire  de  la  deuxième  équation  plûckérieuae 
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qae 

6X  +  6F-.30, 

dont  la  seule  solution  conforme  aux  conditions  (jue  nous  venous  de 
nommer  est  X  —  2,  F  =  .'5,  ce  qui  montre  (ju'aucuue  des  arêtes  cuspi- 
dales  des  deux  drveloppahles  ne  passe  par  0. 

Oa  trouve  maintenant 

ai  —  a  —  3,    d,  —  d  ^  3a  +  24,    «,  «  x  —  12, 

4S.  lirsuUats.  Le  plan  osadaf/tfr  est  thux  fois  plan  tangent  sta- 
tionudirc  à  l'cni  doppe  des  plans  Untip  ids  sfationif^iires.  Les  ffnieratri- 
ces  de  eontaet  passeid  par  le  paiid  d'osridatinn  :  mais  leurs  poiid^  de 
contact  avec  Varèic  cuspidale  de  la  dcveloppahle  ne  se  trouvent  pan  au 
point  d' osculation.    L'équation  (19)  ne  contiendra  donc  paa  0. 

Le  plan  oscuUUeur  est  tangent  à  la  dévcloppable  bUangente  le  long 
des  trois  kmgmte»  prihcipaks ,  qui  sont  aussi  tangentes  aux  branekes 
correspotidatUes  de  la  courbe  de  contad  de  cette  dévcloppable.  Leurs 
points  de  contact  avec  forêts  eusgndàle  de  la  déeeloppahle  ne  se  trowent 
pas  au  point  étoseulation. 

■49.  Foi){ls  oseulatcurs.  Nous  dirons  que  le  sommet  d'un  cône  eir- 
coiiserit  ipii  a  pour  plan  tamjmt  triple  un  plan  tangent  simple  de  la 
surface,  est  un  point  osculatcur  de  la  Sitrfacc;  nous  appellerons  le  plan 
tangent  trijile  du  cône  le  plan  d'osculation  et  les  génératrices  de  cou- 
tact  les  axes  2>rineÌ2ìaux. 

Les  propriétés  tangentielles  du  point  osculateur,  dont  lu  détiiiition 
est  tangentielle,  se  déduisent  sans  aucune  diiticullé,  au  moyen  du  prin- 
cipe de  dualiti-,  des  pro]»riétés  ponctuelles,  exposées  dans  le  n"  43^  des 
plans  osculateuis.  Nous  nous  bornerons  à  nommer  quelques  unes  des 
propriétés  ponctuelles  des  points  osculateurs,  qu'on  trouve  en  appli- 
quant le  principe  de  dualité  aux  résultats  tronr^  dans  les  n^  44—48. 

Un  point  osculateur  est  un  point  quadruple  de  la  surface.  La 
section  d'un  plan  quelconque  passant  par  lui  y  a  deux  branches  doubles, 
formant  des  points  stationuaires,  et  tangentes  au  plan  d'osculation.  — - 
La  section  faite  par  le  plan  d'osculation  a  au  point  osculateur  trois 
branches,  formant  des  points  stationnaires,  et  tangentes  aux  trois  axes 
principaux.  —  Le  point  osculateur  est  point  stationnaire  de  deux  bran- 
ches de  la  courbe  cuspidale.  Les  tangentes  à  ces  branches  —  dont  cha- 
cune est  en  même  iemps  génératrice  de  contact  du  plan  d'osculation 
avec  la  déreloppable  tangente  à  la  surface  le  long  de  l'autre  branche 
de  la  courbe  cuspidale  —  sont  deux  droites  distinctes  du  plan  d'oscu- 
lation. La  section  faite  par  un  plan  passant  par  une  de  ces  droites 
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a  une  ringalarité  y^'  formée  d'une  seule  brauche  quadruple,  et 
qu'on  pent  représenter  par  une  équation  de  la  forme*) 

Trois  branches  de  la  courbe  doul)le  passent  par  le  point  osculateur 
où  elles  sunt  tangentes  aux  axes  principaux.  Ces  mêmes  droites  sont 
génératrices  de  contact  du  plan  d  osculation  avec  la  dcveloppable  tan- 
gente à  la  surface  le-  long  de  sa  courbe  double.  Le  point  osculateur 
est  point  stationnaire  des  trois  branches  correspondantes  de  Tarète  de 
rebrôussement  de  cette  déreloppable.  La  section  faite  par  un  plan 
passant  par  un  des  Ikes  principaux  a,  au  point  oeenlateur,  deux  bran- 
ches doubles  tangentes  à  cet  axe:  l'une  forme  un  point  stationnaire, 
l'autre  un  point  de  rebrôussement  de  seconde  espèce.  —  Le  plan  d'oscn- 
lation  n'est  osculateur  à  aucune  des  branches  de  la  courbe  double  ou 
cuspidale. 

On  voit  qu'arec  la  droite  joignant  un  point  P  de  l'espace  à  un 
point  osculateur  0*  coïncident  3  génératilce^  doubles  du  cône,  au  som- 
met Pf  qui  projette  la  courbe  double,  4  génératrices  doubles  et  2  gé- 
nératrices stationnaires  du  cône  projetant  la  courbe  cuspidale,  et  12 
génératrices  d'intersection  de  ces  deux  cônes.  Voilà  l'explication  des 
termes  2  des  équations  (U)  et  (12),  et  des  deux  premiers  termes  con- 
tenant (y  dans  les  équations  (17)  et  (18)  (dans  leurs  premières  formes). 

Les  propriétés  des  sections  planes  passant  par  un  point  oseulateur 
0*  montrent,  que  la  droite  joignant  P  à  un  point  ^  de  la  courbe 
double  dont  la  distance  de  (X  est  infiniment  petite  du  premier  ordre, 
rencontre  encore  la  surface  en  deux  points  dont  les  distanoes  de  Ç,  de 
même  que  la  distance  de  l'un  à  l'autre,  sont  infiniment  petites  de 

l'ordre  ;  et  (jue  l:i  droite  joignant  F  à  un  point  li  de  la  eourbc  cuspi- 
dale dont  la  distante  de  Ü'  est  iufiuiment  petite  du  premier  ordre,  ren- 
contre encore  la  t^uriace  en  deux  points  dont  les  distances  de  Q  sont 

infiniment  petites  de  l'ordre    ,  pendant  que  la  distance  de  l'un  à  l'autre 
est  de  l'ordre  ^  •   Ces  indications  contiennent  les  explications  du  coëf- 
ficient  9  n  3  •  2      des  termes  9  •  0'  dans  les  équations  (14)  et  (17), 
.    du  coëfficient  12  »  2  •  2  •  2  •  y  du  terme  12  •  O'  de  l'équation  (15),  et 

du  coefficient  18  »  2  •  2  *  2  •     du  terme  18  •  0'  de  l'équation  (18). 

*)  Voir  le  B*  6.  de  Tarlide  rar  les  singularitéB  des  courbts  jüancs.  Comparer 
auni  au  n*  88.  da  prêtent  article» 
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Le  terme  ?>  •  0'  de  1  équation  (21)  n-^iulte  tie  la  coïncidence  des 
plans  tangents  eu  chacun  des  trois  points  de  la  courbe  double  qui  co- 
ïncident avec  le  point  osculateur.  On  voit  aussi  sans  difficulté  que  le 
second  membre  de  l'é(juation  ('22'')  doit  contenir  0';  mais  nous  n'in- 
sisterons pas  ici  à  la  détermination  directe  de  son  coefficient,  qu'où 
peut  déduire  des  autres  équations. 

Note.  En  considérant  les  formules  du  u**  3.  on  voit  que  les* plans 
osculateurs  n'ont  sur  les  nombres  de  Salmon  que  l'iufluence  suivant^ 
assez  limitée:  si  Von  attribue  à  une  surface  déjà  connue  0  plans  ose»- 
ÎaieurSf  il  faudra  seulement  subsHiuer  t' —  ô,  r  —  O^  m' —  40,  h'  +20, 
/T— 30  à  r,  /,  m',  h',  ß'.  L'influence  des  pomis  Madaieurs  ^exprime 
de  la  manière  analogue. 

X. 

Points  coniques. 

50.  Un  j)oint  |U-tuple  de  la  surface  est  un  point  où  u  des  points 
d  intersection  d'une  droite  queicon/^ue  passant  j)ar  lui  coïncident.  I^es  tan- 
gentes en  ce  point,  c'est  à  dire  les  droites  qui  ont  fi  -f-  1  intersections 
confondues  forment  un  cône,  qui  doit  être  d'onlre  jt,  parce  qu  un  [dan 
((uelconque  par  le  point  singulier  contient  ^  tangentes.  Nous  appelons 
ce  cône  le  cânc  tangent,  et  s'il  est  un  cône  propre  nous  appelons  le 
point  singulier  un  jwint  conique.  Le  cône  tangent  j)eut  être  composé 
de  cônes  d'ordre  inférieur:  toutefois  nous  supposerons  qu'il  n'y  ait  pas 
des  plans  au  nombre  de  ces  parties  du  cône  tangent*). 

génératrices  du  o6ne  tangent  rencontrent  la  surfiM»  en 
-f~  2  poioiB  comcidents.  On  peut  démontrer  ce  fait  connu  de  la  ma- 
nière suivante**}: 

Si  Ton  prend  le  point  conique  C  pour  centre  de  xirojection,  les  pro- 
jections des  sections  fiiites  par  un  faisceau  de  plans  sur  un  plan  quel- 
conque formeront  un  système  de  courbes  d'ordre  n,  où  la  projection  de 
la  section  du  plan  du  fÎMSceau  qui  passe  par  C  est  composée  de  la  trace 
du  cône  tangent  et  d'une  droite  (fi— |ft)-tnple,  n  étant  l'ordre  de  la 
surface.  Les  |»  •  n  points  d'intersection  de  la  trace  du  cône  a?ec  la 
courbe  consécutive  du  système  sont;  1*  les  traces  des  génératrices  du 
cône  tangent  qvi  rencontrent  Taxe  du  faisceau,  comptées  n — f»  — 1  fois, 
parce  que  chacune  de  ces  génératrices  rencontre  la  surface  en  f»—!» — 1 

*)  Comparer  à  la  note  du  n*  S. 

**)  On  trouve  deas  le  n*  80.  dee  „PftMmmari  di  una  teoria  geomdriea  ddle 

Superfìcie**  de  M.  Cremona  one  autre  démonstration  géométrique  da  même  fait, 
qui  e»t  plus  simple,  mais  qui  me  semble  moins  commode  pour  l'étude  d'i  Tin- 
fiuence  des  branches  de  la  courbe  double  et  de  la  courbe  cuspidale  qui  passent 
par  le  point  conique. 
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points  différents  de  et  2*  les  traces  des  droites  cherchées.  Le  nombre 
de  celles-ci  devient  donc  égal  à 

I»  •  n  —  p»(n— 1» — 1)  =  fiffi4- 1). 

Lea  jioints  (l'interscn  tioii  tl'uiie  courbe  d  un  système  avec  la  courbe 
cuiist'cutivr  se  distribuent  de  la  nmnii're  suivaiife:  il  y  en  a  uu  en 
chaque  point  de  contact  de  la  courbe  avec  l'enveloppe  des  courbes  du 
système,  dnix  en  clnujiie  point  double  (pii  appartient  au  lieu  des  points 
doubles  des  courbes  du  système  (et  (pii  n  est  pas,  par  conséquent,  un 
nouveau  point  double),  et  trois  eu  chaque  point  stationuaire  qui  appar- 
tient au  lieu  des  poiots  stationnaires  des  courbes  du  système.  On  voit 
ainsi  que  2  y  des  droites  per  C  que  nous  venons  de  trouver  coïncident 
avec  les  tangentes  aux  jf  branches  de  la  courbe  double,  et  30 f  avec 
les  tangentes  aux  ß  branches  de  la  courbe  cuspidale  qui  passent  par 
le  point  conique.   Il  reste  donc 

(jmrratriccs  si)iij)hs  du  cône  tangcnf  dont  -\-  2  pouiis  d'in/rrscriion  ni  ce 
in  surface  cdincuicnt  avec  le  point  cottÎqi(r.  Nous  les  appelons  les  (an- 
f/entcs  principales.  Ayant  désigné  (voir  le  n"  1.)  la  classe  du  cône 
tangent  par  v,  et  les  nombres  de  ses  génératrices  doubles  et  station- 
naires  qui  ne  sont  pas  tangentes  à  la  courbe  double  et  cuspidale,  par 
ïj  et  g,  et  ayant  posé  (voir  les  formules  (2)  et  (3)  du  n<*  3.) 

nous  aurons  pour  le  nombre  des  tangentes  principales  l'expression  plus 
simple: 

2  jtt  -j-  aî. 

Les  rj  et  les  Ç  génératrices  sin;4uli»'res  ne  rencontrent  en  général 
la  surface  (|u Vu  m -\- \  points  coïncidents;  car  un  nouvtan  point  double 
ou  statifuiuaire  dune  courbe  d'un  sy^ti  iiie  u Cst  pas  en  général  point 
U  intersection  de  la  courbe  avec  la  courbe  consécutive  du  système*). 

51.  Sections  planes.  Connaissant  les  nombres  des  intersections 
confondues  des  différentes  droites  passant  par  un  point  conique,  on 
trouve  sans  difficulté  les  propriétés  des  difiéreutes  sections  planes  pas- 
sant par  lui: 

Une  section  plmic  imssant  par  un  point  conique  (^-tujiic)  tj  aura 
(H  (jriirral  un  point  ^-tuple  à  branches  distinctes.  Si  te  jdnn  de  secfioii 
(sf  iaìnjrìd  au  ahic  tnntjt  td,  ou  passe  par  toic  d<  s  tj  (/('v  ralricrfi  dmddrs^ 
<ai  des  ^  (ji'ui'ndriccs  statioiììiairt s,  drue  hraiulus  »(Kiiirs  formrroid  un 
point  atntianììain .  Si  le  plan  satisfait  a  deux  des  conditions  nommées 
la  même  réunion  de  deux  branches  aura  lieu  deux  fois.    Si  le  plan  de 


*)  Comparer  aux  propriétés  de  la  tangente  ùnguUère  en  un  point  biplanaire. 
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section  est  kh  des  pi(fm  tnnffeuts  sfationnnhrs  (in  cônr  tangent,  ou  un 
jiian  tangent  à  iid  le  long  iTnue  des  7j  ou  des  Ç  gent'ratriees  singulivreSf 
trois  hranchva  réunies  formeront  un  j'oint  triple  à  une  seule  tangente  — 

Oil  bien,  une  singidarUé  repr^entéé  par  •  —  Si  le  plan  de  sedion 

passe  par  une  des  2(x-\-x  tangentes  prineipaks,  une  des  branches  de  la 
section  fera  une  inflexion  au  point  conique.  Si  le  plan  est  tangent  au 
cône  le  lotig  d'une  tangente  principale ,  ou  à  une  des  y  branches  de  la 
courbe  double,  deux  des  fi  brandtes  de  la  seeHm  seront  tangentes  Vune 
à  Vautre  sans  jse  réunir»  Le  contact  sera,  dans  le  dernier  cas,  du  se- 
cond ordre  si  le  plan  est  osculatenr  à  la  courbe  double.  Si  le  plan  est 
tangent  à  une  des  s  branàtes  de  la  emrbe  euspidaile,  deux  branches  ré- 
unies de  la  sedion  formeront  un  poùU  de  r^roussement  de  second  espèce. 
S'il  est  osculatenr  à  la  courbe  cuspidale,  deux  branches  distinctes  auront 
entre  elles  un  contact  du  troisième  ordre.  Si  le  plan  de  section  est 
tangent  au  eâne  tangent  le  long  éPune  des  y  tangentes  à  la  courbe  double, 
trois  des  pk  brandtes  de  la  section,  dont  les  deux  se  réunissent  et  forment 
un  point  stationnaire,  auront  la  même  tangente;  cette  singularité  a  les 

équivalents         }^  •    Si  le  plan  est  tangent  au  cône  tangent  le  long 

âfune  des  e  tangentes  à  la  courbe  cuspidalcj  trois  branches  de  la  section 
se  réuniront  et  formeront  une  branche  triple  à  une  seule  tangente  qui  a 
avec  éUe  cinq  intersections  confondues  \  cette  branche  qu'on  peut  repré- 
senter par  une  série  ^  de  la  forme  g  =»  as^  -|-  •  •  •  a  pour  équivalents 

plûckérieus      '  • 

52.  Cône  circonscrit  ayant  pour  sommd  un  point  quelconque  P  de 
Vespaee:  Dans  le  point  fi-tuple  de  la  section  d'un  plan  passant  par  le 
point  conique  C  se  confondent  y  des  b  points  doobîes  et  ir  des  «  points 
stationnaires  de  la  section.  Elle  est  donc  de  la  classe 

a  — — l)  +  2yH-3j?. 

Il  en  résulte  que 

des  génératrices  d'intersection  du  plan  avec  le  cône  circonscrit  coïnci- 
dent avec  la  droite  PC,  (jui  devient  ainsi  génératrice  â^tuple  du  cône 
circonscrit. 

Les  plans  tangents  au  cône  le  long  de  cette  génératrice  sont: 
1«  les  y  plans  tangents  au  cône  tangent  qui  passent  par  CIP,  2*  les 
plans  joignant  CP  aux  n  génératrices  doubles,  et  3"  les  plans  joignant 
CP  aux  {  génératrices  cnspidales  du  cône  tangent;  car  chacun  de  ces 
plans  contient  x-\-X  génératrices  coïncidantes  du  cône,  x  étant  égal 
à    -f-  2i}  +  3^,  il  faut  que  les  trois  classes  de  plans  tangents  soient 
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tangents  respectivement  à  des  nappes  simples,  doubles  et  triples  du 
cdne  eîreonscrît. 

La  droite  qui  joint  le  point  conique  C  nu  sommet  iVun  cerne  cir- 
cotiserit  est  (jvnératriee  x-tuple  de  ce  cône:  les  v  j)ar  cette  droite 

qui  sotU  tangents  au  cône  tangent  en  C  sont  tangents  à  des  nappes  simples 
du  cône  circonscrit f  les  plans  passant  par  les  i}  génératrices  doubles,  à 
des  nappes  doubles  formami  des  génératrices  stationnaires,  et  les  plans 
passant  par  les  g  génératrices  stationnaires,  à  des  nappes  tripks  demi  la 

singularité  est  représentée  par  les  équivalents  (q'  q)*  • 
On  Toit  que 

généiatrioes  doubles  et 

génératrices  stationnaires  da  cône  circonscrit  coïncident  avec  la  droite  JPC 
C  étant  un  point  y-tuple  de  la  courbe  double  et  un  point  jr-tople 

de  la  courbe  cuspidale,  on  voit  que  et  -^^J^^  génératrices 

•M  te 

doubles  lies  cônes  projetant  ces  courbes,  et  yz^  xy  et  xz  de  leurs  he, 
ah  et  ne  gt-nératrices  d'intersection,  entre  eux,  et  avec  leeone  circon- 
scrit, coïncident  avec  la  droite  FC. 

Remarquant  encore  qu'une  génc-ratrice  de  l  un  de  ces  trois  cônes 
qui  fait  avec  PC  un  angle  infiniment  petit  du  premier  ordre,  a  fi  —  2 
points  d'intersection  avec  la  surface  qui  se  trouvent  à  des  distances  in- 
finiment petites  du  premier  ordre  du  point  de  contact  avec  la  surface 
ou  du  point  d'intersection  avec  la  courbe  singulière  projetée,  ët  qui  ont 
entre  eux  des  distances  du  même  ordre ,  nous  Toyons  que 

x{ii~2)  ,      y(f*-2)  ,  r(fi-2), 

x(^-2)(;»~3),      y(;t-2)(ft-3),  irO»-2)0*-3) 

des  coïncidences  dont  les  nombres  sont  indiqués  par  les  premiers 
membres  des  équations  (13),  (14),  (15)  et  (16),  (17),  (18)  du  n^  3., 
ont  lieu  au  point  conique  C  (Voir  la  démons^ation  de  ces  formules 
dans  le  n*  6.) 

Ces  différentes  remarques^  ârmonirent  complètement  l'influence  d'un 
point  conique  aux  formules  (14),  (15),  (16),  (17),  (18).  Le  terme 
2^{e{fi—'ò)]  de  1  equation  (22'')  dans  le  n"  8.  s'explique  dune  manière 
analogue.  On  comprend  aussi  que  Téquation  (20'')  doit  contenir  v,  ij 
et  ^;  mais  les  coefficients  do  et  ^  en  J5(v-|-4iJ+7(;)  sont  plus  dif- 
ficiles à  déterminer  directement 

58.  Câne  circonscrit  ayant  pour  sommet  un  point  F  du  cône  tan' 
genit  en  un  point  eomgue  C.  Le  c6ne  ne  se  décompose  pas.  La  droite 
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PC  devient  génératrice  (.r-f-  1)- tuple,  x —  2  des  plans  tangents  le  long 
d'elle  (les  plans  tangents  aux  1]  nappes  doubles  étant  comptés  pour 
deux,  les  plans  tangents  aux  Ç  nappes  triples,  pour  trois)  se  détermi- 
nent  comme  dans  le  n*"  précédent:  il  faut  donc  que  le  plan  tangeatau 
cône  tangent  le  long  de  CF  soit  tangent  à  nue  nappe  triple  du  cône 
tangent.  Ce  plan  contient  x-\-2  génératrices  coïncidentes  du  cône 
circonscrit,  et,  par  conséquent,  x-\-2  —  {x~2)  ou  quatre  génératrices 
de  la  noQTelIe  nappe  triple.  La  singularité  de  celle-ci  est  donc  repré- 
sentée .par 

Deux  des  v  plana  tangents  an  cône  tangent  coïncidant  arec  le 
plan  tangent  à  la  nooTelle  nappe  triple,  celle-ci  remplace  deux  nappes 
simples  d'un  cône  circonscrit  à  sommet  quelconque.  Nous  voyons  donc 
que  dans  le  cas  actuel  x — 2  génératrices  doubles  et  deux  gâiératrices 
stationnaires  Tiennent  se  joindre  à  celles  qui  coïncident  ordinairement 
a?ec  la  droite  menée  du  sommet  du  cône  circonscrit  au  point  conique. 

54,  Cdm  eweomont  ayant  pour  sommet  «m-  point  wmque  0.  La 
classe  d'une  section  plane  passant  par  C  étant  égale  à  a — x,  ou  peut 
y  mener  a— d?— 2f»  tangentes  qui  passent  par  le  point  f»- tuple  C  sans 
avoir  ce  point  pour  point  de  contact.  On  aura  donc 

éi|  »  a  —  2f»  —  X. 

Ce  résultat  s'explique  aussi  par  la  considération  d'un  cône  circon- 
scrit dont  le  sommet  F,  mobile  sur  une  courbe  quelconque  passant 
par  Cf  vient  coïncider  avec  (\  Ce  cône  se  décompose,  si  l'on  le  re- 
garde comme  lieu  de  ses  génériitrices ,  en  les  parties  suivantes:  1°  le 
cône  taii^'ont  d'ordre  fi,  pris  deux  fois;  2"  les  v  plans  tangents  au  cône 
tan«^'cnt  qui  liassent  par  la  position  limite  de  CP;  3°  les  plans  qui 
joignent  cette  position  limite  aux  ij  génératrices  doubles,  pris  deux  fois; 
4"  les  g  plans  que  la  joignent  aux  g  génératrices  stationnaires,  pris 
trois  fois;  et  5"  le  cône  résidu  d'ordre  a, .  Ces  différentes  parties  com- 
posent le  cône  cireomerU  total  an  sommet  C. 

A  l'exception  des  génératrices  qui  établissent  pour  un  sommet  P 
infiniment  voirin  de  C,  la  connexion  de  ces  différentes  parties  du  cône 
circonscrit,  leurs  génératrices  d'intersection  appartiennent  aux  Ô — 
génératrices  doubles  du  cône  total  qui  ne  sont  pas  génératrices  doubles 
du  cône  résidu. 

La  connexion  du  cône  tangent  avec  le  cône  résidu  s'établit  par  les 
génératrices  de  celui-ci  dont  les  points  de  contact  coïncident  avec  le 
point  conique  C  Ces  génératrices  ont  fi+2  intersections  confondues 
en  C,  sans  que  les  deux  intersections  nouvelles  appartiennent  à  la 
courbe  double  ou  cuspidale:  elles  sont  donc  les  2ji-(-x  tangentes  prin- 
cipales.   La  section  faite  à  la  surface  par  le  plan  tangent  au  cône 
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tun^'ciit  le  loug  d'une  tangente  principale,  n'est,  selon  le  n*  5t.»  que 
de  la  classe  a'-x^2\  il  en  résulte,  que  ce  plan  ne  contient  que 
(01— X— 2fft— 2  génératrices  da  cône  résidu  dont  les  points  de  contact 
sont  différents  de  C.  Les  deux  autres  coïncident  avec  la  tangente  prin- 
cipale; le  eâne  réfidu  est  donc  tangent  au  cône  tangent  le  Umg  des 
2f»  4~  ^  tangentes  jwmetjMiJes*).  Il  reste 

j»(a— 2fi— —  2(2ft+a:) 

géaératrices  d'intersection  des  deux  cônes:  avec  chacune  d'elles  coïnci- 
dent —  à  cause  .de  la  duplicité  du  cône  tangent  regardé  comme  partie 
du  cône  circouscrit  total  —  deux  des  ô —  génératrices  doubles  du 
cône  total  qui  n'appartiennent  pas  au  cône  résidu. 

La  connexion  du  cône  tangent  a?ec  les  v  plans  simples,  les  17 
plans  doubles  et  les  i  plans  triples  se  fait  évidemment  par  les  v  gé-. 
nératrices  de  contact  et  par  les  ^  et  (  génératrices  singulières  du  cône 
tangent  Chacun  des  plans  rencontre  le  cône  tangent  en  fi — ^  antres 
génératrices.  Ayant  égard  aux  degrés  de  multiplicité  du  cône  tangent 
et  des  plans,  on  trouve  ainsi  2Qt—2)x  génératrices  doubles  apparte- 
nant an  nombre  d — d|. 

Les  plans  dont  nous  venons  do  i^arler  n'ont  aucnne  connexion  ni 
avec  le  cône  n'sidu  ni  entre  eux.  Nous  trouvons  ainsi  les  termes  sui- 
vants  de  la  différence  dj: 

a:  (a- 2,*--x)  +  4- 2  V 12 + 3 1.  èH- 4 

On  voit  de  même  que  quatre  des  ^— ^,  génératrices  doubles  qui  n'ap- 
partiennent pas  au  cône  résidu  coïncident  avec  chacune  des  y  tangentes 
en  (7  à  la  courbe  double.  On  doit  encore  attendre  d'en  trouver  qui 
coïncident  avec  les  e  tangentes  à  la  courbe  cuspidale.  Nous  venons 
aussi  que  la  différence  Ô  —  d,  contient  le  terme  Sir;  nous  commencerons 
par  y  introduire  le  terme 

où     est  un  nombte  entier  encore  inconnu. 

Pour  trouver  si  le  nombre  d— contient  d'autres  termes  que  ceux 

que  nous  avons  déjà  déterminés,  nous  remarquerons  que  toutes  les 
droites  dont  d  — d,  indique  le  nombre,  doivent  appartenir  à  l'une  on 
l'autre  des  deux  classes  suivantes. 

Ijù,  première  classe  contient  les  positions  limites  des  génératrices 
doubles  d'un  cône  circonscrit  au  sommet  F  qui  coïncident  avec  PC. 
Öi  le  sommet  F  vient  coïncider  avec  C,  auenne  de  ces  génératrices 
n'appartiendra  en  générai,  au  cône  résidu.  Leur  nombre  (voir  le  n"  Ö2.) 


*)  La  même  choie  réiolte  warn,  dei  ooDndërationi  ao  moyen  deiqaellei  nous 
avons  trouvé  le  nombre  dee  taogeates  prindpalei  (n*  60). 
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fait  donc  Vìi  entier  partie  d»*  ò — ^, .  Nous  avons  d"'j;i  rendu  r(.ni|(te 
de  tons  ces  termos  ù  l  exception  de  qu  il  faut  ajouter  aux  termes  de 
d  —  Ò,  d<'jà  trouvés. 

La  seconde  dnssc  contient  des  positions  limites  de  tangente??  doubles 
passant  par  F.  11  est  évident  qu'une  droite  d  'in  des  v,  rj  ou  ^  plans 
qui  fout  partie  du  côue  total  n'appartient  pas  à  ce  nombre,  à  moins 
qu'elle  ne  soit  en  même  temps  «(énératriee  d'une  autre  partie  du  cône 
eirconscrn  total.  Ayant  déjà  rendu  compte  de  toutes  les  intersections 
de  ces  plans  entre  eux  et  avec  le  cône  résidu,  nous  n'aurons  besoin  de 
chercher  que  les  tan^'cntt  s  doubles  (jui  sont  génératrices  du  cône  tan- 
«çent.  Chacune  de  celles-ci  sera  tangcnic  en  C  h  une  ou  j)lusicnrs  des 
branches  du  point  ,a-tuple  d  luie  Section  plane  (quelconque  de  la  surface 
passant  par  elle.  Si  son  autre  contact  a  lieu  en  un  point  diflérent  de 
C,  ou  s'il  résulte  d'un  „sommct"  formé  par  les  autres  branches  du  point 
multiple,  elle  appartiendra  à  un  des  nombres  (a  —  2f<.  — x)  —  2^2^  -\- -f) 
ou  {il  —  2)x,  dont  nous  avons  déjà  rendu  compte.  Les  seuls  cas  qui 
nous  restent  à  discuter  sont  donc  les  deux  suivants:  P  celui  où  une 
droite  p%r  C  anrait  un  contact  qnatreponctn^l  arec  une  branche  mmple 
des  sections  planes  passant  par  ell^  et  2**  celmoù  elle  serait  tangente 
à  deux  branches  —  distinctes  ou  formant  nn  point  de  rebroussement 
de  seconde  espèce  —  de  ces  sections.  Le  premier  de  ces  cas  est  en 
général  impossible^  parce  qu'alors  la  droite  aurait  ii-^-B  intersections 
confondues  en  C;  Tautre  aura  lien  seulement  si  la  droite  est  une  dea 
y  et  f  tangentes  à  la  courbe  double  et  à  la  courbe  cuspidale,  dont  nous 
avons  déjà  rendu  compte.  Cette  seconde  classe  n'amène  donc  aucun 
terme  du  nombre  â — d|  dont  nous  n'avons  pas  rendu  compte  déjà. 

Nous  aurons  ainsi 

• 

On  trouve  la  classe  du  cône  résidu,  qui  est  le  nombre  des  plans 
passant  par  une  droite  par  C  et  tangents  à  la  surface  en  des  points 
différents  de  C,  en  regardant  un  autre  point  P  de  cette  droite  comme 
sommet  d'un  cône  circonscrit  Alors  les  théorèmes  démontrés  dans  le 
n>  52.  nous  montrent  que 

1^'  cône  circonscrit  total,  regarde  comme  enveloppe  de  ses  plans 
tangents,  s'est  décomposé  en  les  parties  suivantes:  l'^  le  cône  tangent, 
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pris  deux  fois;  2<>  les  ij  génératrices  doubles^  prises  trois  fois;  les  t 
génératrices  stationnaîres,  prises  quatre  fois;  et  4<>  le  côue  lésido. 

Connaissant  des  expressions  des  trois  nombres  plQckérieiis  a,,  ô^ 
et  du  cône  résidu,  on  peut  en  déduire  des  expressions  des  autres. 
En  rédaisant  l'expression  de  2>|'  au  moyen  des  équations  plQckériennes 
appliquées  au  cône  tangent  et  à  an  cône  circonscrit  à  un  sommet  quel- 
conque (formules  (3),  (4),  (5)  et  (6'),  (7'),  (8')  do  ii»8.),  on  tionve 

è/«  d'  —  2  [i/(n'— 2v-3îî— 45)  —  2(2ft+a;)] 

—  (3ij-i-4Ö(tt--2v— 3i?— 4Ç)  -  6ij(v— 4)  -  85(v-3) 

9  iiS^  _  12ijÇ— 16  ii^^  -  4»  -  3»  -  lOq  -  9C— Zj. 

On  déduit,  sans  diffìcnlt^  les  termes  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion,  à  l'exception  des  quatre  derniers,  de  la  décomposition  du  cône 
circonscrit  total  regardé  comme  enveloppe:  ils  indiquent  les  nombres 
des  plans  tangents  communes  à  deux  pa^es  de  ce  cône,  qui  n'établis- 
sent pas  des  connexions  de  ces  parties,  —  et  des  plans  tangents  doubles 
du  cône  tangent  —  multipliés  par  les  produits  des  nombres  qui  indi- 
quent les  degrés  de  multiplicité  des  parties  respectives  du  cône*).  On 
trouve  aussi  sans  difficulté  que  la  difference  h'  ~  doit  contenir  des 
termes  qui  sont  des  multiples  de  r,  r]  et  t,  et  nous  verrons  même, 
dans  ce  qui  suit,  des  explications  de  la  siguilication  de  leurs  coeffi- 
cients. Mais  le  plan  tangent  au  cône  tangent  le  long  d  une  des  s 
tangentes  à  la  courbe  cuspidale  n'est  qu'un  i)lan  tiui«,'ent  simple  de  la 
surface**),  et  il  n'existe  pas  dautn's  plans  tangents  doubles  du  cône 
total,  perdus  par  le  cône  résidu,  dont  le  nombre  est  toujours  égal  ù  s 
(ou  à  un  polynôme  composé  de  j?,  jy,  jj,  ^|).  On  voit  donc  que  le  co- 
efficient Z  est  égal  à  zéro, 

^ous  avons  donc  démontré  que 

a,  —  a  —  2|i  —  », 
n,'— n'—  2»  —  Zfi  —  4C, 

— a  — 2[;i(o— 2fi-a:)  -  2(2;t-f  a:)]  —  2(f* -2)a: 

-  -X)  -  ^-^"^^ -  2v^  -  3 v{;  - 4 -  6q{ 


•)  Comparer  au  n*  62. 

**■)  Kn  eft'et,  la  section  qu'il  fait,  ayant  deux  points  doubles  et  deux  points 
■tationuaires  au  lieu  de  trois  points  doubles  et  un  point  stationnaire  d'une  autre 
section  par  O,  est  de  la  classe  a  — x— l  de  mémo  que  les  sections  faites  par  lea 
aotcee  pians  tangenta  aa  ctee  tangent  U  est  done  plan  tangent'  simple  d*iin 
c6ne  oireoiuGrit  sjant  pour  lonmet  un  qorîeoiiqiie  de  ms  poînti. 
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6/  =  6'  —  1(2 1; + 3 13  -1-  4  è)  (n  -  2 1/  -  li  7/     U.)  -  4  (2  -f  -  x)] 

-  6iï(w— 4)  — 8C(v— 3)  -S-ai*»^-  12qC—  16  — 7^- 
— 4fi  —  3t>  —  lOiy  —  9{. 

jc,  —       2*--3(2fi  +  a:)  —  3v  —  7ij  —  Hg, 

c','  =  c  —  2»-3(2;i  +  a  )  -  10;^—  12Ç. 

Nous  verrons  dans  ce  qui  suit  les  explications  ^ea  différents  termes 
de  •). 

XI. 

Points  coniques  i^Suite). 

55.  Propriétés  ayant  rapport  aux  2  u  x  tangcìiks  principaìcs. 
La  section  faite  à  la  surface  par  le  plan  tangent  au  cône  tangent  en 
un  point  conique  C  le  long  d'une  tangente  principale,  a,  selon  le  n"  51., 
un  nouveau  point  double  coïncidant  avec  le  point  conique:  elle  n'est 
donc  que  de  la  classe  a  —  x —2.  Il  en  résulte  que  x-\-2  des  droites 
d'intersection  de  ce  plan  avec  un  cône  circonscrit  dont  le  sommet  1* 
se  trouve  sur  lui  co'incident  avec  la  génératrice  a;-tuple  PC  de  ce  cône. 
N'étant  tangent  quù  une  seule  des  x  nappes  de  ce  cône,  il  la  ren- 
contre en  trois  génératrices  co'incidentes,  ou  bien,  il  en  est  un  plan 
tangent  stationnaire.  Il  sera  donc  un  plan  tangent  simple  de  l'enve- 
loppe des  plans  tangents  stationuaires,  mais  non  pati  tangent  ù  la  dé- 
veloppable  bitaugente. 

On  voit  donc  pourquoi,  dans  les  formules  trouYées  dans  le  n"  pré- 
cédent, c'— C]',  mais  non  pas  h' — d/,  contient  un  teme  2/i-f~*^>  ^ 
ooëfficient  troi^  de  ce  tenne  dans  rezpressioii  de  é — c/,  nous  montre 
que  le  point  d'oeculation  du  plan  qui  nous  occupe,  avec  l'arête  de  re> 
broussement  de  l'enTeloppe  des  plans  tangents  stationnaires,  se  trouve 
en  C  Sa  génératrice  de  contact  avec  cette  enveloppe  doit  être  la 
tangente  principale,  parceqne  celle-ci  est  tangente  d'iniflezîon  de  tonte 
section  plane  passant  par  elle.  On  le  voit  ansai  en  considérant  le  cône 
circonscrit  qui  a  pour  sommet  un  point  T*  de  cette  droite.  On  prouve, 
par  les  mêmes  procédés  que  nous  avons  employés  dans  le  53.,  que 
ce  cône  a  la  droite  TO  pour  génératrice  (a?-|-2)*tnple:  deux  dee  v 
nappes  simples  d'un  cône  circonscrit  ordinaire  qui  passent  par  C  sont 
reinpiacées  par  un  assemblage  quadruple  de  nappes**)  tangentes  entre 


*)  Dans  le  tome  78  p.  830  des  OemfÊ»  vmim  ib  tJeadémf§  des  Mue» 
j*al  appliqué  rezpression,  prouvée  id,  de  »t  à  la  déduction  du  nombre  des  points 
stationnsiiw  de  Venveloppe  dos  coorbes  d'an  système  donn(?.  La  démonttratton 

actaelle  complète  celle  des  résultats  que  j*ai  indiqués  à  I't  udroit  cité. 

**)  Nous  désignons  par  cette  expression  un  groupe  de  1  —  4  bnmches  dont 
les  degrés  de  multiplicité  font  la  somme  quatre. 

33* 
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elles,  qui  rencontrent  leur  plan  tangent  en  six  génératrices  coïncidan- 
tes.  Cet. assemblage  a  pour  équivalents  V'^^  tangent 

étant  plan  tangent  atationnaire ,  mais  non  pas  donble,  de  la  surface, 
ce  groupe  d'équivalents  est  le  seal  de  ceux  qne  nous  avons  nommés 
dans  le  n<*  38.,  qui  reste  possible.  —  On  voit  que  2x — 2  génératriees 
doubles  et  quatre  génératrices  stationnairea  se  sont  jointes  à  celles  qui 
coïncident  ordinairenSent  avec  la  droite  projetant  le  point  conique  C, 

Pour  chaque  tangente  principale,  une  coïncidence  d'un  point  de 
.la  oourbç  parabolique  avec  le  point  correspondant  de  l'arête  de  re- 
broussement  de  l'enveloppe  des  planai  tangents  stationnaires,  a  lieu  au 
point  conique.  £n  considérant  un  cône  circonscrit  dpnt  le  sommet  est 
infiniment  voisin  du  plan  tangent  au  cône  tangent  le  long  d'une  tan- 
gente principale,  on  voit  que  cette  coïncidence  compte, seulement  pour 
une  dans  la  formule  (19).  (Comparer  au  n<*  19.)  Voiià  pourquoi  le 
second  membre  de  VégwiUon  (19)  contient  U  nombre  (^^-^x).  On  prouve 
au  moyen  du  même  cône  circonscrit  que  la  courbe  parabolique  a  un 
contact  (lu  premier  ordre  avec  toute  tangente  i)rincipale  en  C,  et  que 
le  plan  tangent  au  cône  tangent  le  long  de  cette  droite  y  est  oscu- 
lateur. 

Le  plan  tangent  au  cône  tangent  en  un  point  coniqtte  le  hmg  d'une 
tangente  principalCf  est  tangent ,  le  long  de  la  même  droite,  à  Vcnvelopjic 
des  plans  tangents  sfaiionnnircs.  Le  point  correspondant  de  iart  te  de 
rchroîissemetit  de  cette  (irrrloppahlc  se  trouve  au  jvnni  conique.  La  In  anehe 
eorresjiondantc  de  la  couritc  parabolique  est,  au  nume  point,  tangrnfr  à 
la  tangente  principale,  et  a  le  plan  tangent  au  cône  tangctU  pour  plan 
osculateur, 

5ß.    Proprirfrs  ayant  rapport  aux  v  plans  tangents  stationnaires 

du  cône  tangent.  Nous  désignerons  par  les  noms  de  y,plan  v'*  et  de 
„droite  nn  plan  tangent  statUmnaire  du  cône  tangent  et  sa  généra^ 
trice  de  contact.  De  même  nous  désignerons,  dans  ce  qui  suit,  par  les 
notations  de  „droite  ri"  et  de  „plan  ri"  une  des  ri  génératrices  doubles 
du  cône  tangent  qui  ne  sont  pas  tangentes  à  la  courbe  double,  et  un 
(les  deux  jj/awi?  tangents  au  cône  tangent  le  long  d'elle,  et  par  les  no- 
tations de  „droite  Ç"*  et  ,.pinn  Ç",  une  des  Ç  génératriees  siationnairrs 
du  cône  taugt  uf  qui  ne  .sont  pas  tan^îontes  à  la  courbe  stationuaire,  et 
le  plan  tangent  au  cône  tougnit  le  long  it'cllr.  — 

Si  l'on  prend  pour  sonmiet  d'un  còni;  (  Ircoiiscrit  un  point  P  d  un 
plan  V,  deux  des  v  naj)pes  simples  de  ce  (ônr  ijui  passent  par  PC 
coïncident  et  sont  tangentes  au  plan  r.     Duius  la  section  faite  par 

celui-ci,  deux  des  point  doubles  confondus  en  C  sont  rem- 

placés, selon  le  n*  61.,  par  des  points  stationnairea:  elle  est  donc  de  im 
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classe  a  —  x  ~2.  Le  plan  r  rencontre  donc  les  deux  nappes  auxquelles 
il  est  tanirent  en  quatre  generatrices  coïncidentes. 

Cela  prouvf-,  la  supposition  la  plus  simple  serait  que  ces  napj)e.s 
fussent  distinctes,  et  ipie  chacune  rencontrât  le  plan  v  en  deux  généra- 
trices cuïncideute.s.  Alors  toutes  les  deux  génératrices  d'intersection 
des  deux  nappes  appartiendraient  aux  ò  génératrices  doubles  du  cône 
circonscrit,  et  le  nombre  de  génératrices  doubles  coÏDcidaut  avec  PC 
dépasserait  d'une  unité  le  nombre  ordinaire,  trouvé  dans  le  d9  52.,  ce 
qui  est  impossible;  car  la  droite  PC,  qui  rencontre  une  des  nappes 
du  c6ne  tangent  en  trois  points  coïncidents  et  les  autres  en  un  seul 
point,  ne  peut  être  position  limite  d'une  tangente  double  de  la  surface. 
Il  faut  donc  qu'une  de  ces  deux  génératrices  du  cône  circonscrit  soit, 
au  lieu  de  double,  une  génératrice  stationnaire^.  Alors  les  deux  nappes 
forment  une  nappe  double  dont  les  sections  planes  ont  des  points  de 
rebroussement  de  seconde  espèce,  et  un  plan  tangent  double  et  un  plan 
tangent  stationnaire  du  cône  circonscrit  coïncident  arec  le  plan  v. 

Un  plan  t;  est  donc  premièremeni  tangent  à  la  dévthjppabfe  hiiangenie 
de  la  surface.  La  génératrice  de  contact,  devant  rencontrer  une  nappe 
de  la  surface  en  quatre  points  coïncidents/  coïncide  avec  la  tangente 
à  la  branche  triple  de  la  section  faite  par  le  plan  v,  on  bien  avec  la 
droite  v.  On  peut  aussi  prouver  d'une  autre  manière  que  cette  droite 
est  génératrice  de  contact  avec  la  développable  bitangente,  en  prenant 
un  de  ses  points  T  pour  sommet  d'un  cône  circonscrit.  Ce  cône  a  la 
droite  TC  pour  génératrice  (.r-f-  l)-tuple:  trois  des  v  nappes  simples 
d^uu  cône  circonscrit  ordinaire  qui  passent  par  C  sont  remplacées  par 
un  assemblage  quadruple  de  nappes  tangentes  au  plan  v,  qui  les  ren- 
contre en  six  génératrices  coïncidantes.  Le  seul  des  quatre  groupes 
d'équivalents  indiqués  dans  le  n**  38.  qui  reste  possible  pour  cet  assem- 
blage est  (^^l'        de  fa(;on  'juc  deux  des  ('plans  tangents  doubles  du 

cône  circonserit  coïncident  avec  le  plan  v.  Nous  voyons  en  même 
temps  (pie  x  —  1  génératrices  doubles  et  trois  géiifratrices  statif»iinaires 
s»'  s(mt  jfiiutes  à  celles  qui  coïncident  "ordinairement  avec  la  droite 
projetant  le  jioint  conifpie  C.  —  Le  coi'fficient  .'>  du  (erme  r  df  l  ex- 
pression  de  h'  -h^'  truuvt'e  dans  le  n'  r)4.,  nous  montre  qm»  le  jtoint 
d  osculation  d'un  plan  v  avec  l'arête  de  rebroussement  de  la  déveloj»- 
pable  bitangcnte,  se  trouve  au  point  conique  C,  —  La  droite  v  est 

•)  Comparer  à  la  seconde  note  du  u"  19.  -  Dans  le  cas  actuel  les  coeffi- 
cients den  termos  r  ilans  Ica  oxpres&ioiirt  M»'  b^'  et  c/  trouv»'CH  (hins  le  n"  54  nous 
montrent  quo  les  deux  nappée  partielleb  n'ont  pa»  uu  contact  Bupérieur  à  |,  ou 
bien  qQ*iHM  «eirfe  génératrice  staUonnaire  s'est  jointe  à  celles  qui  cdoddent  or- 
dinaireineot  avee  F  (h 
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tangente  à  la  courbe  de  contact  de  la  déyeloppable  bitangente.  En 
considérant  un  cône  dont  le  sommet  est  infiniment  voisin  dn  plan  v, 
on  peut  démontrer  qne  les  deux  pointe  de  contact  de  la  géuératrioe  de 
la  dé?eloppable  bitangente  qui  fait  avec  la  droite  v  un  angle  infiniment 
petit  da  premier  ordre  ont  entre  eux,  et  du  point  coniqne  C,  des 

distances  d'ordre  -  *).    Il  en  résulte  que  la  branche  de  la  courbe  de 

contact  qui  est  tangente  à  la  droite  v  est  triple  :  un  plan  quelconque 
par  cette  droite  la  rencontre  en  quatre  points  coïncidants,  le  plan  v, 
en  six;  un  point  double  et  deux  points  stationnaires  sont  réunis  eu  C. 
Ces  propriétés  de  la  courbe  de  contact  de  la  développable  bitangente 
expliquent  le  coefficient  3  du  terme  3  y'  de  l'équation  (21)  dans  le  n"  4. 
—  qu'on  déduit  des  équations  du  u"  3.  —  ou  plutôt  le  même  coeffi- 
cient du  terme  3t?  de  l'équation  réciproque  à  (21). 

Un  plan  v  est  aussi  tanycnt  à  l'enveloppe  des  jilans  stationnaires 
de  la  surface.  Les  propriétés  trouvées  du  cône  circonscrit  ayant  pour 
sommet  un  point  T  de  la  droite  v,  nous  montrent  que  cette  droite 
n'est  pas  génératrice  de  contact  avec  l'enveloppe  des  plans  tangents 
stationnaires.  On  sait  tMSfi  que  cette  dernière  génératrice  de  contact 
n'a  besoin  de  rencontrer  une  nappe  de  la  surface  qu'en  trois  points  co- 
ïncidants. Si  Ton  prend  un  point  de  cette  demiàre  droite  pour  som- 
mel^  deoz  nappes  du  cône  circonscrit  auront  entre  eUes  im  contact  du 
troisième  ordre,  deox  génératrices  stationnaires  s'étant  jointes  à  celles 
qui  passent  ordinairement  par  C  —  Le  co^ficient  2  de  «  dans  l'ex- 
pression de  c' — C|'  trouvée  dans  le  n<*  54.  nous  montre  que  le  point 
d'osculation  du  plan  v  ayec  Farête  de  rebroussement  de  l'enveloppe  des 
plans  tangents  stationnaires  ne  se  trouve  pas  en  C,  On  voit  la  même 
chose  en  observant  que  la  branche  correspondante  de  la  courbe  para- 
bolique^ devant  rester  sur  la  surface,  a  pour  tangente  la  droite  v,  qui 
est  différsnte  de  la  génératrice  de  l'enveloppe  des  plans  tangents  sta- 
tionnaires. Les  propriétés  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  quel- 
conque du  plan  V  montrent,  que  ce  plan  n'est  pas  osculatear  à  la 
branche  de  la  courbe  parabolique  dont  nous  venons  de  parler. 

17»  pUm  tangent  skitìonnaire  d»  cône  tangeiU  m  m»  point  comque 
(tm  plan  v),  est  plan  tangent  siffipfe  de  la  âêvdoppiMi  bUangenie  et  de 
Vemfêoppe  des  pians  tangents  stationnaires  de  la  surface.  8a  généra- 
triée  de  contact  avec  le  cône  t<mgent  (2a  droite  v),  est  atiss»  génératrice 

de  cont<ict  avec  la  développahle  bitangente  {maisnonpas  aumVenodoppe 
des  plane  tangents  stationnaires),  et  le  point  eofiique  se  trouve  sur  la 
branche  correspondante  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  développabie  bi- 


*)  Compscer  à  la  p.  89  (828)  de  mon  mémoire  d^jà  oité  sur  Ut  sgttème»  de 
courte»  pIsiMS. 
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kmgeiUe  (mais  no»  pas  mr  edk  de  Varéte  de  rdfroussemeiU  de  VamAre 
déoélafpaJtile),  La  immdte  eorrespwdoMte  de  la  eowrbe  de  etrntad  de  la 
dévèbppabU  hUangente  est  MpU  et  tangente  à  la  droite  v:  m  ptan  gud- 
conque  par  cette  droite  la  rencontre  en  quatre  points  cdOncidaints,  le  pian 
V,  en  six;  éUe  a  un  point  doubie  et  deux  poinU  sfaHonmonres  réunis  au 
point  conique.  La  brandie  correspondante  de  la  courbe  parabcUque  eSt 
aussi  tangente  à  la  droite  v,  mais  eUe  n'a  pas  k  pian  v  pour  ptan  oseu' 
latenr, 

67.  Cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  un  point  P  ^un  „plan  if**). 
Le  cône  ne  se  decompose  pus,  et  le  degré  de  miiltiplieité  de  sa  géné- 
ratrice  singalière  PC  reste  égal  à  x.  Mais  une  des  p  nappes  simples 
passant  par  cette  droite  coïncide  avee  une  des  rj  nappes  doubles.  Le 
plan  il  a  avec  le  cône  X'\-2  intersections  confondues  en  PC;  cinq 
d'entre  elles  doivent  appartenir  à  l'assemblage  triple  qne  nous  venons 
de  trouver.  Cet  assemblage  ne  peut  être  decomposable  de  nouveau 
en  une  nappe  simple  et  une  nappe  double,  formant  une  génératrice 

stationnaire;  car  alors  ses  équivalents  auraient  les  valeurs  de  Ç^'  , 

et  le  pian  ij  ne  serait  pas  plan  tangent  stationnaire  de  la  surface,  con- 
trairement à  l'expression  de  c,'  dans  le  n"  54.,  où  le  coëfHcient  — 10 
"^de  rj  exprime  que  10  7}  des  c'  plans  tangents  stationnaires  qui  passent 
par  le  point  conique  C  coïncident  avec  les  plans  î] ,  cinq  avec  cliacun. 
11  faut  donc  que  l'assemblage  soit  formé  d'une  seule  nappe  trÌ2)le,  dont 

une  section  plane  est  représentée  par  une  série  de  la  forme  y^ax^  -f  *  *> 

(2  2\ 
1  '  1/  * 

Nous  voyons  donc  que  le  j^lan  tj  est  plan  tangent  sìwpìe,  soit  de  la  di'- 
veloppahle  hitangentc,  soif  de  Veurrhtppc  drs  plans  taïKjmt s  stationnaires. 
On  voit  en  même  temps  qu'une  nouvelle  génératrice  stationnaire  du 
cône  circonscrit  est  venue  se  joindre  aux  (7/-|-2J)  qui  coïncident  ordi- 
nairement avec  PC;  car  la  nappe  double  et  simple  qui  se  sont  cou- 
londues  forment  ordinairement  deux  génératrices  doubles  et  une  géoé- 
latrice  simple**). 

68.  Cône  circonscrit  ayant  jwur  sommet  un  point  T  d'une  drode  ij. 
On  voit  sans  difficulté  par  des  considérations  iuûuitésimales  qu'une 


*)  Sur  la  siguification  de  cette  notatioo^  voir  an  oommeiiceineiit  du  n"  pré- 
cédent. 

**)  L*impeMnbUité  des  équivalents  ^*  ^  réralte  auMÎ  de  la  réflexion  qne  la 

droite  PC,  qni  rencontre  une  nappe  du  c6ne  tangent  en  trois  points,  le*  antres 
en  nn  seni,  ne  pent  être  podtion  limite  d*nne  tangente  double.  Il  est  dono  im- 
penible  qu'anc  nouvelle  génératrice  double  do  eAne  circonacrit  le  soit  jointe  à 
oeUes  qni  coïncident  ordinairement  avec  PC, 


Üiyitizcü  by  GoOglc 


520   '  H.  G.  Zbotobv. 

• 

droite  ij  est  génératrice  de  contact  de  chacun  des  deux  plans  ij  qui 
passent  par  ellci  non  seulement  avec  la  développable  bitangente,  mais 
aussi  avec  Fenveloppe  des  plans  tangents  stationnaires  ;  mais  le  moyen 
le  pins  commode  d'étudier  les  propriétés  de  cette  génératrice  est  de 
discuter  un  cône  circonscrit  ayant  un  de  ses  points  T  pour  sommet. 

L'ordre  o,  =  a,  et  la  classe  ni^n  —  1,  du  cône  résidu  se  trou- 
vent  par  les  procédés  ordinaires. 

On  déduit  des  pro])riélés,  trouvées  dans  lo  n''  51.,  des  sections 
j)lanes  passant  par  le  point  conique  C,  qu'un  plan  quelconrpio  j^assant 
]»ar  TC  a  x-{-2  interücctions  avec  le  cône  circonscrit  réunies  eu  TC, 
et  chacun  des  deux  })lans  rj  passant  par  elle,  ,'  -[-•>•  Aux  assemblages 
de  nappes  tangentes  à  ces  deux  plans  ap[)arti(Minent  4  des  v  nappes 
simples  et  une  des  nappes  doubles  d'un  cône  circonscrit  ordinaire. 
On  voit  donc  que  le  degré  de  multiplicité  de  chacun  est  égal  à 

l  [»+2-(«-4-2)J-4. 

Ne  rencontrant  son  plan  tangent  qu'en  cinq  génératrices  coïncidentes, 
chacun  de  ces  assemblages  quadruples  est  formé  d'une  seule  nappe 

quadruple  ayant  pour  équivalents  (^^'  ^  J  • 

On  voit  donc  qu'aucun  des  plans  tangents  doubles  ou  stationnaires 
de  la  surface  qui  passent  par  la  droite  tj,  n'est  plan  tangent  double 
ou  stationnaire  du  cône  résidu. 

Les  plans  tangents  doubles  de  la  surface  qui  passent  par  la  droite 
ij  sont  1®  les*) 

n'— 1-2.5  —  2(v— 4)  —  3(i7-l)-^4Ç  —  n— 2v-3ij-4Ç 

jdans  passant  par  la  droite  ij  et  tangents  à  la  surface  eu  des  points 
ditiérenttì  de  C\  2* 

2{v  ^-4)-f  a(,i_l)-f  4è 

plans  tangents,  le  long  de  TC,  à  d'autres  nappes  du  cône  circonscrit 
(voir  le  Ò2.)  \  S*»  un  nombre  inconnu  2  X  de  plans  coïncidant  avec 
les  deux  plans  rj.  Les  propriétés  du  cône  circonscrit  au  sommet  C 
(n"  51.),  ou  celles  des  sections  planes  par  la  droite  tjy  montrent  qu'il 
n'en  existe  jias  d  autres.  —  On  voit  de  même  qu'un  plan  tangent  sta- 
tionnaire qui  passe  par  la  droite  tj  doit  co'fncidcr  avec  l'un  ou  l'autre 
des  deux  plans  >/.  Nous  designcn^ns  jiar  'J  Y  le  nombre  de  j)lans  tan- 
gents stationnaires  a  la  surface  passant  par  7'  qui  co'iucident  avec  l  uu 
ou  l'autre  de  ces  deux  plans.    Ou  trouve  ainsi 


*J  La  première  expreasion  résulte  immédiatement  des  discussions  faites  dans 
le  II"  présent,  ]a  seconde,  de»  propriétés,  trouvées  dans  le  n"  61.,  du  cône  GÌiC0tt> 

Bcrit  au  sommet  C. 
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V—  ft'-  (n'-2v~3i|-40  -  2(v-  4)  -  3(ij- 1)  -  4C  -  2X, 

où  X  et  y  sont  des  nombres  entiers  et  positifs. 

En  appliquant  la  deuxième  relation  plûckérienne  à  ces  expressions 
et  aux  valeurs  déjà  trouvées  de      et        on  trouve 

2X-f  3  y=-  10, 
d'où  X»  Y ^2,   On  Toit  ainsi  qu'une  droite  rf  est  génératrice  simple 
de  t^aame  des  deux  napper  de  lu  (l'  veloppa1)lc  hitangentej  et  de  chacune 
des  deux  nappes  de  l'enveloppe  des  plans  tangents  stationnaires,  qui  pas- 
sent par  eOe. 

Les  nombres  plfickéneos  du  cône  résidu  auront  lea  valeuirs  sni- 
vantea: 

•  •        a^^a,  «^4-2,  jfj=x— 1,  < 

h'— 1,     6,'— t'-n'+T,  c,'=c-4. 

On  trouve  sans  difficulté?  que  2{x  —  3)  géuératrices  doubles  et  6  géné- 
ratrices statiounaîrea  —  dont  l'une  s'est  transformée  en  deux  généra- 
trices doubles  —  sont  venues  se  joindre  à  celles  qui  coïncident  ordi- 
nairement avec  la  droite  projetant  le  point  conique.  — 

Avec  cbacun  des  plans  i}  coïncident»  selon  le  n**  54.,  cinq  des  h* 
plans  tangents  doubles,  et  cinq  des  c  plans  tangents  stationnaires, 
«l 111  1  issent  par  le  point  conique  C,  Il  en  résulte  que  C  est  point 
triple,  à  une  seule  tangente,  des  brandies  des  arêtes  de  rdn'oussement  de 
la  déwloppàbU  bitangente,  et  de  Venvdoppe  des  pkms  tangents  station- 
naires, gui  ont  les  pHans  i}  pour  pians  osculateurs, 

Âu  lieu  de  discuter  ici  les  branches  de  la  courbe  de  contact  de 
la  développable  bitangente,  et  de  la  courbe  parabolique  qui  sont  tan- 
gentes aux  droites  ij,  et  de  déduire  ici  les  coëfificienis  du  terme  ^  dans 
les  équations  (19)  et  (21')  [réciproque  à  (21)],  nous  ferons  dans  les 
n"'  64. — 66.  la  discussion  et  les  déductions  réciproques,  qui  nous  sem- 
blent plus  commodes*). 

59.  Cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  un  point  P  étun  plan  t 
Le  cône  ne  se  décompose  pas,  et  le  degré  de  multiplicité  de  sa  géné- 
ratrice PC  reste  égal  à  x.  Mais  une  des  v  nappes  simples  passant 
par  cette  droite  coïncide  avec  une  des  l  nappes  triples.  Le  plan  {  a 
avec  le  cône  x-{-2  intersections  confondues  en  PC;  six  d'entre  elles 
doivent  appartenir  à  l'assemblage  quadruple  que  nous  venons  de  trou- 
ver.  L'assemblage  ne  peut  être  représenté  par  aucune  des  quatre 


*)  Les  opérations  qui  ae  correspondent  par  le  principe  de  dualité  reposent, 
en  réalité,  siir  les  mêmes  raiMMmements;  mais  à  eanse  du  développement  du 
langage  géométrique  et  de  iliabitode,  Tane  pént  être  plus  commode  que  Tautre. 
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groupes  d'éqnivalenis  qu'on  a  obtenus  dans  le  n«  38.  par  la  subeiitnüon 
de  9  «  3  dans  les  expressions  générales  des  équivalents;  csr  1*  les 
expressions  de  h{  et  de  c,'  dans  le  n^  54.  nous  montrent  que  le  plan 
{  est  à  la  fois  plan  tangent  double  et  plan  tangent  stalîonnaire  de  la 
surfoce,  et  2<*,  la  droite  PC  n'étant  pas  position  limite  d'une  tangente 
double  de  la  surface,  le  nombre  de  génératrices  doubles  furmées  par 
les  nappes  confoiidueSi  doit  avoir  sa  valeur  ordinaire;  il  est  donc  égal 
à  quatre.  Il  faut  donc  essayer  d'obtenir  cette  valeur  du  premier  equi- 
valenti en  attribùaut,  dans  les  expressions  générales  des  équivalente*) 

ou  • 

à  2  la  valeur  de '4.  On  robtient  pour  g  4,  a  »  1.  Alors  les  équi- 
valents auront  les  yaleurs  de  ,  ce  qui  montre  qu'un  plan  ^  est 

plan  tangent  simple  de  la  di'vchppuhk  hitangcnte  et  plan  tancent  double 
de  renvéloppe  des  plans  tanycnts  sfatiaìmaircs. 

On  voit  en  même  temps  (pie  deux  nouvelles  grin-ratrices  stati» )u- 
uaires  du  c«")ue  circonscrit  sont  venues  se  joindre  aux  4"  '^lif  co- 
ïncident ordinairement  avec  PC. 

Les  valeurs  trouvées  des  équivalents  montrent  que  l'assemblage 
est  formé  de  deux  nappes  doubles  formant  des  génératrices  stationnai- 
rea,  et  se  reiicoutrant,  Tune  l'autre,  en  7  gt'uératrices  coïncidantes. 

Il  est  évident  que  le  contact  du  plan  g  avec  la  développable  bi- 
tangente  doit  avoir  lieu  le  long  de  la  droite  Ç  qui  est  la  seule  droite 
qui  rencontre  la  branche  singulière  de  la  section  faite  par  le  plan  Ç 
en  quatre  points  cdïncidants  ;  niais  il  reste  possible  —  et  nous  verrons 
(n"  00.)  que  cela  a  lieu  en  réalité  —  qu'une  génératrice  de  contact  avec 
l'enveloppe  des  {dans  tungenis  stationnaires  est  dilléreute  de  la  droite 
Si  le  sommet  du  cône  circonscrit  se  trouve  sur  une  génératrice  de 
contact  ditl'éreute  de  la  droite  ^,  l'assemblage  quadruple  de  nappes  aura 

(4  5\ 
j '     •   Ces  valeurs  sont,  pour  ß'^l,  com- 

prises au  second  des  groupes  d'expressions  générales  que  nous  venons 
de  citer.  L'assemblage  est  alors  formé  d'une  seule  nappe  quadruple, 
dont  une  section  plane  est  représentée  par  une  série  de  la  forme 


*)  Voir  la  B«  6.  de  bob  article  «iir  in  »ngitUiriUi  def  covHm  piansi. 
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Soit  dans  oe  cas  partieiilkr,  toit  pour  one  position  quelconque  du 
sommet  P  dans  le  plan  l  au  defam  de  la  droite  le  plan  tangent 
an  cône  droonaerit  qui  fait  ayec  k  plat  g  un  angle  infiniment  petit 
du  premier  ordre«  fera  avec  la  droite  PC  un  angle  infiniment  petit 
du  troieième  ordre*),  ou  bien,  il  se  tronreraà  une  distance  infiniment 
petite  du  troisième  ordre  du  point  conique  C,  Appliquons  cette  re- 
marque au  cas  où  le  sommet  se  trouTC  sur  la  droite  d'intersection  du 
plan  t  avec  un  plan  tangent  à  TenTeloppe  des  plans  tangents  station- 
uaires  qui  fait  a?ec  le  plan  (  un  angle  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  et  qui  appartient  à  la  nappe  de  cette  enveloppe  dont  la  géné- 
ratrice de  contact  a?ec  le  plan  l  est  différente  de  la  droite  Alors 
on  roit  que  ce  nouveau  plan  tangent  stationnaire  se  trouTC  à  une 
distance  infiniment  petite  du  troisième  ordre  du  poîpt  conique  C.  Le 
point  C  est  donc  un  point  simple  de  l'arête  de  rebronssement  de  la 
nappe  de  Tenveloppe  qui  nous  occupe. 

Le  plan  g  compte  pour  trois  plans  tangents  à  cette  nappe  qui 

passent  par  C.  Or  nous  avons  vu  dans  le  n^  54.  qu'un  plan  Ç  compte 
pour  12  plans  tangents  station naires  passant  par  C.  Il  faut  donc 
qu'au  moins  unc  des  deux  génératrices  de  contact  coïncide  avec  le 
plan 

60.  Câm  dreomorU  ayant  ptmr  sommé  un  poitU  T  <f  ims  droUe  t- 
On  trouve  par  les  procédés  ordinaires  0,  »  a,  ni'—fi' —  1.  Un  plan  • 
quelconque  passant  par  la  droite  TC  qui  joint  le  sommet  au  point 
conique  a  a;  4*  ^  intersections  confondues,  le  plan  ^  en  a  â?  +  3.  A  l'as* 
semblage  de  nappes  tangentes  à  ce  plan  appartiennent  trois  des  v 
nappes  simples  et  une  des  i  nappes  triples  d'un  cône  circonscrit  ordi- 
naire. On  voit  donc  que  son  degré  de  multiplicité  est  é((al  à 


JMe  rencontrant  son  plan  tangent  qu'en  neuf  génératrices  coïucideutes, 


On  voit  doue  qu'aucun  des  plans  tangents  doubles  ou  stationnaires  de 
la  surface  qui  passent  par  la  droite  ^,  n'est  plan  tangent  double  ou 
statiounaire  du  cône  rt-sidu. 

Si  nous  désijji^nons  par  X  et  y  les  nombres  des  plans  tangents 
«loubles  et  staticiniaircs  de  la  surface  qui  passent  par  T  et  coïncident 
avec  le  plan  nous  trouverons  —  de  lu  même  manière  que  dans  le 
ïi"  58.  —  les  expressions  suivantes  des  nombres  et  c^  appartenant 
au  cône  résidu: 


*)  Toir  le  n*  e.  de  l*artiole  cité. 


a:  +  2  -  (a;— 3  —  3)  =  8 


il  est  formé  d'une  seule  nappe  8-tople  ayant  pour  équivalents 
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6/«  6'—  (n'— 2v  -3q-40  —  2(v-3)  -  Sij  —  4(C— 1)  -  Z, 

Le  sommet  T  se  trouvant  (selon  le  n"  précédent)  sur  la  generatrice  de 
contact  du  plan  Ç  avec  la  develüjipable  bitangente,  et,  au  moins,  .sur 
une  de  ses  génératrice.-?  de  contact  avec  l'enveloppe  des  jdaiib  tangents 
stationnaires,  il  faut  que  X>2,  y>3.  La  seule  solution  possible 
de  Téquation 

2X  +  3y— 18, 

qui  résulte  de  1  aj>plication  de  la  première  équation  plûckérienue  au 
côue  résidu,  osi  donc  X  ^  3,  Y  ~  4. 

Le  deriiitr  do  ces  résultats  admet  deux  exjdications  différentes: 
1®  la  droite  ^  est  génératrice  simple  de  toutes  les  deux  nappes  de 
l'enveloppe  des  plans  tangents  stationnaires  (jui  sont  tangentes  au  plan 
ou  2"  la  droite  Ç  est  génératrice  station iiaiie  de  l'une  de  ces  deux 
nappes.  ffiP  cas  où  elle  éûiit  génératrice  d'une  napjie  double  dont  une 
section  plane  avait  un  point  de  rebroussemeut  de  seconde  espéce  serait 
un  cas  {tarticulier ,  compris  a  chacune  de  ces  deux  explications.)  Or 
si  l'on  prend  la  première  des  deux  explications  pour  base  de  recherches 
ultérieures  et  opère  de  la  même  manière  que  nous  allons  faire  en  pre- 
nant la  seconde  pour  base,  on  obtiendra  des  formules  dont  Tapplicatiou 
à  des  aur&ees  pttrtieuHëres  (celles  dont  nous  nous  occuperons  dans  le 
-  75.)  conduit  à  des  résultats  qui  se  montrent  injustes  par  nos  moyens 
de  vérification*).  11  faut  donc  rester  à  la  seconde  explication^  qui  sera 
aussi  rendue  plus  claire  (dans  le  n<*  65.)  par  la  représentation  analy- 
tique de  la  singularité  qui  correspond  par  le  principe  de  dualité  à  la 
singularité  ^ 

Avec  cette  explication»  neuf  des  plans  tangents  stationnaires  de  la 
surface  qui  paissent  par  le  point  C  appartiendront,  selon  le  n^  précé- 
dent,  à  la  nappe  qui  a  la  droite  (  pour  génératrice  stationnaire.  11 
résulte*  des  formules  trouvées  dans  le  n*^  54.  qu'aussi  neuf  plans  tangenU 
à  la  développable  bitangente  qui  «passent  par  C  coïncident  avec  le 
plan  Ces  propriétés  des  droites  et  plans  {  sont  exprimées  dans 
l'énoncé  suivant: 

Une  droite  t  est  génératrice  sttiUomwire  de  la  dévéleppabie  bikm- 
gente  et  de  Vmvdoppe  des  plans  tangents  staHonnaires;  le  plan  t  est 
langent  à  ces  deux  dévdoppàbks  le  long  de  cette  génératrice;  les  points 
correspondants  des  arêtes  de  rehroussement  des  deux  dévéloppahles  sont 


*)  On  pourrait  peut  être  auH>i  dt'Uuire  d'une  figure  que  le  nombre  des  plans, 
tiitigenta  à  une  oappe  de  TenTeloppe  des  plann  tangents  ctationnairet  tangente  aa 
plan  i  le  long  de  U  droite  qui  pawent  par  nn  point  de  la  droite  t*  est  im> 
pair.  Alon  la  première  espUcation  le  montrerait  impoanble  dès  à  préient. 


i^idui^cü  uy  Google 


Sor  la  théorie  dei  lurfAMs  réciproqaei. 


525 


sìxtupìes*)  (lì  une  scìdr  hranche)  et  sr.  trouvent  au  point  conique.  — 
Le  pian  ^  est  encore  tamjent  à  l'enveloppe  des  piansi  trnKjents  station- 
naircs  le  long  d'une  autre  droite;  le  point  de  contact  de  celle-ci  atee 
l'arête  de  rehroussemcnt  est  un  point  simple  de  cette  courbe  qut  se  trouve 
au  point  conique. 

En  substituant  les  valeurs  trouvées  de  X  et  Y  tluns  les  expres- 
sions de  et  de  r,',  on  trouve  que  les  nombres  pliick«TÌeiis  du  cône 
résidu  ont  les  niênies  valeurs  que  dans  le  cas  où  le  sommet  se  trouvait 
sur  une  droite  tj  (voir  le  n**  58.).    Les  expressions  d,  =  <5  -j-  2  et 

/21  T\ 

X|  s  X  —  l  qu'on  trouve,  ei  les  équivalents  ,  déjà  trouvés,  de 

la  nappe  8-tuple,  qui  remplace  trois  nappes  simples  et.  une  nappe 
triple,  nous  montrept  que  2{x — 3)  généiatricea  doublet  et  6  généra* 
trices  statiomiaires  —  dont  l'une  s'est  transformée  en  deux  génératri- 
ces doubles  —  sont  venues  se  joindre  à  celles  qui  coïncident  ordinaire- 
ment avec  la  droite  projetant  le  point  conique,  de  même  que  dans  le 
cas  où  le  sommet  se  trouvait  sur  une  droite  i}. 

Quant  aux  propriété  ultérieures  des  droites  et  plans  i,  nous  ren- 
voyons aux  n***  64. — 67.,  où  nous  nous  occuperons  des  propriétés  des 
figures  réciproques. 

XII. 

Plans  tangents  le  long  d'nno  oonrbo. 

tfl.  Un  plan  tangent  ft'- tuple  de  la  surface  est  un  plan  où 
des  plans  tangents  passant  par  une  droite  quelconque  qui  s'y  trouve 
coïncident.  Si  nous  supposons  que  cette  définition  soit  tangentielle, 
le  plan  contiendra  une  courbe  de  la  classe  f»',  la  courbe  de  contaä, 
dont  les  tangentes  ont  la  propriété  que  1  des  plans  tangents  pas- 
sant par  elles  coînddeut.  Cette  courbe,  dont  nous  désignerons  l'ordre 
par  v',  et  à  laquelle  nous  attribuerons  y'  et  z'  tangentes  doubles  et 
stationnaires  qui  sont  génératrices  de  la  développable  bitangente  et  de 
1  enveloppe  des  plans  tangents  stationnaires,  rj'  et  ^  autres  tangentes 
doubles  et  stationnaires,  n'  et  v  points  doubles  et  stationnaires,  peut  - 
être' composée  de  courbes  de  classes  inférieures;  toutefois  nous  suppo- 
serons qu'il  n'y  ait  pas  au  nombre  de  ses  parties  des  points  (sommets). 

Les  propriétés  que  nous  avons  attribuées  à  notre  plan  correspondent 


*)  Un  point  d*iiiten«ction  de  n  plans  tangents  contéeutiA  d*iine  torftu»  dé- 
vd<^pab1e  est  en  général  point  (n— 2)- tapie  de  son  arête  de  rebrouasement;  mais 

■i  m  des  plans  consécutif?  passent  par  nne  seule  droite,  cette  f3;»'ni'ratrice  (wi  — 1)- 
tnple  fera  m  — 2  fois  partie  de  Paréte  de  rebroussement  „totale".  Le  point  sera 
donc  seulement  point  (n—t»)- tuple  de  VarÊU  de  rébrousament  propre.  On  a  dam 
le  cas  ^tael  n    0,  tii  a  3. 
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selon  le  principe  de  dualité  à  celles  qui  servaient  à  définir  on  point 
conique,  dont  la  définition  est  ponctaelle  (voir  k  50.),  pendant  que 
celle  d'un  plan  tangent  le  long  dWe  conrbe  est  tangentielïe.  On  peut 
dono  déduire,  par  le  principe  de  dualité,  lee  antres  propriétés  des  plans 
.  tangents  le  long  d'une  courbe  de  celles  des  points  coniques. 

On  voit,  par  exemple,  qu'il  existe  2fi'-^x'  tangentes  à  la  courbe 
de  contact  (yav'^2i}'-|~3^)  qui  ont  la  propriété  que  ^'4~^  des  plans 
tangents  passant  par  elles  coïncident  (n^  50.).  Nona  appeUerons  ces 
droites  les  €uees  prineipmêx. 

Regardée  comme  lieu  de  points,  la  section  faite  par  le  plan  tan* 
geut  le  long  d'une  courbe  est  composée  de  celle-ci  prise  deux  fois,  de 
ses  if  tangentes  doubles  prises  trois  fois,  de  ses  tangentes  stationnaires 
jprises  quatre  fois,  et  d'une  section  résidue  d'ordre  n^2v* — 3ig'~4('. 
Celle-ci  est  tangente  à  la  courbe  de  contact  aux  2/t'-{-  points  de 
contact  avec  les  axes  principaux  (n*>  54.). 

Poînis  (h  cmitad  aver  ìa  courhc  (ìouhie.  L'expression  de  h' —  h^' 
dans  le  n°  54.  conduit  imm*''diatoment  à  la  détermination  complète  des 
contacts  du  plan  tangent  le  long  d'une  courbe  avec  la  courbe  double; 
mais  pour  une  partie  de  ces  contacts  les  propriétés  des  branches  de 
la  courbe  double  dans  le  voisinage  se  présentent  d'une  manière  plus 
palpable  que  les  propriétés  réciproques  de  nappes  de  la  développable 
bitangente.  Cela  a  lieu  notamment  dans  les  cas  où  les  branches  de 
la  courbe  double  sont  formées  par  1  intersection  de  iloux  nappes  diffé- 
rentes. Supposons  que  le  plan  singulier  a  eu  commun  avec  Tune  de 
ces  nappes  une  ligne  a-tuple  {A),  avec  l'autre  une  ligne  /S-tuple  {Ji), 
a  étant  >  ß:  alors  un  plan  dont  la  distance  d'un  point  d'intersection 
de  {A)  et  {B)  est  infiniment  petite  dn  premier  ordre,  et  qni  &it  des 
angles  finis  avec  le  plan  singulier  et  avec  les  tangentes  aux  deux  lignes 
{A)  et  {B) ,  rencontrera  la  courbe  double  en  ß  points,  dont  les  distan- 
ces de  la  courbe  {A)  sont  infiniment  petites  du  premier  ordre,  et  les 

distances  de  la  courbe  \ß)j  iuiiniment  petites  de  l'ordre  y,  et  les 

-  distances  du  plan  singulier,  infiniment  petites  de  Tordre  a.  Les  ordres 
de  contact  des  branches  de  la  courbe  double,  soit  avec  la  ligne  {B), 
soit  avec  le  plan  singulier,  en  résultent  immédiatement.  Il  nous  sera 
utile,  dans  ce  (jui  suit*),  de  remarquer  aussi  que,  dans  la  section  plane, 
l  une  des  tangentes  en  un  des  ß  points  doubles  que  nous  venons  de 
trouver  fait  avec  le  plan  singulier  un  angle  infiniment  petit  de  l'ordre 

a — 1|  l'antre,  un  angle  infiniment  petit  de  l'ordre  "^^^^^  :  les  angles 


*)  On  an  fUt  mage  dans  la  démoniMion  de  la  fommle  (21);  voir  le 
a-»  66.  ^ 

* 
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que  font  les  plans  tangents  à  la  surface  aux  mêmes  points  avec  le 
plan  singulier  seront  des  mêmes  ordres. 

Pour  le  moment  nous  nous  contenterons  d'indiquer  les  propriété 
suivantes  de  la  courbe  double  elle  même,  qui  résultent  soit  des  censi* 
derations  que  noua  venons  de  faire,  soit  des  propriétés  dflt  figims  ré- 
ciproques que  noua  avona  trouvées  par  l'étude  précédente  des  pointa 
eoniquea: 

Par  ehaiMu  dea  v*{n'-2v*^Zn'-^Ì^)  —  ^  i^t^'+^')  Poi>>^ 
teraectîon  de  la  courbe  de  contact  avec  la  courbe  résidue,  passe  une 
seule  branche  de  la  courbe  double,  qui  a  un  contact  simple  avec  le 
plan  singulier  et  avec  la  courbe  réeidue. 

Par  chacun  des  rf{n— 2 v'-^Zif— 40  pointa  d'intersection  des  if 
tangentes  doubles  avec  la  courbe  r^idue,  passe  une  seule  branche  de 
la  courbe  double  qui  a  un  contact  du  second  ordre  avec  le  plan  singu- 
lier et  avec  hi  courbe  résidne. 

Per  chacun  des  ({n — 2v'— 3^— 4t)  pointa  d'intersection  des 
tangentes  statîonnaires  avec  la  courbe  résidue  passe  une  seule  branche 
de  la  courbe  double  qui  a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  le  .plan 
singulier  et  avec  la  courbe  résidue. 

Par  chacun  des  if  (y' — 4)  points  d'intersection  des  if  ianr^ent«s 
doubles  avec  la  courbe  de  contact,  passe  une  branche  double  de  la 
courbe  double;  elle  forme  un  point  stationnaire,  est  tangente  à  la 
courbe  de  contiict  et  a  un  contact  six-ponetuel  avec  le  plan  singulier. 

Par  chacun  des  3)  point-s  dintersortion  des  tangentes 

stationnaires  avec  la  courbe  de  contact,  passent  deux  branches  de  la 
courbe  double;  elles  sont  tangentes  à  la  courbe  de  contact  et  ont  des 
contacts  quatrepoutuels  avec  le  plan  singulier. 

Par  chacun  des  ^  ^^^^^  points  d'intersection  des  n*  tangentes 

doubles  entre  elles,  passent  trois  branches  de  la  courbe  double;  elles 
ont  des  contacta  triponctuels  avec  le  plan  singulier.  Si  les  deux  droi- 
tea  ijf  sont  réelles  une  seule  des  troia  branchée  sera  réelle;  si  les  deux 
droites  ff  sont  des  imaginaires  conjuguées,  toutes  les  trois  branches 

de  la  courbe  double  seront  réelles.* 

Par  chacun  des  rj'^  points  d'intersection  des  if  tangentes  doubles 
avec  les  tangentes  stationnaires,  passe  une  branche  triple  de  la 
courbe  double;  elle  a  un  contact  quatreponctael  avec  hi  tangente  double 

—  ses  équivalents  seront  donc  Q^'       —     ^  contact  12- ponctué 

avec  le  plan  singulier. 

Par  chacun  des  -^-^^^  points  d'intersection  des    tangentes  sta- 

tionmûres,  passent  quatre  branches  de  la  courbe  double;  éllea  ont  des 
contacts  qnatreponctuela  avec  le  plan  singulier.  (Si  les  deux  droites  ( 
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sont  réelles,  le  nombre  des  branches  réelles  sera  égal  à  deux  ou  à 
zéro;  si  les  deux  droites  sont  des  imaginaires  conjuguées  toutes  les 
quatre  branches  de  la  courbe  double  seront  réelles.) 

Par  chacun  des  n  points  doubles  de  la  courbe  de  contact  passent 
deux  branches  de  la  courbe  double,  ayant  des  contacts  simples  avec  le 
plan  singulier.   (Les  branches  de  la  courbe  double  pourront  être  réelles  . 
on  imaginaires,  si  les  branches  de  la  courbe  de  contact  sont  réelles;  elles 
seront  toujours  réelles  si  le  point  est  un  point  isolé  de  la  courbe  de  contact.) 

Par  chacun  Ses  v  points  stationnaires  de  la  courbe  de  contact 
passe  une  seule  branche  de  la  courbe  double,  tangente  à  la  oonrbe  de 
contact  et  ayant  un  contact  triponctuel  avec  le  plan  singulier  (n**  56.). 

Par  chacun  des  2  if  points  de  contact  de  la  courbe  de  contact 
avec  les  if  tangentes  doubles  passe  une  branche  de  la  courbe  double, 
tangente  à  la  courbe  de  contact  et  ayant  un  contact  5-ponctuel  avec 
le  plan  singulier  (n**  58.). 

Par  chacun  des  points  d'inflexion,  passe  une  branche  de  la 
courbe  double  ayant,  elle  aussi,  un  contact  triponctuel  avec  la  tangente 
d'inflexion  de  la  courbe  de  contact^  et  ayant  un  contact  9-ponctuel  avec 
le  plan  singulier  (n°  GO.). 

68.  PMs  de  amtaei  avec  la  eowhe  cuspidale.  L'expression  de 
c* — Cl  dans  le  n<*  54.  indique  quels  sont  ces  points.  On  tetiuve  leurs 
propri^és  en  appliquant  le  principe  de  dualité  aux  résultats  trouvés 
dans  les  n«*  55.— 60. 

Par  chacun  des  2^i'-^x'  points  de  contact  des  axes  principaux 
avec  la  courbe  de  contact,  passe  une  branche  de  la  courbe  cuspidale» 
tangente  à  la  courbe  de  contact,  et  ayant  un  contact  triponctûel  avec 
le  plan  singulier  (n"  55.). 

Par  chacun  des  t  points  stationnures  de  la  courbe  de  contact, 
passe  une  branche  de  la  courbe  cuspidale,  tangente  au  plan  singulier 
(n*  56.). 

Par  chacun  des  2îf  points  de  contact  de  la  courbe  de  contact 
avec  les  ij  tangentes  doubles,  passe  une  branche  de  la  courbe  cuspi- 
dale, tangente  à  la  courbe  de  contact  et  ayant  un  contact  5-ponctuel 
avec  le  plan  singulier  (n^  58.). 

Par  chacun  des  g'  points  d'inflexion  passent  deux  branches  de  la 
courbe  cuspidale:  Tune  a  elle  aussi  un  contact  triponctuel  avec  la  tan- 
gente d'inflexion  de  la  courbe  de  contact,*  et  un  contact  9-ponctuel  avec 
le  plan  singulier;  Tautre,  qui  n'est  pas  tangente  à  la  courbe  de  con- 
tact, a  un  contact  triponctuel  avec  le  plan  singulier. 

On  trouve  au  moyen  des  r^ultats  exposés  ici  et  dans  lie  n*>  pré- 
cédent, ies  pamts  douties  d  skUiaimaires  et  Us  poiiUs  ditUerseeUm  de 
ia  courbe  dduHIe  et  de  ia  courbe  euapidàle  qui  se  trouvent  dans  le  plan 
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tangent  ù  la  surface  le  long  d'une  courbe.  Leurs  nombres  sont  indi- 
qués dans  le  n**  2.  Il  résulte  des  propriétés  réciproques  d'un  point 
conique  —  en  particulier  des  propriétés  des  cônes  circonscrits  dont  lei 
sommets  se  trouvent  dans  les  plans  qoi  eonrespondent  à  ces  points  — 
que  tous  les  points  indiqués  sont  seulement  des  points  doubles  de  la 
surface.  Ün  plan  tangent  le  long  d'une  courbe  n'influera  donc  aux 
formules  (13)  —  (18)  que  par  les  diminutions  des  termes  contenant  h, 
h  et  be,  qui  sont  indiquée»  dans  le  3.  On  a  en  même  temps  Tex- 
plication  du  terme  2r[i}'(i^'— 4)  +  2q'C]  des  formules  (9)  et  (10).  Les 
termes  2r(€')  des  équations  (10)  et  (12)  sont  dûs  à  la  circonstance 
que  les  droites  sont  aussi  tangentes  d'inflexion  de  la  courbe  double 
et  de  la  courbe  cuspidale. 

64.  R^ésetUation  analytique  (les  points  rj'  (points  de  contact  des 
1}'  tangentes  doubles).  Prenons  pour  origine  un  point  r/,  pour  plan 
«  0,  le  plan  singulier,  el  pour  axe  y  0,  «  «  0  la  tangente 
double  ff.  Alors  il  rinite  du  n*^  57.  que  la  section  faite  par  un  plan 
passant  par  Torigine  est  en  général,  dans  le  Toisinage  de  ce  point, 

repn'si  iitée  par  une  série  de  la  forme  e  ==  ay  -  -j-  ■  • ,  et  il  résulte  du 
n**  r>8.  ({ue  la  section  fuite  par  un  plan  (y  =  0)  passant  par  la  droite 
T]'  est  en  général,  dans  le  voisinage  de  l'origine,  conijioséo  de  cette 
droite  et  d'une  branche  représentée  par  une  série  de  la  forme  s  ax''-\-'  •  •. 
Sachant  encore  que  la  section  faite  par  le  plan  z  =  0  est  coinjiosée 
de  la  droite  y  =  0  prise  trois  fois  et  d'une  courbe  tangente  à  celle 
prise  deux  fois,  et  que  la  surface  passe  par  des  points  dont  les  coor- 
données Xf  y,  e  sont  infiniment  petites  des  ordres  1,  2  et  5,  respective- 
ment"^),  on  trouve  que  l'équation  de  la  surface  aura  la  forme  suivante 

(I)   Ä'+2xtòoyH2^^*y^-i2•^0«+yHc•y+<^l^V•^-  o, 

les  termes  non  écrits  étant,  pour  des  valeurs  de  y  ci  c  proportionnel- 
les, respectivement,  k  ^  et  k  x^,  d'un  degré  supérieur  à  10  par  rap- 
port à  X, 

L'équation 

doit  représenter  des  ])oints  des  projections  de  la  courbe  double  et  do 
la  courbe  (  iisjtidale  infiniment  voisins  de  l  origine.  TI  faut  donc  encore 
que  les  ('i)i-rii(  ii  iits  //  et  «'  sal isfassent  aux  conditions  exprimant  que 
cette  équation  a  une  racine  double  et  une  racine  triple. 


•)  Celil  a  Heu  pour  de»  poiuts  do  la  courbe  double  ou  cuspidale  (voir  le  n"  M.). 
C'est  par  ce  dernier  moyen  qu'on  voit  que  IVquatioii  no  contient  aucun  ternie 
x'yz.  La  UKcesaité  de  raliüence  de  ce  terme  se  luontrerait  ausai  par  lea  cunsi- 
déiationa  raivaates. 

MatkMMltoeli«  Aawrim.  X.  34 
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Ou  déduit  de  l'équation  (I)  que,  pour  les  valeurs  de  y  ai  z ,  pro- 
portionnelles ,  respectivement,  à  x'  et  x^,  «jui  satisfont  à  cette  équation, 

est  proportioimel  à  â;^,  le  premier  terme  de  la  série  servant  à  ex- 
primer      étant  détennûié  par  l'équation 

(in)  [#+af(d,y'+25,ap*y+6,a;*)]  |^  +  2x{h,yJ^hx'^)» 

On  en  conclut  qu'en  des  points  de  la  surface  déterminés  par  de>; 
valeurs  de  x  et  y  infiniment  petites  du  premier  ordre  et  du  second 
ordre,  respectivement,  les  plans  tangents  font  avec  le  plan  s  =  0  des 

angles  infiniment  petits  du  troisième  ordre ,       étant  infiniment  petit 

d'ordre  supérieur.  Seulement  si  le  point  {xyg)  se  trouTe  sur  une  des 
deux  courbes  siogûliàres  déterminées  par  (U),  l'équation  (III)  devient 
identique;  mais  en  regardant  ces  cas  comme  des  cas  limites ,  ou  en  y 
appliquant  lea  procédés  ordinaires  du  calcul  différentiel,  on  ?oit  qu'aussi 
les  plans  tangents  à  la  surface  aux  points  de  ces  courbes  ont  la  pro- 
priété énoncée.  Aussi  l'angle  que  font  les  deux  plans  tangents  en  un 
point  de  la  courbe  double,  l'un  avec  l'autre,  est  infiniment  petit  du 
troisième  ordre. 

Les  branches  de  la  courbe  double  et  de  la  courbe  cuspidale  qui 
passent  par  Porigine,  ayant  des  contacts  simples  avec  la  droite  y  »  0, 
«r» 0  et  des  contacts  5-ponctuels  avec  le  plan  « 0,  seront  repré- 
sentées par  des  équations  des  formes 

y-=  «0?* 4- •  •  •» 

On  en  déduit  que  leurs  plans  osculateurs  en  des  points  déterminés  par 
des  valeurs  de  x  infiniment  petites  du  premier  ordre,  font  avec  le  plan 
z  s=  0,  et  avec  les  plans  tangents  de  la  surface  aux  mêmes  points, 
des  angles  infiniment  petits  du  troisième  ordre. 

65.  Représentation  des  points  (points  de  contact  des  tan- 
gentes stationnaires).  Nous  prenons  pour  origine  le  point  pour 
axe  y  »  0,  e  =^0  la  tangente  et  pour  plan  s  =  0  le  plan  singulier. 
Alors  on  déduit  des  propriétés  d'une  figure  réciproque  trouvées  dans 
les  n<**  ô9.  — 60.,  que  l'équation  de  la  surface  aura  la  forme  suivante*): 


*)  On  troave  au  moyen  du  n  g.  de  mou  article  sur  Icb  aiagularitcs  planes 
que  les  seetioiiB  faites  par  les  plans  y  »  a«  ont  deux  braachei  rq»Téieiitée8  par 
des  séries  des  fonnes  suivantes 

f  a  «(E*  +  et  f  a-  aofi  +  b*x*   . 
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(I)  +  29(Xfy)'f  +  y*l*{x»y)r  +  •  •  -  -o, 

où 

(II)  q>{x,y)  =  Ky^  +  h.x^y^  +  6,a*y  +  h^n^ 

4-  , 

+  , 

les  termes  non  ócrits  étiint,  pour  toutes  les  valeurs  infiniment  petites 
des  coordonnées,  d  un  de^ré  supérieur  à  celui  d'un  ou  de  plusieurs  des 
termes  écrits.    Le  discriminant  ç)'  —  y^ip'  aura  la  forme  suivante: 

(IV)  Ayî  +  Bxy'  +  C^V  +  -^of^'  +  -^^^^'\'/'  +  Fry  -f  ax''*y' 

H- ^«»^^y  H- Jaj'î*  H  

En  ^lant  cette  quautîté  à  zéro,  on  tiooTe,  selon  la  règle  de  New- 
ton et  Cramer*),  troie  Taleuis  de  y  proportionnellee  à  et  cinq 
▼aleurs  proportionnellee  à  o^.  L'équation  qae  none  Tenons  de  former 
détenninant  les  branches  de  la  courbe  double  et  cuspidale  qui  passent 
jpax  rorigÎBCy  il  faut  que  les  trois  premières  racines  soient  égales,  et 
que  les  cinq  autres  composent  une  racine  double  et  une  racine  triple^ 
ce  qui  impose  des  conditions  aux  coefficients  des  termes  de  ip  et  ^. 
On  retrouve  ainsi  les  propriétés  déjà  indiquées  des  branches  des  courbes 
singnlièiês  qui  passent  par  le  point  qui  nous  occupe. 

On  trouve  encore ,  par  des  procédés  analogues  à  ceux  dont  nous 
avons  fait  usage  dans  le  n*  précédent,  que  les  plans  tangents  à  la 
surface  aux  points  des  branches  des  courbes  singulières  ayant  la  droite 
{'  pour  tang^te  d'inflexion,  qui  se  trouvent  en  des  distances  infini- 
ment petites  du  premier  ordre  du  point  i',  font  avec  le  plan  singulier 
des  angles  infiniment  petits  du  sixième  ordre,  et  que  les  plans  oscu- 
lateurs**)  des  courbes  singulières  en  ces  mêmes  points  font  avec  le  plan 
singulier,  et  avec  les  plans  tangents  de  la  surface,  des  angles  du  même 
ordre;  que  le  plan  tangent  à  la  surface  eq  un  point  de  l'autre  branche 
de  la  courbe  cuspidale  dont  la  distance  du  point  est  infiniment  pe- 
tite du  premier  ordre,  fait  avec  le  plnn  singulier  un  angle  infiniment 
petit  du  second  ordre,  pendant  que  le  plan  osculateur  de  la  courbe 

*)  Voir  par  ezonple  Clebteh:  Vorletniigen  fiber  Geometrie,  bearbeitet  und 

herausgegeben  von  Liudcmann ,  p.  331. 

**)  Comparer  à  la  derniòre  note  du  n**  60. 
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singu1ì<  ro  ou  ce  même  poiut  fait  avec  le  plan  singulier  un  angle  du 

premier  ordre. 

£a  appliquant  le  principe  de  dualité  aux  résultats  trouvés  ici  et 
dans  le  n"  précédent,  on  trouve  les  propriétés  des  branches  de  la 
courbe  de  contact  de  la  développable  bitangeute,  et  de  la  courbe  para- 
bolique, qui  sont  tangentes,  en  un  point  conique,  aux  droites  q  et 

€6.  Fortmdes  (19)  ä  (21).  Noos  arons  déjà  dénumliré  complètement 
tontes  les  formules  indépendentes  entre  elles  du  n*  3.  à  Tezception  de  la 
formule  (19)*),  où  nous  avons  encore  à  rendre  compte,  soit  des  coeffi- 
cients de  1}'  et  de  dans  le  premier  membre,  soit  des  coefficients  de 
i|  et  {  dans  le  second  membre.  Les  résultats  trouvés  dans  les  n"*  pré- 
cédents, nous  fournit  le  moyen  de  la  première  de  ces  détermînationfl^ 
dont  la  seconde  résulte  par  le  principe  de  dualité. 

H  résulte  du  n«  64.'  que  le  plan  singulier  compte  pour  trois  plans 
osenlateurs  à  la  branche  de  la  courbe  cuspidale  qui  passe  par  un  des 
2ff  points  1}'.  Un  plan  osculateur  qui  fait  un  angle  infiniment  petit 
avec  le  plan  singulier  faisant  un  angle  infiniment  petit  du  même  ordre 
avec  le  plan  tangent  au  mdme  point,  le  coefficient  de  if  devient  ^al 
à  2  •  3  —  6.  .  . 

On  voit  de  la  même  manière,  au  moyen  du  n?  65. ,  que  six  coïn- 
cidences des  mêmes  deux  plans  sont  dues  à  la  branche  de  la  courbe 
cuspidale  qui  a  une  droite  f  pour  tangente  d'inflexion.  Uu  seul  plan 
osculateur  à  Vautre  branche  de  la  courbe  cuspidale  qui  passe  par  le 
même  point  coïncide  avec  le  plan  singulier,  et  le  plan  osculateur  qui 
fait  avec  ce  plan  un  angle  infiniment  petit  du  premier  ordre  fait  avec 
le  plan  tangent  —  dont  Vangle  avec  le  plan  singulier  est  du  second 
ordre  ^  uu  angle  du  premier  ordre.   Le  coefficient  de     devient  donc 

égal  à  6  +  1  — 

On  trouve  par  les  mêmes  procédés  que  les  coefficients  de  if  et 
de      dans  Féquation  (21)  —  dont  les  deuic  membres  indiquent  le 
.  nombre  des  coïncidences  des  deux  plans  tangents  en  un  point  de  la 
courbe  double  (voir  len<>  8.)  —  sont  ég&ux,  respectivement,  à  2'2*3«al2 
et  à  2  «6 «-12.    On  peut  déterminer  les  coefficients  des  termes  i^, 

ff(v'—4),  r(v— 3),  -'^^^^  Ti'V,  de  la  même  équation 

au  moyen  du  n°  02.  En  faisant  le  même  usage  des  notations  «  et  ß 
qu'en  ce  n",  on  trouve,  au  moyen  de  la  rc'gle  ordinaire  servant  à  d»*- 
terniiner  les  degrés  de  multiplicité  des  résultats  obtenus  })ar  le  })rincipe 
de  correspondance,  que  ces  coeiûcieuts  auront  l'expression  suivante 


*)  Les  Bigmficationa  de«  deux  membres  de  cette  équatioii  eont  iniUqaées 

dauB  le  n"  7. 
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Nous  avons  déjà  (dans  le  56.)  rendu  compte  du  coefficient  3 
du  terme  v  de  la  même  équation  —  qu'il  n'est  pas  du  reste  nécessaire 
de  démontrer  directement. 

(i7.  Note  sur  l(S  propricfcs  de  situation  des  suifaccs  ayant  dc6 
„plans  tawjcnts  h:  long  de  courbes Mous  dirons  que  lu  surface  change 
de  position  par  rapport  à  la  courbe  de  contact  d'un  i)lan  ayaut  avec 
elle  un  contact  et  ordre  impair,  aux  points  où  la  nappe  tangente  au 
|ilan  passe  de  Tun  66té  du  plan  à  l'autre  (ou  est  remplacée  par  une 
nappe  qui  se  trouTC  de  l'autre  côté  du  plan).  Si  le  contact  est  dcrdm 
pair  le  changement  de  position  aura  lien  aux  points  où  la  partie  de 
la  nappe  qui  se  trouve  à  droite  de  la  courbe  de  contact  passe  de  l'un 
côté  du  plan  à  l'autre.  Les  représentations  analytiques  des  nappes  de 
la  sur&ce  qui  passent  par  les  points  if  et  (n**  64.  et  66.)  nous 
montrent,  que  la  surface  change  de  position  en  ces  points,  soit  par 
rapport  à  la  courbe  de  contact  simple,  soit  par  rapport  aux  droites 
if  et  t\  Il  n'est  pas  difficile  de  discuter  de  même  les  2^''\-at  points 
de  contact  de  la  courbe  de  contact  avec  la  section  résidue,  et  ses  v' 
points  statîonnaires. 

On  obtient  ainsi  les  résultats  suivants: 

La  surface  ckange  de  poti^an  par  rapport  à  ia  courbe  de  anUaet 
lo  aux  2fi'-f-  points  de  contact  avec  la  section  résiâue,  3«  am  2if 
points  de  eontad  avec  les  ff  ta/ngenks  donnes,  3*  aux  i'  poimts  de  eon' 
tad  avec  les  t*  tangentes  Mhnmires, 

La  swtfaee  âkoinge  de  position  par  rapport  aux  ^'  et  tangentes 
doubles  et  staHonnaires  à  leurs  points  de  contact  avec  la  courbe  de 
contact, 

II  est  évident  que  les  passages  par  la  droite  à  l'infini  ont  pour 
lés  courbes  de  contact  d'ordre  impair,  mais  non  pas  pour  les  courbes 
de  contact  d'ordre  pair,  le  même  efibt  qu*nn  changement  de  position. 
Oes  changements  à  l'infini  compris  le  nombre  de  changements  par 
rapport  à  une  seule  courbe  de  contact  doit  être  pair,  ce  qui  nous  four- 
nit une  espèce  de  vérification  des  résultats  que  nous  venons  de  trou- 
ver*). On  trouve  de  même  que  la  somme  des  nombres  des  points  dé 
contale t  d'une  branche  complète  de  la  courbe  de  contact  avec  la  section 
résidue  et  avec  les  i;'  et  ^'  tangentes  singulières  est  pair  ou  impair, 


*)  En  efiét 

•^'+8,*'+  «  +  3,'+ 1  -  V+        41,'+  if 
est  un  nombre  pair. 
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suivant  que  la  branche  est  d'ordre  pair  ou  impair.  On  aura  par  le 
principe  de  dualité  une  propriété  analogue  des  nappes  du  cône  tangent 
en  un  point  conique. 

XIII. 
Applioatioiis. 

68.  En  appliquant  les  formules  du  3.  à  plusieurs  cas  particu- 
liers, nous  n'avons  pas  pour  seul  but  de  déduire  des  résultats  qui 
peuvent  être  utiles  pour  d'autres  recherches.-  Nous  montrerons  anssi^ 
par  quelques-uns  de  nos  exemples,  comment  on  peut  appliquer  les  for- 
mules à  des  surfaces  dont  les  singularités  n'ont  pas  toute  la  généralité 
supposée  à  la  déduction  des  formules  (voir  le  n®  2.).  En  même  temps 
nous  cherchons  un  moyen  de  vérifier  les  résultats  de  recherches  diffi- 
ciles à  plusieurs  égards  (voir  la  seconde  note  du  u**  19.  et  le  u*^  GO.). 
Certes  la  déductiou  directe  des  formules  (20)  —  (22),  qui  dépendent 
des  équations  (1)— (18)  du  u**  3.,  nous  fournit  ~  où  elle  n'est  pas  trop 
difficile  —  un  bon  moyen  de  vérification;  mais  cette  vérification  ne 
s'étend  pas  à  l'équation  (19)*). 

Pour  tirer  ce  dernier  avantage  de  l'application  des  formules  à  des 
cas  particuliers,  il  faut  avoir,  dans  ces  cas,  les  moyens  de  déterminer, 
sans  les  formules  à  vérifier,  un  ou  plusieurs  des  nombres  des  singu- 
larités qu'on  trouve  ordinairement  par  ces  formules.  Nous  nommerons 
ici  quelques  moyens  de  vérificatiou  qui  sont  applicables  à  des  surfaces 
du  quatrième  ou  du  troisième  ordre.  * 

La  courbe  commune  à  une  surface  donnée  d'ordre  n  et  à  sa  dé- 
veloppable  bitaugente  d'ordre  q'  est  de  l'ordre  nçf.  Cette  courbe  est 
en  général  composée  de  la  courbe  de  contact  d'ordre  prise  deux  fois, 
et  d'une  courbe  d'intersection.  Celle-ci  se  rédnit  pour  n  •«•4  aux  droites 
de  la  suriace  s'il  y  en  a;  car  une  génératrice  de  la  dérelpppable  qui 
a  ,  h  côté  de  ses  deux  points  de  contact,  un  point  d'intersection  avec 
la  surface  s'y  trouve  en  entier.  Si  la  surface  ne  contient  aucune  droite, 
ce  qui  est  le  cas  général,  on  aura  la  formule 

>Si  une  suil'ace  tlu  i|uatrièuie  ordre  est  dout'e  «l  iiii  point  c<»ni«m<.' 
triple,  les  2 ^  ~{-  x  huii^entcs  principalos ,  qui  doivent  rencontrer  la 
surface  eu  5  points  coïucidents,  se  trouveront  en  entier  sur  elle.  Un 
plan  passant  par  une  de  ces  droites  fera  uue  section  composée  de  la 
droite  et  d'une  section  résidue  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double 


*)  Ou  trouvera,  du  r<  dans  l'addition  aur  le  genre  (n»  76.)  le  nuqren  d^tme 
nouvelle  déduction  générale  de  la  plupart  des  termes  de  cette  équation. 
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au  point  conique.  Celle-ci  rencontre  encore  la  droite  en  un  point 
simple,  qui  devient  un  point  de  contact  du  plan  avec  la  surface.  Le 
plan  sera  donc  plan  tangent  double  et  la  tangente  principale  sera  gé> 
uératrioe  de  contact  de  la  nappe  correspondante  de  la  développable 
bitangente,  si  le  plan  est  tangent  au  cône  tangent  du  point  conique, 
ou  s'il  passe  par  une  génératrice  singulière  i}  on  C  de  ce  cône.  Gette 
nappe  est  simple,  double  ou  triple*),  respectiTemeut,  de  façon  que  la 
droite  devient  génératrice  (dî— 2)-tuple  de  la  déreloppable.  On  aura  donc 

étant  «3. 

Dans  lee  cas  où  une  surface  du  quatrième  ordre  ne  contient  au- 
cune droite,  chacun  des  45'  pointe  d'intersection  de  l'aiête  de  rebrousse» 
ment  de  la  développable  bitangente  avec  la  surface  se  trouvera  en  un 
point  de  contact  du  plan  tangent  double  qui  y  correspond  avec  la  sur- 
face, et  en  général  au  point  4o  contact  simple  d'un  des  plans  /,  qui 
ont  avec  la  surface  un  contact  simple  et  un  contact  stationnaire.  En 
chacun  de  ces  /  points  de  contact  coïncident  deux  des  4^  ]^inte  d'in- 
tersection, de  façon  que**) 

La  déduction  de  cette  formule  montre  qu'elle  subira  des  modifi- 
cations si  la  surface  contient  des  droites,  des  points  biplanaires  ou  des 
points  coniques  dont  l'ordre     est  >  2.   (Voir  les  n««  72. ,  74.  et  75.) 

La  courbe  commune  à  une  surface  cubique  et  ù  l  enveloppe  de  ses 
plans  tangents  stationnaires,  est  composée  de  la  courbe  parabolifjue  j)rise 
trois  fois,  et  de  ses  droites  prises  autant  de  fois  qu'elles  sont  géné- 
ratrices de  l'enveloppe,  ou  bien,  en  général,  deux  fois.  On  trouve 
pour  une  etâtiqiœ  générale 

si  la  surface  présenté  des  singularités,  il  faudra  y  avoir  égan\. 

Nous  remarquerons  encore  que  dans  les  cas  où  la  courbe  double 
ou  cuspidale,  s'est  décomposée  en  plusieurs  parties  indépendentes  entre 
elles,  on  prat  déduire  plusieurs  formules,  en  appliquant  aux  parties 
respectives  les  procédés  qui  ont  conduit  aux  formules  (14)  et  (17),  ou 
(15)  et  (lä). 


*)  Comparer  aux  n**  74.  et  76. 

**)  Le  uombre  y'  d*ane  surface  générale  d*oidre  n  est  égal  à 

4n(«— 2)  (n  -  3)  (n'4-3n— 16), 
et  pour  n  =  1  à  19îiO.    Nous  faisons  ici  cette  observation  à  cause  d'une  erreur 
typographique  à  la  p.  218  du  mémoire  de  M.  Cayley  „0a  ileciproeal  Surfaces  ', 
qui  ■*ett  oonservée  à  la  p.  616  de  Pédition  de  M.  Fiedler  de  la  „Geom.  of  three 
Dimenfliani.*' 
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69.  Surfaces  du  Urmìème  ordre.  La  développable  bitangente  se 
rédoit  ici  à  des  fiûsceauz  de  plansi  de  façon  que  jf'-BÛ,  et  réquatìm 
(ICT)  de?ient  inapplicable  (n<*  ô.).  Une  partie  des  autres  équations  de- 
viennent identiques. 

8i  la  surface  est  douée  é^une  droite  doutie^  elle  sera  re^,  ce  qui 
amène  des  modifications  aux  points  singuliers.  Étant  „une  surface  re- 
gardée comme  lieu  de  points  à  laquelle  on  a  attribué  une  courbe  (droite) 
double^,  elle  doit  avoir  des  points-pinces;  mais  ceux-ci  difikent  beau- 
coup du  type  général  des  points-pinces  dont  nous  nous  sommes  occupés 
dans  les  15. — 20.  Le  còno  résidu  qui  a  uu  de  ces  points  pour 
sommet  est  de  Tonlre  «,  =  0  et  de  la  classe  >i,'=  1;  il  ue  peut  donc 
avoir  aucune  génératrice  double;  au  lieu  des  deux  branches  de  la  courbe 
parabolique  —  qui  n'existe  pas  — ,  la  droite  singulière  d'un  plan-pince, 
également  déformé,  passe  par  le  point.  Le  point- piuce  manque  donc 
les  propriétés  auxquelles  il  doit  son  introduction  dans  la  formule  (lî))) 
mais  la  surface  n'ayant  ni  courbe  cuspidale,  ni  plans  tangents  station- 
naires,  on  n'a  pas  besoin  de  cette  formule.  Les  autres  formules  à  l'ex- 
ception de  l'cquatioM  (10')  déjà  nommée  et  de  l  équation  (10),  restent 
en  vigueur.  On  trouve  les  résultats  numériques  suivants*):  H  =  fl'«3, 
a«=a'=4,  x=x'=3,  6  =  6'»  1,  ^  =        1 ,  y  =  2. 

Si  la  surface  ne  contient  aucune  courbe  double,  mais  un  point 
conique  aux  nombres  plûckériens  pi  =  v  =  2,  y  =  rjmis  etc.  =  0,  les 
six  tangentes  principales  en  ce  point  se  trouveront  en  entier  sur  la 
surface,  et  le  cône  circonscrit  résidu  qui  a  le  point  conique  ])our 
sommet  sera  composé  de  ces  droites.  Alors  les  expressions  des  nom- 
bres d,  et  X,,  trouvées  dans  le  n"  54.,  dejs  génératrices  singulières  de 
ce  côue  résidu  ue  sont  ]ias  apj'licables^  ])endant  <|ue  les  expressions  de 
ff,,  ?),'  et  (','  restent  en  vigueur,  ce  qui  résulte  de  lenr  déduction. 
On  aurait  pu  se  servir  de  cette  circonstance  pour  la  déduction  des 
nombres  a,  n,  h'  et  c  de  la  surface.  Toutes  les  équati<iiis  du  ii**  3. 
—  à  lexception  de  (10)  — ■  sont  applicables  à  ce  cas.  Les  résultats 
numériques  sont  indiqués  dans  une  table  à  la  tin  du  présent  n". 

f^i  la  surface  a  di  ux  points  ccniqKrs  deux  tangentes 

principales  de  chacun  de  ces  jioints  coïncideront  avec  la  droite  qui 
lus  joint  **),  et  foi  nieront  un  élément  elojipabie.  Le  plan  tangent 
le  long  de  cet  élément  présente  les  mêmes  propriétés  que  les  plans- 


*)  Voir  la  table  ii  la  page  236  dn  mémoire  de  M.  Cajley:  On  Ctdne  Sur» 
fûues,  Phil.  Trans.  1869. 

**)  Les  droites  d'uue  cubique  qui  passent  par  uu  poiut  double  (les  tangeutee 
prmcipales  en  ce  point)  tenmt  las  droites  d^nteneotion  du  e6ne  iangeut  areo 
le  cône  prcgetant  une  «ectton  plane  de  la  surllMe.  Il  eit  commode  ieî,  et  dant 
Texemple  iidysat,  de  prendra  une  section  passant  par  l'autre  point  doable. 
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pinces  iK'turmó.s  d  une  cubique  gaucho,  il  faut  donc  subsiilucr  /  —  1 
dans  toutes  les  l'urmules  du  ii"  3.  à  1  exception  de  {\9),  où  il  faut 
substituer  ^"=0.  —  Les  expressions,  trouvées  daus  le  n"  54.,  des 
nombres  a,  et  n/  appartenant  au  cône  circonscrit  résidu  qui  a  pour 
sommet  un  des  points  coniques  restent  applicables  à  ce  cas;  dans  les 
expressions  de  et  il  iSatit  sabstituer  4  k  2 ^  -\-  psirce  que  le 
cône  tangent  ne  contient  que  4  tangentes  principales  propres,  et  il 
fant  encore  ajouter  le  terme  —  1  à  Texpression  de  parce  que  le 
plan-pince,  qui  est  un  plan  tangent  double  de  la  surface,  ne  passe  par 
aucune  des  quatre  droites  qui  composent  le  cône  résidu.  11  faut  aussi 
dans  la  formule  (19)  du  n"  3.  substituer  2  •  4  à  £(2  Les  autres 

formules  dn  3.  —  à  Texception  de  (Î(f)  restent  immédiatement 
applicables. 

Afin  d'avoir  encore  un  exemple  des  modifications  que  subissent 
les  formules  générales  si  la  surface  est  du  troisième  ordre,  noua  discu- 
terons encore  le  cas  où  la  snr&ce  a  un  point  conique  (jtmmv^2)  et 
tifi  pomi  hipìanaire.  Alors  trois  tangentes  principales  du  point  conique, 
et  deux  tangentes  principales  du  point  biplanaire  coïncideront  avec  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points.  Cette  droite  sera  un  élément  déve- 
loppable  de  la  surface.  La  section  faite  par  le  plan  tangent  le  long 
d'elle,  est  composée  de  cette  droite  prise  deux  fois  et  d'une  autre  droite 
(tangente  principale)  passant  par  le  point  biplauaire  B,  Un  cône  cir- 
conscrit dont  le  sommet  P  se  trouve  en  ce  plan  singulier  sera  com- 
posé de  ce  plan  et  d'un  cône  résidu  dont  deux  nappes  sont  tangentes 
au  plan  le  long  de  P£,  Une  courbe  correspondant  selon  le  principe 
de  dualité  à  ce  cône ,  aurait,  au  point  correspondant  au  plan  singulier, 
un  point  de  contact  de  deux  branches,  qui  serait  en  même  temps  un 
„sommcf^  simple:  sa  singularité  serait  formée  de  ce  sommet  joint  à 
un  point 'singulier  qui  ne  pourrait  être  qu'un  point  stationnaire.  La 
courbe  aurait  donc  la  propriété  d'une  section  plane  d'une  surface  pas- 
sant par  un  point-clos  qui  servait,  dans  le  n"  22.,  à  définir  cos  poiut«. 
II  en  ri'sultc  que  le  plan  sinc^ulier  est  un  plan-dos*).  Pour  cette  rai- 
son il  faut  substituer  X  l  dans  les  formules  (  UJ  )  et  (IS').  Mais 
]o  plan-dos  que  nous  rencontrons  ici  ditiere  beaucoup  du  type  gt'néral 
de  CCS  plans  dont  nous  avons  parlé  dans  le  n"  28.,  ce  (jue  montrent 
les  pro]trietés  déjà  indiquées  de  la  section  quii  fait,  et  ce  (pii  résulte 
aussi  de  la  circonslance  que  la  surface  n'a  aucune  courbe  c  uspidale. 
A  cause  de  cette  dernière  circonstance  il  faut  substituer  %  =  ^ 


•)  Les  contours  apparante  d'une  modèle  de  la  surface  qui  nous  occupe  pré- 
eentoraieut  doue  un  bon  exonijik-  d''  la  transition  y„'  digerite  dans  le  u"  16.  de 
mon  mémoire  déjà  cité  sur  lea  systcmof  de  courbes,  et  reprcseutéo  par  les  figurea 
13,  U,  Ift  du  même  mémoire. 
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les  formales  (15)  et  (18),  dont  les  deux  membres  deviennent  par  celà 
égaux  à  zéro,  et  dans  la  formule  (19).  —  Â  cause  de  la  déformation 
du  point  Gouique  il  faut  remplacer  dans  la  formule  (19)  le  terme 
£{2ft'^x)  par  le  nombre  3  des  tangentes  principales  propres  en  ce 
point.  —  L'un  des  deux  plaus  tangents  singuliers  du  point  biplanaire  B 
est  le  plan-closy  pendant  que  l'autre  est  doué  des  propriétés  ordinaires 
aux  plans  tangents  singuliers  d'un  point  biplanaire.  Ayant  eu  égard 
déjà  à  l'influence  du  plan-clos,  nous  devons  remplacer  dans  les  formu- 
les (15  )  et  i  l  S'  i  les  termes  16£  et  — 0  •  12JB,  qui  résultent  des  con- 
tacts des  dettx  plans  singuliers  avec  l'enveloppe  des  plans  tangente 
stationnaireS  i  par  8  B  et  —6  -  (}  B.  —  Les  modifications  des  exprès- 
sionSy  indiquées  dans  les  ir-  51.  et  33.,  des  nombres  pliickânens  des 
cônes  circonscrits  résidus  dont  les  sommets  se  trouvent  au  point  co- 
nique,  ou  au  point  biplanaire,  sont  faciles  à  trouver*). 

La  table  suivante  contient  les  résultats  de  ces  recherches  et .  des 
recherches  analogues.  C  représentant  le  nombre  des  points  coniques 
(^=^«2),  les  trois  premières  séries,  après  celle  qui  contient  les  n«* 
des  es])èces  des  surfaces'*'*),  indiquent  les  nombres  des  points  singu- 
liers qu'on  leur  a  attribués.  Tous  les  nombres  qu'on  ne  peut  substi- 
tuer immédiatement  dans  toutes  les  formules  du  u°  3.  —  à  l'exception 
de  (10)  —  sont  marqués,  soit  par  un  suF6xe,  soit  par  un  astérique. 
Le  suffixe  d'un  nombre  C  indique  le  nombre  des  tangentes  principales 
propres  de  chaque  point  conique;  ce  nombre  doit  remplacer  2  x 
dans  la  formule  (19).  Le  suffixe  d'un  nombre  B  indique  le  nombre 
des  plans  tangents  singuliers  propres  de  chaque  point  biplanaire;  si 
ce  nombre  est  égal  à  1  ou  0  —  au  lieu  dp  2  —  il  faut  remplacer  B 

par  ou  0  dans  les  formules  (1Ö')  et  (18').  Les  tangentes  singu- 
lières d'un  point  uniplanaire  d'une  surface  cubique  étant  dis  droites 
de  contact  de  plans-pinces,  il  faut,  pour  appliquer  la  formule  (19)  à 
des  surfaces  douées  d'un  point  uniplanaire,  remplacer  le  coefficient  14 
de  U  par  2,  ce  qui  résulte  de  la  déduction  de  ce  coefficient  dans  le 
n**  41.  Les  plans -pinces,  les  plans -clos  et  les  plaus  biponctuels  sont 
déformés  de  manière  qu'il  faille  substituer  /«sO,  et  Jf^O 

dans  les  formules  (lô),  (18)  et  (19). 

*)  Le  côuc  circonscrit  t<'t(fl  qui  a  ]'oiir  sommet  le  point  lüplauairo  est  com- 
l»og»'i.>  de  la  taiipente  piugulit  ti'  m  ce  point  prise  trois  fuis  et  îles  rpiatre  (1  -f-  8) 
taugeiites  priticipaies  propre«.    Üii  voit  donc  que  la  section  cone8[)oadaiite  de  la 
surface  réciproque  a  les  propriétés  indiquées  dans  la  note -du  n*>  88. 
•*)  D*après'MH.  Scbl&fli  et  Cayley. 
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äurfaceB  non  gauches  du  3'"°  ordre. 
Valeurs  communes  à  toutes  les  espèces: 
H«3,  a  =  6,  y—O,  «'—9,  2  —  0,  y'=  0,  &»c»etc.  — 0. 
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Presque  tous  ces  nombres,  et  plusieurs  autres  qui  ont  rapport  à 
des  surfaces  présentant  des  points  singuliers  de  formes  encore  plus 
particulières,  sont  indiqués  par  M.  Ca  y  lev  dans  la  table  déjà  citée*). 
iSeulenient  plusieurs  des  valeurs  de  /  et  /i'  trouvées  par  ce  savant, 
didéit'iit  (le  celles  que  nous  venons  de  trouver,  ce  qui  est  un  eflet  du 
manque  des  termes  dépendant  de  B  —  ou  des  „plans  de  singulariti' 
inexpliquée"  qui  accompagnent  ces  points  —  dans  sa  formule  eorre- 
sj»(»ïKl;nit  à  notre  formule  (18),  et  de  sa  sujiposition  sur  l'i-quivalence 
de  U  à  .")  C.  —  La  différence  des  valeurs  de  k'  dans  la  table  de  M. 
t'ayley  et  dans  la  nôtre  n'est  qu'aj)parente:  elle  résulte  de  la  sigui- 
tication  tlitlérente  de  la  notation  h'.    (Voir  les  notes  du  n''  1.) 

La  valeur  0  de  ///  »Inns  les  cas  IX  et  XVII  montre  que  1  enve- 
loppe des  plans  tangents  stutionnaires  est  comjiosée  dg  cônes;  en  con- 
sidérant les  valeurs  correspondantes  de  c'f  r  et  h',  ou  voit  que  ces 

*\  On  Cutie  Surfaeeê  p.  286. 
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cônes  sont  du  second  ordre  et  qu'il  y  en  a  4  dans  le  premier  de  ces 
cas,  un  seul  dans  le  second*). 

Si,  à  côté  des  autres  singularités,  on  attribue  à  une  dea  surfaces 
des  plans  osculateursi  on  trouvera  sans  aucune  difficulté  les  modifi* 
cations  de  t\  r,.  m\  h'  et  /)'  qui  en  résnltent|  au  moyen  de  la  note 
ajoutée  au  n**  49. 

70.    Surfaced  (ìu  quatrüme  ordre  à  une  conique  double.    On  a  ici 
»=4,  h  —  q=2,  s  =  1c=t'ssys^c=^r—m=h=ß=ö  =  x=0, 
et  si  Ton' n'attribue  à  la  surface  aucune  des  singularités  extraordinaires 

pendant  que  j,  qui  n'est  plus  extraordinaire  parce  que  nous  avons  at- 
tribué une  courbe  double  à  une  surface  regardée  comme  lieu  de  points, 
appartient  aux  nombres  à  déterminer.  On  trouve  au  moyen  des  équa- 
tions du  no  3. 

«'=12,   a  =  ^,    0  =  4,     d'=8,     x  =  12,  x'=12,    p  =  4,  j=^4, 
i'=2Ü,  ä'=lU,  Ä:'=320,  r=40,    /=n,    9=3(5,   c^24'j  r'=3Ö, 

jji'=:88,   /*'=180,  fJ'=ò2,  <J'=16. 

L'équation  (KK),  qui  donnerait  $'^  —  4S,  nous  montre  que  la 
surface  contient  des  droites  qui  sont  des  axes  de  faisceaux  de  plana 
tangents  doubles.  La  développable  bitangente  est  composée  de  ces 
faisceaux  et  d'une  surface  d'ordre  g'--*  10.  L'ordre  [ç']  de  la  courbe 
de  contact  de  celle-ci  se  détermine  par  un  procédé  indiqué  dans  le 
n*>  68.;  on  trouve  [ç]  ^2q=  20.  Le  noinbre  des  droites  de  la  sur- 
face sera  donc  égal  à  ç* — [rt**^^'  Dé^^ignant  par  [6'],  [q],  [A;*], 
|.s'^  les  nombres  qui  appartleuuent  n  l'euveioppe  des  plans  tangents 
doubles  qui  ne  font  pas  partie  des  16  faisceaux,  on  aura 

[ir\  —  [q]  =  10,    [/•]  =  320  -  ~  16  .  [6'3  «  40,    [s]  =  0. 

Une  section  plane  de  cette  enveloppe  est  donc  composée  de  5  coniques, 
ou  bien,  Veiwdoppc  est  composée  de  5  cônes  du  scaynd  ordre,  — 

La  section  faite  par  un  plau  tangent  triple  est  composée  d'une 
section  conique  et  de  deux  droites:  le  plan  appartient  donc  à  deux  (K>s 
16  faisceaux,  et  il  est  tangent  à  un  des  5  cônes.  La  valeur  4Q^ò-~ 
de  V  nous  montre  que  toutes  les  droites  de  la  surface  sont  tangentes 
à  chacun  des  cônes,  et  qu'elles  sont  distribués  par  couples  à  huit  plans 
tangents  à  lui.   Chaque  droite  rencontre  cinq  autres. 


*)  M.  Gay  ley  a  déduit  ces  propriutüs  dcb  cquatiuus  des  eurfaces.  On  Cubic 
Surfaces  p.  295  et  316.  Dans  le  premier  cas  elles  discordent  avec  les  pombres . 
r'  et  V  qa*il  attribue  à  la  sorfiue. 
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Les  52  plans  tuiigcnts  statioiiiiaires  de  reiivcl(){)pe  des  plans  tan- 
gents stationuaires  se  distribuent  du  la  nianirrc  suivante:  chacun  des 
faisceaux  en  contient  deux,  et  chacun  des  cônes  est  tangent  à  quatre- 
En  eifet,  X  =  2,  y=  4  est  la  seule  solution  possible  de  l'é^uutiou 
indéterminée  !♦>  X  -j-  6  F  =  52. 

Nous  voyons  donc  que  les  pro})riétés  intéressantes  et  connues*) 
de  la  surface  qui  nous  occupe  ici  sont  exprimées  par  les  vakiirs  des 
nombres  qui  servent  à  la  caractériser.  Réciproquement,  l'équation  de 
la  surface,  à  laquelle  on  peut  donner  la  forme  suivante**) 

les  suffixes  indiquant  les  ordres  des  fonctions  q),  il;  et  cd,  peut  servir 
&  la  détermination  de  plusieurs  des  nombres.  Les  points- pinces ,  par 
exemple,  seront  les  quatre  points  d'intersection  de  la  surface  0 
avec  la  courbe  double  ip^^O,  0. 

71.  Surfaces  du  quatrième  ordre  à  une  conique  cuspidale.   On  a 

n=4,    c=r=2,    m  =  h=ß  =  h  =  q=s  =  l'=^t  =  y  =  Q=j  =  0^ 
On  en  déduit  successivement,  au  moyen  des  équations  du  n"  3,, 
a«=6,  x=8,  d'— 1,  <ï=-2,  x^2,  x=8,  d=0,  «'=6,  c'«8,  ò'=a 

£n  introduisant  ces  valeurs  aux  équations  (13')  et  (16'),  et  en  sup- 
posant que  les  nombres  de  singularités  ortraordinaires  soient  égaux  à 
zéro,  on  trouverait  ensuite  <t'=  10,  p'=  —  4,  ce  qui  nous  montre  que 
notre  supposition  est  impossible.  Or,  h'  étant  ^pal  à  zéro,  il  faut 
qu'aussi  q  ait  cette  valeur.  Les  deux  équations  y  conduiront  si  l'on 
attribue  à  la  surface  un  plan  tangent  le  long  d'une  conique***)  (ft  --  v  2). 
Ou  voit  aussi  directement  que  la  surface  doit  présenter  en  général 
cette  singularité.  En  effet,  nous  avons  trouvé  qu'elle  a  deux  points- 
clos  [i  =  2).  La  section  faite  par  un  jdan  passant  par  ces  deux  points 
a  deux  pointa  de  contact  de  deux  l)ranelies  (n^^  22. Ì.  Etant  du  qua- 
trième ordre  elle  doit  être  com})osée  de  deux  coniques.  Ces  deux  co- 
niques coïncideront,  si  le  plan  passe  par  la  tangente  singulit-re  en  un 
des  points* clos,  ce  qui  montre  qu'il  passe  alors  aussi  par  celle  de 
l'autre.  La  conique  devient  une  courbe  de  contact  du  plan  avec  la 
surface.  Elle  remplace,  en  chacun  des  })oints-clos ,  la  branche  de  la 
courbe  parabolique  qui  est  tangente  à  la  tangente  singulière  d'un  point- 
clos  ordinaire.    Le  terme  2  x  de  l'équation  (19)  étant  dû  à  cette  branche 


*)  Voir  les  mc^moires  sur  ces  eurfacee  des  MM.  Kummer  et  Clebscb  dans 
lei  t.  LXIV  et  LXIX.du  Journal  lU;  Borchardt. 

••)  Il  est  facile,  en  eft'et,  de  trunslormer  qPi* -|- Zi'PtV't  4"  "^^i'  ex- 
pression de  la  forme  tp^*  —  «Of'^i*.   Comparer  au  iv^  IG, 

***)  La  même  circoustonce  explique  le  fait  que  pendant  que  #»0. 
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(voir  le  11  21.),  il  faut  substituer  dans  cette  équatiou  1=^0,  pendant 
que  daus  les  autres  ;k  a  la  valeur  déjà  trouvée  de  2.  La  nirface  étant 
regardée  comme  lien  de  points,  le  plan  tangent  le  long  d'une  conique 
n'a  pas  ici  les  propriétés  oïdinaîree  à  un  plan  tangent  le  long  d'une 
Gonrbe.   Notamment  il  manque  les  axes  principanx. 

Il  faut  Jonc  substituer  dans  Téquation  (llJ)*)  2;t'-f-^'=0  dans 
les  autres  H'  (ft  )  =-  2^'  (v')  =  2.  Les  autres  applications  des  formules 
sont  immédiates. 

On  trouve  aiusi  que  les  enveloppes  des  plans  tangents  doubles  et 
statiouuaires  sont  déterminées  par  les  nombres  suivants 

if^S,    /-.8,  m'-»0,    ^^^24,  «"«S. 

Ces  dernières  valeurs  nous  montrent  que  l'enveloppe  dis  plam  tamjcnts 
stationna  ires  est  composcc  de  quatre  cônes  du  second  ordrCf  et  que  la 
courbe  paraholuiue  est  composée  de  quatre  coniques  planes. 

La  surface  peut  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme '^'^j 

Le  plan  i^O  est  le  plan  tangent  le  long  d'une  courbe,  ses  pointe 
d'intersection  arec  la  conique  cuspidale  (^,==0,  (p.^  =0),  les  points-dos. 

72.  Surfaces  äu  quatrième  ordre  à  un  point  h^pianaire.   On  a 

b^q  =  8  =  k  =  t  ='y  =  ç  =j  =  c  =  r  ^tn^^h  =  ßt^a  ^  X'^^i 

Î7  =  j'  =  etc.  =0. 

L'application  des  formules  est  immédiate.  On  trouve 

a«12,  «—24,   r— 28,   X'»25,    d—12,  n'— 33, 

6'— 390,  23'=p'=i3'=284,  s'— 768,  ilT— 73516,  2234,  /«1612, 
c'=88,    r'=llG,    m'=768,    Ä'=3344,  <y'=32. 

On  a  ici  4s'— 2y'4-2(^w'-9).   (Voir  le  n«  68.) 

78.  Snrfaces  du  quatrième  ordre  à  un  point  unipUmaire,  On  a 
nmm4,  17—1,  (  — c  — etc.  —  0.  ,0n  trouve  par  une  application 
immédiate  dee  formules: 


*)  On  peat  da  reste,  dans  le  cas  aetnel,  se  passer  de  cette  équation  (dout 

la  déduction  ordinaire  cesso  d't*tre  immtîdiatenicnt  applicable  parce  que  m  «■  0 
et  t/t'«=»0);  car  |J'-    0  est  une  conséijueiicc  nécfsHaire  do  h'—O. 

**)  Voir  le  a"  précudeut  et  le  iv  23.;  la  i'ouctiou  x  coublantc  dans  le  cas 
octaeL 
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a^\2,    x'=24,    r=28,    x=24,    0=15,  «'=H0, 

6'=312,   2g'=(»  =  /3'=248,    2.s'=/=1128,    /'=46762,   /'=  1530, 

c'»78,  r»108,   m'«>338,  a  =32. 

7é.  Surfaces  du  quatrième  ordre  som  cùwrbes  mMpUs  mais  à  un 
poùU  conique  triple  doni  le  cône  tangeni  est  doué  d'une  génératrice  double. 
La  génératrice  double  doit  être,  eu  général,  une  droite  ijf  parce  que  la 
surface  n'a  aucune  courbe  double. 

Le  cône  tangent  a  donc  les  nombres  plflckériens  suivants: 

^s=i3,    v*=4,      =       î/  =  j?  =  Ç  =  u  =  0,   v  =  3. 

On  a  encore  7î  =  A,  &=c»etc.<sO.  On  trouve  par  une  application 
immédiate  des  formules  : 

a «12,    «'—24,  r— 28,       ic  — 19,      d— 26,  fi'i-23, 
169,  9'»  94,  £'»13321,        497,    /— 562,   p'— 164, 
(/«62,     r'=71,  m'=.176,      Ä'=-1112,   /r=  119,  tf'=32. 

La  lurimile  (10')  nous  donnerait  encore  s'=327.  Ce  nombre  est 
celui  des  points  stationnaires  d'une  section  jilane  de  la  dj'veluppable 
bitangente,  Uans  le  cas  actuel,  cette  développable  a  les  12  tangentes 
principales  du  point  eoi)i(|UL'  —  dont  chacune  est  aussi  deux  fois  géné- 
ratrice simple  —  pour  génératrices  stationnaires,  les  plans  tangents  le 
long  d'elles  à  la  développable  passant  par  la  génératrice  double  tj  du 
cône  tangent  *).  On  voit  donc  que  l'arête  de  rebroussement  propre  de 
la  développable  n'est  que  de  l'ordre  327  —  12  «■  315.  On  aura,  eu 
désignant  ce  dernier  nombre  par  /  (comparer  au  n*  68.) 

45'=o2y'+3(2/4-j-a;)(i/— 2)  +  4(2/i-f-a;)-i?  -f  4t;  -f  2  •  12  •  ij. 

75.  Surfaces  du  quatrième  ordre  —  sai»  eeurhes  muUiples  —  à 
un  point  conique  iripk  dont  le  cône  tangent  est  doué  étune  génératrice 
staticnnaire.  Le  cône  tangent  a  les  nombres  plflckériens  suivants: 

—  v  — 3,   {«i-t;»l,  îj     Il  —  y  —  ji  —  0. 

On  trouve  par  une  application  immédiate  des  formules: 
a=12,     x'=  24,    0  =  28,        x=  20,       d  =  2;'),     n'=- 22, 
Ò— lôO,  ^'--88,         10405,  t'^m,     }^-»484,  «'—152, 
c'«60,    r'-3  69,  m'»  169,     il'— 1021,  /T-»  113,  <i'— 32. 

La  uappe  de  la  développable  bitangente  qui  est  tangeute  à  un  plan 
joignant  la  génératrice  stationnaire  du  cône  tangent  à  une  tangente 
principale,  a  deux  génératrices  stationnaires  et  une  génératrice  double 


*)  ]l  e»t  plu»  commoUc,  peut-être,  de  voir  la  propriété  correspondante  d'une 
ligure  récipru4iiû  (n"C2.). 
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coïncidant  avec  la  taugcnte  principale.  Il  faut  donc  Bubstîtiier  à  la 
?aleur  297  de  s',  que  donne  immédiatement  la  formule  (10  ),  la  valeur 
de  297  —  2  •  12  —  273.  Celle-ci  sera  Tordre  de  l'arête  de  rebronsse- 
ment  propre  de  la  développable  bitangente.  On  aura  en  la  désignant 
par  8'  (n«68.): 

4*'— 2y'-f  3(2fi  +  :c)(i/-2)  +  5(2;t  +  a:)(;  +  4r  -f  24Ç. 

Les  surfaces  des  deux  derniers  exemples  sont  des  cas  particuliers 
d'une  surface  d'ordre  n  à  un  j)uint  cuni(jue  d'ordre  n  —  1.  Nous  avons 
iiiiliiju«'  ailleurs*)  (juelques-uiies  des  propriétés  générales  de  ces  sur- 
faces et  déterminé  une  partie  de  leurs  nombres  caractéristiques.  On 
peut  en  trouver  les  autres  au  moyen  des  formules  du  n"  3.,  modiliées 
uu  peu  à  cause  des  y  droites  doubles  et  des  s  droites  cuspidales. 

XIV. 

Addition  sur  le  genre. 

76.  Dans  un  autre  mémoire**)  j'ai  trouvé  que  le  genre  p  d'une 
surface  s'exprime  de  la  manière  suivante: 

(I)    24(iï-f  1)  —  c  —  12a  +  24«  -I-  /3  +  3r  —  \be  +  2«  -f  6« 

+  £(3v+Sjr-f8i7+I3e). 

Toutefois  les  termes  dépendant  de  /,  %f  ij'f  g'***),  i>,  2^,  Ï7,  U',  O,  O', 
(/,  ^,  e  —  s'il  y  en  a  —,  ne  sont  pas  introduits  eipressément;  mais 
indirectement  l'équation  (I)  en  contient  la  plupart  En  effets  à  la  dé- 
duction de  cette  expression  j'ai  regardé  la  surface  comme  Ueu  de  2x>ints, 
et  nous  pourrons  donc  regarder  comme  points  simples  de  la  surface, 
comme  points  simples  de  la  courbe  cuspidale  et  comme  points  coniques 
tous  les  points  qui  appartiennent,  en  cas  particnliers,  à  ces  classes  de 
points  ÌM>ur  la  dite  conception  de  la  surface.  (Pour  les  points  de  la 
courbe  double  U  s'agit  seulement  des  propriétés  de  chacune  des  deux 
nappes.) 

Aux  deux  premières  de  ces  classes  de  points  appartiennent  les  0 
points  d'osculation  des  plans  osculateurs,  les  â  points  statîonnaires  de 
la  courbe  double,  les  f  points  singuliers  des  plans -pinces  et  les  points 
1}'.  L'expression  de  24(p4~l)  ^  contiendra  donc  ancuif  terme  dépen- 
dant de  0,  (/,  j',  n'. 

Les  h  points  biplanairesf)  sont,  pour  la  conception  actuelle  de 
la  surface,  des  points  coniques  aux  nombres  0,  l. 


•)  „Mathematische  Ännalm"  t.  IV,  p.  44. 
*•)  „Mnihrwndsche  Afinalen''  t.  IV.  p.  41-^42. 
•*♦>  „Mathanulisvhr  Annalm''  t.  IV,  p.  G36. 
t)  AuBsi  dauti  le  uiûrooire  cité,  les  points  biplaosiret  sont  regardés,  cxpres- 
■ément,  eomme  dea  points  coniques  particuliers. 
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Les  %  points  singuliers  des  plans- clos  et  les  27/'  points  singuliers 
des  plans  ))iponctae]8  sont  des  points  coniques  aux  nombres    •«>  4, 

Les  {]'  points  singuliers  des  plans  uiiipouctuels ,  les  jioints  \'  et 
les  g  points  doubles  de  la  courbe  cuspidale*)  sont  des  points  coniques 
aux  nombres  -  =  2,  v  =  j^  =  ^  =  0. 

Il  reste  les  l]  points  uniplauaires  —  qui  ditlerent  essentiellement,  par 
la  distribution  des  nappes,  de  points  coniques  au  lumibre  v  =  —, 
les  O'  points  osculateurs,  et  les  t  points  stutionnaires  de  la  courbe  cus- 
pidale. On  trouve,  nu  moyen  de  l'équiition  que  nous  allons  dtnluire  des 
équations  dans  le  n"  3.,  que  l]  et  (/  auront  dans  l'expression  cherchre 
pour  coefficients  18  et  6.  C^uant  aux  j)oint.s  c,  la  connexion  des  nappes 
de  la  surface  qui  les  forment  est  la  même  que  celle  des  nappes  formant 
un  point  biplanaire.  Ils  auront  donc  —  si  nous  ne  nous  trompons  pas 
—  la  môme  influence  au  genre  que  les  points  biplauaires,  en  même 
temps  qu'il  faut  remplacer,  dans  rexpression  cherchée,  /3 ,  qui  est  intro- 
duit par  la  formule  (12),  par  /î  -|-  c**). 

On  trouve  ainsi  qu'avec  les  notations  du  présent  memoire,  ofi  les 
notations  de  •)  n'ont  égard  qu'aux  puints  coniques  propres,  le 

genre  s'exprime  de  la  manière  suivante: 

(II)  24(j>H-l)-=c—  12o-f  24n-j-/j  +  3r--  15f-f2(y-f  G;t  ■\-Vix 
+  8y/-f24i?  + 18  ?/-}-6l/'+0O'+2;(3i/+3jir+8jj-|-iat) 
+  £'(60  +  ß^  +  9e. 

La  déduction  de  cette  extension  de  la  formule  (I)  est  faite  d'une 
manière  trop  légère  pour  exciter  une  entière  confiance*^).  Il  est  donc 
bon  que  nous  possédons  un  moyen  de  vérifier  une  partie  des  nouveaux 
coefficientsi  le  même  auquel  nous  devons  les  coefficients  de  XJ  et  de  O, 
Ce  moyen  consiste  en  une  déduction,  par  les  équations  du  n*  3.,  de 
l'équation  qui  exprime  que  le  genre  d'une  surface  donnée  est  égal  à  celui 
de  la  surface  réciproque. 

On  déduit  en  effet  des  équations  (20)  et  (8),  (22)  et  (23)  des  n««  3. 
et  4.  que  les  expressions 


*)  Nous  8uppo80i»  id  que  les  |r  et  e  points  «dnguBen  de  hi  eourbe  cnipi- 
dale  soient  dtatincts  entre  eux. 

**)  Ou  bien  par  ^  +      +  ^et  efilst  du  nombre  S  0*  est  compris  an 

coefficient  6  déjii  nomini. 

Nous  rappelons  notauimciit  qu'à  la  démoustratiou  de  la  formule  (i)  daus 
le  4"*  voL  dei  „Math.  Aon."  nous  avons  fait  certaines  reatrictions  sur  la  forme 
de  la  correspondance  des  deux  saifoces  qui  nona  occupaient  alon.  U  faudrait 
donc,  pour  appliquer  immédiatement  les  résultats  troavéa  à  une  surface  douée 
d'autres  «irij^ularitós ,  s'ua^nrer  rpio  su  correspondance  avec  une  surface  qui  n'a 
pas  U  s  méujtû  siiigulanti  s  peut  avoir  lieu  »ans  violer  ces  restriction». 

Math»m»tisobe  Annalen.  X.  35 
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—  4m  +  c  +  <y  +  2J  +  3;t  +  41?  +  Of/-|-  2;(v-(-4ï;  +  7^), 
c-\-3r-^òa  —  ß  —  '0x  —  SIi  —  GÜ—  2J  (s-\-2v-i-Sij  +  Ut), 
[—  3c  -i-  2r  +    +  4^;  -f  3;t  +  14 17  —  20  H-  2; (2ft  +  v-f  8^  +  110 

sont  égales  aux  expranions  réciproques,  c'est  à  dira  aux  expressions 
qui  en  sont  formées  par  la  substitution  de  lettres  accentuées  à  celles 
qui  n'ont  pas  d'accent.  En  multipliant  ces  expressions  respectÎTement 
par  —  6,  —  1  et     3,  on  Toit  par  une  addition  qu'aussi  l'expression 

24fi-16c-|-3r+2tf+/J~6;K-16jB+12l7"-60+2;(3t^-|-3*-|-8jj4-7Ö 

est  égale  à  l'expression  récipro(]ue ,  ce  ^ui  est  précisément  l'équatiou 
qui  exprime  légalité  des  deux  genres. 

Cette  vérification  est  compiòte  pour  l'absence,  dans  l'expression  (II), 
de  termes  j'  et  ri'  et  pour  le  coefficient  de  et,  comme  le  coefficimt 
de  B  et  Pabsence  d'un  terme  0  n'ont  pas  besoin  de  vérification,  aussi 
pour  let  eodfioirats  de  B'  et  0'.,  Pour  le  coefficient  de  ^  on  n'obtient 
ancune  Térification,  parce  que,  réciproquement,  VégàUté  des  genres  gtsi 
nous  occupe  ici  nous  a  fourni  les  coefficients  dexet  %  dans  Vé^iuation  (19) 
ou  (23)  (voir  le  n*  27.);  mais  ce  coefficient  de  l'équation  (II),  qui  ob- 
tient ainsi  une  importance  double^  doit  ètra  en  tout  cas  —  à  cause  de 
l'analogie  des  points  singuliers  des  plans -dos  et  des  plans  biponetnels 
—  égal  à  la  moitié  du  coefficient  vérifié  du  terme  B^, 

Nous  remarquerons  encore  qu'en  donnant,  au  moyen  des  équations 
du  n*  à  notre  expression  (II)  du  genre  la  même  forme  qu'a  indiquée 
M.  Cayley*),  on  ne  trouve  pas  les  mêmes  coefficients  de  %  et  B'  qui 
résulteraient  de  la  substitution  de  =  8%  lOB  dans  l'expression 
indiquée  par  ce  savant.  (Comparer  à  l'introduction  du  présent  mémoire^) 

0  open  bagno,  27  avril  1876. 


*)  Ou  Ueciprocal  Surfaces  p.  927.  —  Qeom.  of  three  Dimena,  p.  bùò  ;  édition 
de  M.  Fiedler  p.  610. 
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VOD 

P.  GouuAM  und  M.  JSütukk. 


Die  Bedt'utung  des  identischen  Vcrschwindens  der  H  e  ss  e  sc  lien 
Determinante  einer  algebraischen  Form  ist  von  Hesse,  zuniiclist  im 
42.  Bande,  dann  im  50.  Bande  des  Crelle  .sclien  Journals,  dahin  ausge- 
sprochen wurden:  dass  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  partiellen 
Differentialquotienteu,  den  Polaren,  der  Form  herrschen  müssen,  lineare 
seien,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  sich  die  homogene  Form  von  r  Va- 
riabein durch  lineare  Transformation  auf  eine  solche  von  weniger  als 
r  Variabein  zurückführen  lasse.  Aber  auch  der  zweite  Beweis,  welcher  - 
ein  System  linearer  Gleichungen  in  unYoUstindiger  WeÌfló  anfldsti  ist 
Mit  lange  als  nnznl&ssig  erkannt  worden*). 

Trotz  der  sehr  verseli iedeuartigen  Methoden,  welche  sich  zur  Be- 
handlung des  Problems  darbieten ,  hat  bisher  die  Frage  nach  der  Rich- 
tigkeit des  H  e  SS  e  sehen  Satzes  nicht  entschieden  werden  können.  Nur 
für  die  den  binären  und  den  quadratischen  Formen ,  bei  welchen  der 
Sais  selbstfentSndlich  richtig  ist,  nachsiatehenden  beiden  Fdle,  den 
der  temärm  entbisdten  nnd  den  der  çpêotemârm  eiänstken  Formen,  ist 
durch  H.  Pasch  aof  dem  Wege  ron  Determinantenrelationen  ein  Be- 
weis des  Sataes  erbracht  worden**).   Und  femer  hat  der  eine  von 


*)  Wie  dorn  einen  von  uns  (N.)  vor  lilngerer  Zeit  von  II.  Cliristoffel  mit- 
gotheilt  wurde,  sind  die  Munzel  des  Beweises  gleich  nach  Erscheinen  dea  zwii- 
teu  üesse'schen  Äufsatze»  bemorkt  worden,  und  wurde  von  H.  Weicrstrasa 
ein  Zweifel  sa  der  Bichtigkeit  de»  Satset  gdUinertw  Von  den  unten  folgenden 
Beaoltaten  hat  H.  Cliriatoffel  die  eindeutige  ümkelirbarkeit  der  Formeln  (10) 
des  §  2.  bei  jener  Gelegenh^  angegeben.  Die  falschen  Beweise  sind  übrigens  in 
die  meisten  Lelirbfioher  fibprfîf'c:angen ,  bo  in  Brioschi's  Determinanti,  in  Sai- 
mOtt'Fiedler's  Algebra  dar  hnearen  Transformationen,  etc, 

S.  Crelle  ßorch.  80,  p.  169. 

35* 
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uns,  durch  Betrachtung  des  Verhaltens  der  Determinante  einer  reda- 
*  cibeln  Form  in  Bezug  auf  deren  Faetoreu  und  der  zwischen  den  Po- 
laren bestehenden  Relation ,  die  temärm  Formen  fiberhanpt  erledigt*). 
Endlich  ist  hier  zu  bemericen,  dass  frflher  auch  H.  Sylvester  den 
Fall  von  linearen  Relationen  zwischen  den  Polaren  behandelt  hat**), 
indem  er  dieselben  in  die  entsprechenden  Goefficientenrelationen  auf> 
gelöst  hat;  wobei  er  indess  nicht  anf  die  Bedeutung  der  in  der  Hesse- 
schen Determinante  enthaltenen  Ooeffidentenaggreg^te  eingeht. 

Bei  der  Wichtigkeit,  welche  die  Hesse'sehe  Govariante  einer  Form 
f&r  diese  hat,  haben  wir  die  Untersaohnng  wieder  aufgenommen,  in- 
dem wir  die  Frage  nach  desjenigen  Formen  gestellt  haben,  deren 
Determinante  identisch  verschwindet.  Dabei  hat  sich  nun  der  Hesse - 
sehe  Satz  als  im  Allgemeinen  vnriekiig  erwiesen,  vielmehr  ist  unser 
Resultat: 

Der  Sesse'ache  Sate  giltj  wie  adhdverstandlich  fur  die  binären, 
90  auch  für  aUe  temären  und  quatemären  Farmen,  dagegen  ntcM  mehr 
fär  die  Formen  von  mehr  ab  vier  Variabdn  md  von  höherer  als  der 
gweikn  Ordming,  Für  diete  hShem  FäOe  laesen  sieh  gante  Ciaseen 
von  Formen  aufstdien,  deren  Hesse'sehe  Delermiinanie  identisch  ver- 
sehwindä,  ohne  dass  »wischen  ihren  Folaren  lineare  Bdatkmen  statt- 
finden. 

Der  Weg,  auf  welchem  wir  die  Untersucimng***)  führen  werden, 
ist  zunächst  die  Betrachtung  einer  linearen  partiellen  DÜferentialglei- 
chung,  welcher  die  Form  f  und  deren  Polaren  Genüge  leisten.  Die 
Coefficienten  dieser  Gleichung  sind  nicht  direct  gegeben,  sondern  selbst 
wieder  Functionen,  die  durch  ein  System  partieller  Différentialglei- 
chungen  definirt  werden.  Eine  der  wesentlichen  Aufgaben  war,  ans 
der  Zahl  der  Lösungen  dieses  Systems  diejenigen  auszuscheiden,  welche 
gawk  Functionen  der  Variabeln  sind.  Und  dies  geschieht  hier,  wenn 
auch  nicht  f&r  den  allgemeinsten  Fall,  durch  Betrachtang  einer  an 
sich  interessanten  Art  von  raUonaten  Transformationen  der  Varia- 
beln, zu  welchen  die  Functionen  unseres  Systems  Veranlassung  geben, 
nimlieh  solcher,  bei  welchen  die  Transformationsdeterminante  and 
eine«Reihe  ihrer  Unterdeterminanten  identisch  verschwinden.  Insbeson- 
dere werden  anf  diesem  Wege  in  §  8.  die  quinfiren  Formen  vollständig 
erledigt 


*)  Oordan  „Ueber  einen  Satz  von  Ue88e*%  Sitzangsber.  der  ph^i.-med. 

Hoc.  Krlangen,  v.  13.  Dec.  1875. 

♦*)  Philos.  Magazine,  Ser.  IV.  vol.  6  (1868). 

Ein  Âubzug  aus  derselben  ist  schon,  in  den  Sitzungsber.  der  pliya.-med. 
Soc.  Erlangen,     10.  Jan.  187G,  mitgetheitt  worden. 


i^idui^cü  uy  Google 


Formen  mit  verscb windender  Hesse 'ücher  Ueterminaotc.  549 


§  1. 

Problemstellung.    Definition  der  Functionen  h  '\ 

Die  ganze  algebraische  homogene  Form  der  r  Variabein 

*!»  *i>  •  •  •  •''^r , 

wélcbe  wir  der  Untereuchnng  zu  Grunde  legen,  bezeichnen  wir  mit 

(1)  f{^i$^f'"S^)»  . 

Von  dieser  Form  setzen  wir  voraosi  dass  die  Determinante  ihrer  zwei- 
teu  partiellen  Differentialqnotienten 

limi  dio  Unterileteniiiniiiiteu  derselben  bis  /u  irgoiul  einer  bostininiteu 
Oriliiimg  hin  identisch,  für  alle  Werthsystome  der  x,  verschwinden. 

Da  die  Determinante  A/  gleichzeitig  Functionaldeterminante  der 
ersten  partiellen  Differentialquotienten 

'-'fr 

von  /'  ist,  so  sagt  das  Verschwinden  von  A/  aus,  dass  zwischen  diesen 
Grössen  /",  wenigstens  eine,  für  alle  VVerthsystenie  der  x  identisiiie 
Relation  besteht.  Dieselbe  muss  algebraisch  und  homogen  sein,  da  sie 
durch  Elimination  aus  homogenen  algebraischen  Gleichungen  erhalten 
werden  kann.  Eine  solche  irredneible  Relation  von  möglichst  niedriger 
Dimennon  in  den  ft  sei  bezeichnet  mit 

und  wir  setzen 

Sei  ferner  ç  der  grossie  gemeinsame  Factor  aller  Daun  setzen 
wir  weiter 

(5)    "  «f«=pg,=  p;*(')(a;), 

wo  nun  die  gaiuse  Functionen  7»<«>(a;)  der  jc  ohne  (fcmuisciiaftlichen 
Factor  sind. 

Man  kann  hier  bmerken,  dass,  im  Falle  die  ersten  Uuterdeter- 
minanten  A«*  von  A/  nicht  Null  sind,  diese  sich  wie  die  Quadrate  und 
Producte  von  r  Grössen  verhalten,  die  mit  den  eben  definirten  Qidesen 
^(0  abereinstimmen.  Wenn  die  hS^  Constanten  gleich  werden,  so  hat 
man  den  8atz  Hesse's.  Wir  haben  daher  nur  die  Möglichkeit  des 
andern  Falles,  dass  die      Functionen  der  x  werden,  zu  untersuchen. 

§  2. 

Differentialgleiohiuigeii  der  A<'\  Definition  der  Fonotionon  0. 

Wir  werden  nun  eine  Chisse  von  Functioueu ,  die  in  unserem  Pro* 
bleme  ehie  wichtige  Rolle  spielen,  durch  eine  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichung definiren. 
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Unter  der  im  Folgeuden  darchgâugig  festgebalienen  BeseicbnuDg 

betrachten  wir  die  Dißereutialgleichuug 

(6)  0$— 0. 

Die  deraelbeii  genügenden  homogenen  gangen  Fmäionen  der  x 
nennen  wir  FvmtHonm  4>. 

Wir  werden  zunächst  eine  Reihe  von  Loeangen  und  Eigenschaften, 
dann  ein  Tollstftndiges  System  von  LiVsuugen  dieser  Gleichung  auf- 
stellen. Da  sich  (3)  in  d^e  Form 

(3  )  A  =  0  oder     =  0 

setzen  lässt,  so  folgt,  dass  f  selbst  eine  der  Functionen  0  ist. 

Ferner  ergiebt  sich  diurch  Differentiation  von  (3)  die  wiederum  in 
allen  x  identische  Gleichung 

(7)  0^  Eftifiy  ^  Qfyi    (für  jedes  y); 

d.  h.  auch  aUe  Polarm  f,j  von  f  sind  Functionen  Dieselben  wür- 
den sogar,  im  Falle  nur  ciiic.  Relation  /wischen  den  f,j  existirte,  ein 
vollständiges  System  von  Lösungen  der  Gleichung  ((>)  ItiMeu.  Weitere 
Lösungen  sind  die  Functionen       als  Functionen  der  /y: 

«II  —  0. 

Jetzt  können  wir  aber  die  Functionen  0  noch  anders  auffassen: 

Die  Functmvm  0(a:),  gebildet  für  die  ArgutnerUe  a;  +  Ag,  sind un- 
abhäfigig  von  A: 

(8)  0(xH-A|)  = 
Denn  mau  hat,  wenn  0  von  der  Ordnung  v, 

«c^+A«  =  0  4-  JL  *p  + . . .  +  ,  «j.. 

Setzt  man  aber  in  0|  0  den  identisch  Terschwindenden  Ausdruck 
0«  an  Stelle  von  0,  so  eigiebt  sich  wegen  ^r,^  0: 

-  0,  oder  <|)p  -  0,  (wo  *p  =  £  -^^ß--  fc«.) 

und  ebenso,  indem  nuin       etc.  einsetzt: 

0^«.O,  •  •  •  0^»«O. 

Der  Satz  gilt  übrigens  für  jede,  auch  nicht  ganze  Lösung  von  (6)' 
Diese  ÂuffassuDg  führt  sodann  noch  zu  einer  zweiten  wichtigen 
Eigenschaft  der  Functionen  0: 
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Ist  sokhe  gatu»  FtmeUm  (t>  da$  Ftoduä  Mweier  gantm  Frnte- 
Honen 

80  sind  aueft  die  Faäoren  sähst  Fmndionm  O,  also  LSsunffen  wm  (6)*). 

Denn  offenbar  müssen ,  wie  selbst,  aucli  ""d 

ilf{x~{-Xl)  von  A  unabhängig  sein,  und  man  hat  auch: 

y^  =  0,   9^  =  0,  ^^^=0,   V4t  =  0, 

Aus  diesem  Satse  ergeben  sich  nirn  weitere  Lösungen  von  (6). 
2s ach  (5)  äiud  auch  die  7i^'\a;),  als  Factoren  der  jr,-,  Lösungen,  oder 

(9)  hf  «  0, 

und  man  hat 

woraus  insbesondere 

(9")  Ä*'"*  (I)  —  0. 

'Endlicli  bilden  wir  uoch  die  Functioueu  <P: 

die  sich  durch  Eiusetsen  in  (6)  als  Lösungen  ergeben  Aus  diesen 
letztem  Lösungen  können  wir  auch  ein  vdSist&ndvjcs  System  solcher 
zusammensetzen.  Denn  sei,  wie  wir  annehmen  wollen,  |r  nicht  iden- 
tisch        so  betrachten  wir  das  System  von  Lösungen: 


(10) 


Xr^l —  7| —  Xf 


Jede,  Fit  tust ion  <t>  wird  eine  hotnogene  ganze  rationale  Fundion  der 
Grösseti  jj,,       •  •  •  i?r-i. 

Denn  bildet  man:  indem  man  noch 

setzt|  die  Function  4>  fOr  die  Àigumente  i}: 

*)  Es  t»i  für  manolie  Anwendmigen  beaehtensweith,  dass  dieser  Sats  fìir  aUe 

gAQ/.cn  LOsuDgeo  irgcud  einer  lineareu  partielleu  Differontialgleichang  gilt«  deren 
Coeffîoieatea  nur  selbst  Iiösungexi  der  Oleiehuug  siad. 
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80  fallen  ans  der  Entwicklung  alle  Potenzen  von  -j-  heraos,  and 
man  hat:  ** 

(II)  0  («I,  «2,  •  •  •  «»-1,  Xr)  =  <t>  .  .  .  nr-U  0). 

Und  ebenso  drQckt  sich  jede  Ldsung  durch  die  17  allein  aus.  Die  ij 
bilden  also  ein  Tollständiges  System  von  einander  anabhängiger  Lö- 
sungen. Und  die  Gleichung  (6)  hat  daher  die  Eigenschaft,  genau  so 
integrirt  za  werden,  als  ob  deren  Coefficienten  constant  wären,  näm- 
lich durch  das  System  (10).  Als  Bedingung  hiefDr  sind  nur  die  Glei- 
chungen (9)  aufgetreten.  Im  Folgenden  haben  wir  aber  nur  von  den 
Lösungen  0  Gebrauch  zu  machen. 

Wir  wollen  noch  einer  Eigenschaft  des  Systems  (10)  Erwähnung 
ihon.  Die  Gleichungen  derselben  lassen  sich  auch  rtUkmaH  umhehren. 
Denn  da  auch  die  Functionen  1^  oder  A^^(«)  ganze  Functionen  der  q 
sind,  so  erhält  man  aus  (10)  auch 

also  auch  die  o;, ,  x^j  *  »  *  Xr  rational  ausgedruckt  in  den  neuen  •Va- 
riabein fJif  rÌ2t  •  '  '  Vr-^tt  *r.  , 

In  (9)  haben  wir  Gleichungen  fflr  die  unbekannten  Functionen  h^^ 
allein  erhalten.    Wir  haben  uns  zunächst  zu  der  Discussion  dieser 
GleicbuDgen  zu  wenden,  um  dann  aus  ihren  Losungen  mittelst  der 
#  Gleichungen  (3')  und  (7)  zugehörige  Functionen  f  zu  finden. 

§3. 

TnuufbniiatioiiBpiobleiii  der  h^*K 
Das  System  der  Gleichungen  (9) 

=  0 

bat  genau  die  Form,  wie  es  schon  bei  Ja  cobi*)  auftritt  und  kann 
leicbt  allgemein  integrirt  werden.  Wir  bedürfen  indessen  in  den  fol- 
genden Eiitwiekhni^^'eii  dieser  allgemeinen  Integration  nieht.  Es  möge 
daher  nur  kurz  angedeutet  werden,  dass  die  Integration  dadurch  ge- 
sciiielit,  dass  mau  neue  FunetioiRii  der  A^'*  und  x,  aus  welchen  man, 
indem  man  !<ie  Coustanteu  gleich  aet/.t,  die  A^"  zu  bereehneu  hat.  als 
abliäwjKji  Variahle,  die  h^*^  aber  ausser  den  x  als  unabhängige  \  a- 
rialde  einführt.  Für  »lie  neueingetührten  Fujictionen  erhält  man  dann 
nur  wiedL'r  die  (-ì leicluiiig  (^0),  deren  Lrisungen  in  (l<.))  gegeben  sind, 
und  man  ändet  hieraun  als  allgenu  iuste^Litsuugen  de«  Systems  (0); 

wo  die       irgend  welche  Functionen  der  ^  sein  können. 


*)  Grelle  J.  II,  p.  321. 
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Aus  diesen  Glcichungeu,  welche  zur  Bestimmung  der  Functionen 
h^'^  biureicben,  ergeben  sich  aber  dieselben  im  Allgemeinen  nicht  als 
(fattee  rationale  Fmietianen  der  »,  In  dem  letstom  VtSie  mOssen  jeden- 
falls die  gange  Functionen  der  ^  eein;  und  die  Gleichungen  (1)") 
zeigen  weiter,  dasa,  aollen  die  A<')  keinen  Factor  gemein  haben,  we- 
nigstena  zwei  Relationen  zwischen  den  Fanctionen  h^^  allein  bestehen 
müssen,  nämlich  eben  die  Gleichungen  (9"). 

Um  aber  die  gatusen  Functionen  h^'>  überhaupt  auszuscheiden,  we- 
nigstens ftlr  einen  besonders  wichtigen  Fall,  stelleu  wir  B«itrachtangen 
an,  die  in  ein  anderes  Gebiet,  in  das  der  TransfifrmaHoneti  gehören 
und  an  die  Gleichungen  (9')  anknüpfen. 

Diese  Gleichungen 
(9)  Ii  — ÄW(a;)t-Ä<0(a;H-A|), 

in  welchen  wir  von  jetzt  an  die  /<<'"'  immer  als  <j<inzr  rationale  Func- 
tionen auffassen ,  liefern  Beziehungen  zwischen  dem  Wcrtligiinit  ih  r  x 
und  ilcììi  (Ivr  H.  Das  Wertlij^ebiet  der  x  umfasst  alle  möglichen  Werth- 
combiuatiüiien  der  r  —  1  Verhältnisse  der  r  tJrössen  x  und  hat  da- 
her r — l  Dimensionen;  das  der  Verhältnisse  der  ^  ist  dagegen  ein 
beschränktes,  da  nach  (9"i  wenigstens  zwei  Gleichungen  zwischen 
den  è  bestehen;  es  möge  u  Dimensionen  haben,  wo  alr^o  u  höchstens 
«r  —  3  ist.  Wir  bemerken  noch,  dass  dieses  Gebiet  der  |  ein  irre- 
duci blas  ist. 

Zu  jedem  Werthsystem  der  »  gehört  nach  (9')  im  Allgemeinen, 
d.  h.  wenn  für  dieses  x  nicht  alle  U^{x)  verschwinden,  eindeutig  ein 
Werthsystem  der  Verhältnisse  der  g.  Zn  diesem  gehören  aber  umge- 
kehrt iMMiM^ZteA  viàe  Werthsysteme  der  Verhaltnisse  der  und  zwar, 
wenn  x'  irgend  eines  der  zu  |'  gehörenden  Werthsysteme  ist,  insbe- 
sondere alle  von  der  Form 

für  irgend  ein  k.  Wir  werden  im  Folgendon  der  Kürze  halber  die 
Gesammtheit  solcher  zusammengehörigen  Werthsysteme  x -\- k^  als 
Ixciiw  {x^)  bezeichnen. 

Hieraas  folgt  zunächst,  dass  sich  das  ganze  Werthgebiet  der  x 
in  oo^  Reihen  (xg),  der  Form  x-\-  Xly  zerlegt.  Und  da  die  Verhält- 
nisse der  r  Grössen  x  nur  von  den  ^  Parametern  des  Gebietes  ab- 
hängen, so  müssen  zu  irgend  einem  g'  im  Allgemeinen  oo^''~*  solcher 
Bethen  {x'%*)  zugehören.  Die  Gesammtfaeit  dieser  zu  |'  gehörenden 
Reihen  (x  V)  bezeichnen  wir  als  das  Gdtiide  <p^^.  Es  hat  r— fi— 1 
Dimensionen. 

Bei  diesem  Entsprechen  treten  aber  auch  unter  den  x  Ausnahme- 
elemente auf.  Es  sind  diqenigen  Werthsysteme  x,  welche  aUe  Func- 
tionen hf^{x)  gleichzeitig  zu  0  machen,  und  welche  wir  als  die  Funda- 
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meiUälwerthsjfäeme  y  bezeiohnon  wollen,  von  denen  hddwtens  oo''' 
existiren  können: 

h{0(jf)  ^  0]    für  jedes  t. 
Zu  denselben  gelidfen  auch  die  Werihsysteme  {  selbst,  wegen 

diese  bilden  einen  llicil  der  y  (oder  sie  können  auch,  insbesondere 
ftir  ft-^r  —  3,  ailc  y  bilden).  Ëiuem  solchen  y  kann  ein  |  oder 
können  lutmidUch  viele  der  |  eutspreehen;  diese  findet  man,  indem  mau 
die  Ansdrfieke 

nach  auftteigenden  Potenaen  von  s  ordnet  nnd  dann  ë  gegen  0  con- 
vergiren. läset,  wihrend  man  den  Verhältnissen  der  alle  möglichen 
Werthe  giebt.  Ânch  hier  bleibt  der  Sata  gelten,  dass,  wenn  auf  diese 
Weise  zusammengehörige  Werthsysteme  y  und  S  geftinden  sind,  zu 
demselben  |  auch  die  ganze  Werthreihe  (yi)  oder  y  +  A^  gehört;  denn 
der  Satz  gflt  für  die  Werthreihe  (sf+sif)  +  Ag. 

Es  können  auch  noch  umgekehrt,  wie  unter  den  9,  so  auch  unter 
den  I  Ausnahmeelemente  auftreten.   Während  die  Gleichungen 

r»Ä«(«)  —  ßA<»>(«)  —  0  . 
bei  willkürlich  gegebenen  welche  nur  dem  |- Gebiete  augehören 
mflssen,  fttr  die  Verhältnisse  der  x  oor—t^-^  Auflösungen,  das  if^- 
Gebilde,  zulassen,  kann  sich  für  specidle  Werthsystéme  i'  die  Zahl 
der  Auflösungen  erhöhen.  Indessen  kann  es,  wenn  man  von  denjeni- 
gen  S  absieht,  deren  zugehörige  x  in  höherer  Dimension  nur  in  das 
Fundamentalgebiet  der  y  fallen,  höchstens  oof^~*  solcher  geben,  bei 
denen  dieses  eintritt,  da  bei  oo**-^  solcher  speciellen  |'  die  zugehöri- 
gen      Gebilde  schon  das  ganze  «-Gebiet  erfüllen  würden. 

§  4. 

Verhalten  der  h^^. 

Nach  Gleichung  (8)  setzen  sich  auch  die  Wertbsystenie,  ffir  welche 
irgend  eine  der  Functionen  O  verschwindet,  nur  aus  Werthreihen  (x^), 
nämlich  aus  oo''~'  solcher,  zusammen.  Mit  einer  von  den  übrigen 
QQ^-'i  Werthreihen  (xlj),  die  überhaupt  e\istii«.>u,  hat  0(jc)aO  kein 
Werthsjstem  gemein,  ausser  dem  betrefiendeu  |,  wegen 

♦(8  -  0. 

Wie  sich  die  Werthsysteme,  f&r  welches  irgend  eines  der  ver- 
schwindet, z.  B. 

h-=:=£aim(x)mmO 

ist,  zusammensetzen,  können  wir  noch  genauer  verfolgen.  Dieselben 
bestehen  aus  zwei  Theilen,  a)  aus  râmmtlichen  Fundamentalwerthsyste- 
men X,  ßix  die  h  unabhängig  von  den  «<,  also  sämmtliche  hf^{x)  ver- 
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schwinden;  und  b)  aus  den  von  Ui  abliäugigcn  VVerthsjstemen  x.  i'ür 
diese  letztem  musis  zugleich  werden 

d.  h.  mau  erhält  nur  oc^-*  der  Werthsysteme  |  und  die  ZAigehörif^eu  .r. 
Üa  auch  umgekehrt  HMr  die  Bedini^uuu^  1=  vorliegt,  so  erhillt  mau 
auci)  (ÌÌÌC  X  dieser  qp'»>- Gebilde.  Daher  setzen  sich  die  Werthsysteme  b) 
zusamiucu  aus  cc''~'  der  (jr*^^- Gebilde;  Hud  h  —  ö  hcsfdd  auch  nur 
(iKS  (Uesen,  da  die  unter  a)  geuaunton  nur  zur  Dimension  r  —  3  aut- 
steigen ,  also  keinen  selbständigen  Factor  von  h  bilden  können  und 
schon  unter  den  in  b)  bezeichneten  entbalteu  sein  müssen. 

Wir  mögen  noch  bemerkeu,  dass  man  die  in  a)  bezeiclmeten 
Fuudameutalwerthsysteme  t/  dadurch  erhalten  kann,  dass  mau  die  Cìlei- 
chuugen  aller  Gebilde  ç><<',  für  deren  §  nicht  Hui^i^O  ist,  verbindet 
mit  der  Gleichung 

Sai¥'){x)^0, 

Mau  sieht  dabei,  dass  in  jedem  Gebilde  çp<»>  oc'"-''  der  Werthsysteme 
1/  liegen,  welche  sich  auf  cx:''-'*~'  Reihen  (/y|)  vertheilen;  oder  zu 
jedem  |  gehören  im  Allgemeinen  cc'*-'*"'  Fundanicutalreihen 
im  Ganzen  oo''~^  solcher  Reiiieu ,  die  iude.ss  zusammen  nur  ein  Gebiet 
von  r  —  3  Dimensionen  füllen  dürfen,  da  die  A''^  keinen  Factor  gemein 
haben  sollen;  und  in  der  That  haben  wir  gesehen,  dass  schon  oo'*~* 
der  ^- Werthsysteme  das  ganze  Fuudameu talgebiet  y  liefern.  In  be- 
iondem  Fillen  oder  für  spedeUe  der  |  kann  sich  sogar  die  Anzahl 
der  sngehörigen  Fundamentalreihen  {yi)  noch  erhöhen. 

WShrend  die  Functionen  k  sich  nur  aus  den  silmmtlichen  Werth- 
systemen von  oc'*"'  der  ç)^^- Gebilde  zusammenseisen,'  entstehen  die 
Functionen  0  im  Allgemeinen  dadurch,  dass  nach  iigend  einem  Ge- 
setze aus  sSmmtlichen  oo^*  ^(t). Gebilden  je  oor-t*-^  Werthreihen  (xf) 
herausgenommen  werden.  — 

Die  Annahme,  dass  die  |  nur  ein  Werihgebiet  tou  f»  Dimensionen 
(fft^r  — 3)  bilden  sollen,  können  wir  auch  analytisch  ausdrücken. 
Hiernach  dfiifen  die  r  Functionen  h^^(x)  nur  von  +  1  Gombinatio- 
nen  der  Variabelu  x^,  X2,  *  »  -  Xr,  die  wir  mit 

bezeichnen  wollen,  homogen  abhängen.    Nimmt  man  also  die 
reihigeu  Determinanten  aus  dem  uuvollstandigea  Systeme 
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gesetzt  ist  uml  ,  /o,  •  •  •  if^.^-i  irgeml  eine  Combiuutioji  von  ft  +  1 
verschiedeneu  Zalilen  aus  1,  2,  •  •  r  bedeutet,  so  verhalten  sich  die- 
selben wie  die  entsprechenden  Determinanten  aus  dem  unvollstäudigeu 
Systeme  : 


'Al  "A 


Il  '  • 


I 

lu  diesem  Systeme  sind  die       als  Futiclioneu  von 
aufgefasst  und  es  ist  in  dieflem  Sinne 

gesetzt.  Da  nun  der  Proportionalitätsfactor  die  Deteriniuaute  der 
nach  den  eutsjircclienden  Xi  ist,  und  da  diosolbc  wenn  die  von 
nicht  weniger  als  ii  -\-  1  Coniliinatioucn  der  x  abhängen  sollen,  bei 
allgemeiner  Annahme  der  Conibination  /, ,  i.,,  •  •  •  /^^.i  nicht  ver- 
schwinden kann,  so  können  dann  auch  jene  Determinanten  der  h 
nach  den  nicht  alle  verschwinden ,  und  sie  werden  von  der  beson- 
dern Conibination  /, ,  /., ,  •  •  •  if,^\  ganz  unabhängig.  Dagegen  werden 
die  {ii-{-2)-ri(l(i(jcn  Dctcrm'iiiantciiy  ilie  aus  dem  obigen  Systeme  da- 
durch entstehen,  dass  mau  eine  weitere  Uorizoutalreihe 

hf   ir  . . .  ä;^> 

hin^ulügt,  sämnUiicii  vciachivindm. 

§  5. 

Das  /«-Problem  bei  einlaclL  unendliobem  Wertbgebiete  der  hS^, 

Für  den  Fall,  dass  das  Werthgebiet  der  |  ein  einfach  unendliches 
ist,  können  wir  die  sammttichen  Functionen  h^^(x)f  welche  den  Glei- 
chungen (9^)  genQgen,  wirklich  angeben.   Sei  also  p  «  1. 

In  diesem  Falle  besteht  ein  ^f^'- Gebilde  aus  r—2  Dimensionen 
und  kann  daher  durch  eitie  Gleichung  zwischen  den  Variabelu  x  dar- 
gestellt  werden,  die  wir  ebenfalls  bezeichnen  mit: 
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Ferner  können  hier  die  VVertlisysteme,  für  welclie  eines  der  ver- 
scliwiudet,  iiäuilich 

ist,  nur  aus  denen  einer  endlichen  Zahl  vou  ^'«'-üebildeu  besteheO| 
oder  mau  muss  eine  Ideutitüt  haben: 

(12)  £ath(*>{x)  =  g^^i  -  y^«")  •  •  ■, 

wo  die  I',  i*%  •  •  •  diejenigen  Werthaysteme  |  sind,  fOr  welche 

ist,    J)ic  Fundionen  fp^^ ,  als  Factoren  einer  Function  gdtiirm 
also  hier  auch  zu  den  in  §  2.  (Icßnirteti  Functionen  <P. 
Uieraus  folgt  zuuächät,  dass 

ist  für  alle  diejenigen  Wertli^^ysteiue  x,  welclie  zu  dem  beliebigen  eon- 
stanten  W  erthsystfjne  |„  gelii'iren,  d.  h.  also  für  alle  diejenigen  Werth- 
systeme Xf  welche  (p^^  zu  U  luacheuj  es  muss  also  eine  Identität 
existireu: 

(13)  V^'^«»'", 

WO  Ç  eine  ganze  Function  der  x  oder  auch  0  sein  kann.   Dabei  sind 
I'  nnd     swei  willkflhrlich  gegebene  Werthsysteme  aus  dem  |-Gkbiet. 
*Nun  ist  aber 

ff  =  0. 

l>ei  coustantem  Ì'  für  alle  Werthe  von  x.    Denn  da  die  Werthsysteme, 
für  welche  qp'f'  =  0  wird,  nur  aus  Wertbreihen  («6')  der  Form  ic-f-'lè 
bestehen,  so  kann  die  Gleichung 

P^{x-\-Xr)  -  p^(x)  -f  Xfp'P  +  0, 

I  i 

wenn  man  x  heliehig  annimmt,  nur  die  Wurzel  A  =  oo  haben ,  woraus 
folgt,  dass  die  Coeffîcienten  ?on      von      etc.  identisch  Terschwinden 

müssen. 

Daher  folgt  weiter,  indem  man  von  vf  die  Polare  nach  L  nimmt, 
dass  auch 

g>5i=0,     für  alle 

nnd  Gleidhung  (13)  liefert  jetst: 

=  0,    für  aUe  x. 

Aus  dieser  Gleichung  schliesst  man  nun,  genau  wie  in  (8)  des  §  2., 
dass 

q{x^XI')  '  ip^^{x-\-Xi')  ^-  q{x)  •  ç)<€J(ar) 
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ist,  für  jedes  or,  dasa  also  entweder  p  =  0  ist,  d.  h. 

(U)  = 0,  : 

oder  das«  9^  =  0  ist,  was,  da  S'  und      beliebige  Gioaaen  dee  |* 

Gebiete  waren,  wiederum  auf  Gleichuug  (14)  f&hri 

In  nnserem  Falle  besieht  also  ein  Gebilde  nicht  nur  ans 
Werthreihen  (xl),  sond^  aoch  ans  solchen  {xl'),  wo  |'  irgend  ein 
Werthsystem  des  |- Gebiets  Torstelli 

Nach  Gleichung  (12)  hat  man  nun  auch  fttr  irgend  eine  der  Func- 
tionen hff>(x): 

bei  constantetn  |'  und  heliebigetn  x. 
Seien 

irgend  welche  linear  von  einander  unabhängige  constante  Werthsysteme 
des  S-Gebiets,  in  der  Zahl,  dass  sich  alle  |  linear  und  homogen  aus 
diesen  r — s  susammensetron  lassen;  also: 

Dann  hat  man  auch  fnr  irgend  ein  y  von  der  Form 

y=^ft,ë*"  +  «,è^^'H  + 

die  Identität 

»«=0, 

woraus 

ÄW(ar-|-Ay)  =  ÄW(a;) 

und 

Daher  muss  snnächst  8>  Ì  sein,  da  sonst  die  h^(x)  ein  Gebiet  von 
oo^''  Werthsystemen,  also  einen  Factor  gemein  haben  würden. 

Zu  diesen  y,  welche  hier  die  Ftindamentalwerthsysteme  des 
Gebiets  bilden,  gehören  auch  alle  |  selbst.   Da  dieselben  also  linear 
und  homogen  von  r  —  s  Parametern  abhängen ,  so  müssen  sicisch<m 
denaclbcn  s  (>2)  lineare  Belatimett  rj^isüren,  welche  man  durch  Eli- 
mination der  r — s  Parameter  findet,  etwa 

AW(«)  .  0,  hW(x)  —  0,  ...  —  0 . 

Unser  Gleichungssystein  A^j^j      0  geht  dann  in  folgendes  über: 

flf^f-^'     vonj«=s+l  bisj  =  r, 
(ik  s  1, 2, . .  •  r—s). 

Dies  sind,  bei  gegebenem  t,  r  —  s  Gleichungen,  homogen  in  den 
r  ^8  Grîtesen 
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verschwindet  iiiclit,  da  die  Werthsysteme  •  •  •  fct'- »>  linear  ?oii 
einander  nnabbängig  sein  aollen.   Daher  folgt: 

(}.  A.  die  Orösam 

von      3^29  •  *  •  SP»  dZfeûi* 

Umgekehrt  können  aber,  wenn  die  Functionen  h^*\  •  •  •  h^^ 
identisch  0  sind,  die  Functionen  h^+*^,  •  •  ■  M''^  gane  icttthährlicheffooe 
homogeue  Functionen  Ton  x^y  x^,  •  -  ■  sein,  und  man  wird  immer 
ein  System  von  Lösungen  der  Qleichungen  (9^)  haben. 

Damit  dann  noch  ausserdem,  wie  es  in  diesem  §  angenommen 
war,  das  Wertbgebiet  der  4  «in  einfach  unendliches  wird,  müssen  fSr 

s  <      SU  den  Ton  selbst  bestehenden  r — 3s  identischen  Relationen 

zwischen  den  r  —  s  Functionen  A^+^>,  •  •  •  noch  s  —  2  beliebige 
weitere  Relationen  hinzugenommen  werden.  FOr  8^2  insbesondere 
hat  man  also  ohne  weitere  Relationen  schon  den  Fall  des  ein&eh  un- 
endlichen Werthgebiets  der  (. 

Für  >  ,  in  welchem  F'alle  keine  Rclutioueu  von  selbst  bestehen, 
hat  man,  wenn  die  Ç  eine  Dimension  biklen  sollen,  noch  r  —  s  -  2  be- 
liebige lielatiouen  zwischen  den  •  •  •  hS''^  anzunehmen. 

§  6. 

Das  f-VraWm  für  den  Fall,  dass  mehrere  der  verschwinden. 

Indem  wir  jetzt  zur  Aufsuchung  von  Functionen  /'  übergehen, 
deren  Determinante  A/  identisch  verschwindet,  werden  wir  dieses  Pro- 
blem in  dem  Umfange  erledigen,  als  es  die  im  V'orhergehonden  gefun- 
denen Lösungen  des  /*- Problems  der  Gleichungen  (9  )  gestatten. 

Wir  haben  f&r  die  Function  f  die  Gleichungen 

•  A-=o,    /'.^  =  o. 

Diü'erentiirt  man  die  erstere  Gleichung  nach  den  Variabein  X,  so  er- 
giebt  sich  mit  Hülfe  des  zweiten  tS^^steuis  Gleichungen: 

(16)     /;Ä<«>  +  f,A!«+  •  •  -0,    (Äf  «  1,2, . . .  r), 

^  i/o  _ 

ist. 
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Dieses  System  linearer  partieller  DifferentialgleichtiDgeii  für  die 
Fauetiou  /'genügt,  mit  HinzaDahme  der  Bedingung,  dass  f  eine  gante 
Function  sein  soll,  zar  Definition  einer  Fonction  f,  deren  Determinante 

identiseh  yerschwindet  Denn  indem  man  die  Oleiehungen  dee 
Systems  der  Reihe  nach  mit  dea  Yariaheln  x^,  -  »  *  Xr  multiplicirt  und 
dieselben  addirt,  ergeben  sich  wieder  umgekehrt  die  genfigenden  Glei- 
tehungen 

Die  Gleichungen  (15)  zeigen,  dass  nicht  alle  mogliclien  ganzen 
Losungen  des  in  (O*)  gestellten  Problems  zu  zugehörigen  Functio- 
nen f  fuhren;  dass  vielmehr,  da  die  Gleichungen  (15)  mit  einander 
verträglich  sein  müssen,  eine  Reihe  weiterer  B 'dinirungsgleichnngen 
für  die  Functionen  h^'^ix)  auftreten.  Wir  beschränken  uns  nun  bei 
dieser  Untersuchung  auf  die  im  vorigen  §  gefundenen  LSenngen  h^'^, 
die  zugleich  alle  für    »  1  möglichen  L&sungen  umfassen. 

Hiernach  setzen  wir  voraus,  tlass 

sind,  wo  die  ^('+^>,  • .  •  ganze  homogene  Functionen  gleicher  Ord- 
nung der  Yariabeln  x^,  x.^,  '  •  »  x,  sind. 

Die  Behktion  /^  =  0,  welche  zwischen  den  Polaren  von  /*  besteht, 
wird  dann  eine  solche  zwischen  t\+ij  f*-\-i,  •  •  '  fr  allein: 

•.•/!.)  =  0. 

da  sonst  =0,  1.^  =  0,  •  •  •  =  0  Relationen  von  niedrigerer  Di- 
mension in  den  /Ì-,  als  bildeten,  die  nach  der  Âuuahme  über  n  nicht 
existiren. 

Für  6  ~  r  —  l  folgt  hier 

/r  =  0, 

eine  lineare  Relation  zwischen  den  Polaren.  Ebenso  folgt  für  s  «  r  —  2 
eine  Relation  zwischen  fr-i  und  fr  allein,  die,  als  binäre j  ebenfalls 
linear  sein  muss.  Io  diesen  beiden  Fftllen  (wie  fttr  s  »  l)  gilt  also 
der  von  Hesse  gegebene  Satz.  Sei  also 

2  <Ä  <  r  —  2. 

Das  System  der  Glcicliungen  (15)  wird  hier 

ein  System  von  8  linearen  homogenen  partiellen  DüFerentialgleichungen 
für  die  eine  abhängige  Variable  f  und  die  r  —  s  unabhängigen  Varia- 
bein 

Xt^tf  . . .  av> 

in  welches  die  Variabein 

X^f  •  •  *  Xa 
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nur  wie  Constatiteli  eingehen,  also  ein  System  mit  constatUm  CoefB- 
cienten  ^j;''.   In  diesem  System  (17)  müssen  mm  noch  die  hf^  so  be- 
stimmt werden  y  dass  sich  die  Gleichungen  (17)  als  lineare  mit  einander 
Tertragen,  was  wenigstens  fQr  r  —  «  <  s  su  Bedingungen  f&r  die 
flQhrt. 

Wir  nehmen  jetzt  wieder  an»  dass  das  Werthgehiet  der  |  ein  ^- 
faeh  unendliches  ist. 

Sei  nun  erstens  s  <-^*  * 

Die  I  würden  daun,  ohtie  weitere  Bedinguugen  fOr  die  Functio- 
nen h^^{x),  ein  Gebiet  von  s— 1  Dimensionen  bilden.    Damit  sich 
daf selbe  auf  fi  Dimensionen  reducire,  mlissen  tu  den  obigen  Bestim-' 
mungen  für  die  JiS^^  (in  (16))  noch  9  —    —  1  beliebige  Besiehungen 
zwischen  den  •  •  •  hf'^  hinzutreten.    Diese  Functionen  h^'>{x) 

hängen  dann  homogen  von  nur  fi  H~  ^  Combinationen  der  Grössen 

Xf,  -  *  •  X,  9h,  die  wir  wieder  mit 

bezeichnen  wollen. 

Es  folgt  dann,  dass  in  dem  System  (17)  s  —  f»  —  1  der  Gleichungen 
?on  den  flbrigen  H~  ^  ^aear  abhängig  sind  (nämlich  durch  lineate 
Helationen  verbunden,  die  unabhängig  sind  von  den  Variabehl  x,^i, 
Xt+i,  '  •  •  Xr),  Denn  es  Terschwinden,  wie  schon  am  Ende  des  §  3. 
bemerkt  ist,  silramtliche  (ft -{-2) -reihige  Determinanten,  welche  man 
aus  den  Coefücienten  h^^  von  irgend  -\-2  der  Gleichungen  des  Systems 
I  17)  bilden  kann,  wahrend  die  aus  irgend  ft  -f  1  der  Gleichungen  ge- 
bildeten (fi -|~  O'^^''''^®'^  Determinanten  Grössen  proportional  sind, 
welche  von  der  Wahl  dieser  fi     1  Gleichungen  unabhängig  sind. 

Sei  gweüens  ^  ^  y  * 

Die  I  aus  den  Gleichungen  (IG)  sind  dann  zunächst  an  Zahl  aor-*-> 
Das  System  (17)  liefert  also  dann  entweder: 

d.  h.  man  hat  den  von  liesse  j^^'f^'eheiu'ii  Hätz,  0(ìc)'  es  müssen  noch 
wenigstens  alle  r  —  s- reihigen  Determinanten  ans  den  Coefticionten 
des  Systems  07)  verschwinden,  d.  Ii.  die  /<••'*  diirteu  nur  von  höchstens 
r  —  S — 1  Combinationen  der  Cirössen  a:, ,  x.^,  '  •  •  x,  homogen  ab- 
hängen, und  von  den  Gleichungen  (17)  bleiben  nur  r  s  —  1  von 
einander  unabhängig.  Sollen  sodanu  die  ^  nur  ein  Gebiet  von  fi  Dimen- 
sionen bilden,  so  müssen  weiterhin  r  —  s  ~  fi  —  2  Relationen  zwischen 
den  //'^(:i;)  beliebig  angenommen  werden  können,  also  muss  sein 

ft  <r  —  s  —  2 . 

Alsdann  hängen  die  Functionen  h^'^[x)  wieder  von  fi4~  ^  Combinationen 

At ,  A„  •  •  •  Aft^t 
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(1er  Grössen  a:, ,  X;;,  •  •  •  ar,  homogen  ab;  und  es  sind  nur  ^  -\-  l  der 
Gleichungen  des  Systems  (17)  linear  von  einander  unabhängig. 

Die  |it  -f-  ^   linear  von  einander  uuabliängigen  Gleichungen  des 

SysteniB  (17)  bilden  nun  (für  «  <  I-oder^-^),  da  die  Coefficienten 

des  Systems  wie  Constonten  eingeheiii  ein  voBsiändigea  System  linearer 
partieller  Differentialgleichangen.   Um  dasselbe  za  integriren,  braucht 

man  nnr  • 

r  —  «  — |t  —  1 . 

▼on  einander  unabhängige  Lösimgen  für  f  za  kennen,  aus  denen  sich 
dann  durch  ZnsammensetBung  mit  den  I^sungen 

die  allgemeinste  L5snng  fQr  f  ergiebt.  Jene  LSsungen  sind  aber  direct 
ansngeben. 
Seien  mit 

irgend  welche  Functionen  der  Grössen 


oder  Coustanten  bezeichnet,  und  sei 

• 

■  ■ 

Pt.. 

p... 

•  •   Pl.r— t 

P«.r-, 

Pr— »-^-2.  I 

•  •    Pr-#-^-2.  r- 

in  welchem  Ausdruck  für  r  —  —  ju,  —  2  =  0  keine  Reihen  P,.  *  auf- 
treten sollen  und  wo  wieder  die  A^'^  als  l^'unctioneu  der  Ak  aufgefasst 
sind  und 

d  A,  -  '% 

gesetst  ist. 

Diese  Grösse  Q  ist  nun  eine  L&sung  des  Systems  (17). 
Seien  also  weiter 

r  —  8  —  fft  —  1  Tcrschiedene  Grössen,  die  aus  Q  dadurch  hervorgehen 
sollen,  dass  man  fttr  die  Pi,k  verschiedene  Functions-  oder  Werth- 
système  annimmt.  Die  allgemeinste  Loemg  des  System  (17)  is^  damn 


üiyiiized  by  Google 


Fomen  mft  TeEiehwiBdeiider  fle8te*teher  Determinaato. 


563 


(18)         f  =  <p«?„  <?2»  •  •  •  Qr-»^t^~u  a?,,  ajj,  •  .  .  a?,) 

wo  9  cine  beliebige  Function  der  angegebenen  Argumente  darstellt. 

Wählt  man  iusbesondere  die  Pi  i  als  Constantin ,  oder  als  solche 
Functionen  von  x^,  •  •  •  x^,  dass  die  in  den  Qi  auftretenden  Determi- 
nanten der  1\  t  keinen  Factor  i^cniein  haben,  so  müssen,  damit  /'  eine 
gan-(  Function  clor  \  ariabelii  wird,  auch  dio  Qi  und  die  Function  <p  als 
ganze  Functionen  genommen  werden. 

§  7. 

leruäre  und  quatarnäre  Formen.  Specielle  Fälle. 

Wir  behandeln  im  folgenden  noch  einige  specielle  Falle,  als  An- 
wendung des  Vorhergehenden. 

a)  Die  (emärm  Formen  f  lassen  sich  schon  durch  die  Gleichung 
(9^)  des  §  2.  direct  erledigen.   Denn  wenn  die  GrSesen 

hier  noch  Functionen  der  Yariabeln  x  waren,  so  würde  ihr  Gebiet  nur 
ein  einfach  unendliches  sein  kdnnen,  und  nach  (9^)  würden  die  Func- 
tionen h^^^ix)  einen  Factor  gemein  haben  mOsseUi  gegen  die  Annahme 
in  §  1.  Daher  ist  die  Relation  (3)  zwischen  den  Polaren  fi  eine  Uneare 
mit  constanten  Coef&cienteni  was  der  von  Hesse  ausgesprochene  Satz 
ist.  Verschwinden  insbesondere  auch  alle  ersten  TJnterdetenninanten 
von  ùff  so  existiren  zwei  lineare  Relationen  (3),  nnd  ^wird  die  Potenz 
einer  linearen  Form. 

b)  Die  qiudcrnären  Formen  f  sind  durch  die  Entwicklungen  der 
§§  2  —  ebenfalls  vollständig  erledigt.  Sollen  hier  nämlich  die  ( 
Functionen  der  Variabein  x  sein,  so  kann  ihr  Werthgebiet  nur  ein 
ein/ach  unendliches  sein.  Denn  wäre  dasselbe  ein  zweifach  unendliches, 
so  würden  wegen 

A")  (è)  =  0 

die  Functionen  h^'^  einen  Factor  gemein ''haben  mOsseUi  was  gegen  die 

Annahme  des  §  1.  ist. 

Aber  für  diesen  Fall ,  dass  die  ^  chw  Dimension  bilden ,  liefert 
§  5.  alle  Ujsungen  /'.  Man  hat  dann  in  (H))  r=4,  also  s  =  r  — 2=2 
zu  setzen  und  erhält  eine  Relation  zwischen  und  allein,  die,  wie 
schon  dort  erwähnt,  als  binäre  l im fir  nein  muss.  Auch  für  die  qwtter- 
lUircti  Formen  Lifilt  also  der  Satz  Ilesse's  inuucr. 

Da  unser  Beweisgang  auch  bei  dvm  Verschwinden  von  Unterdeter- 
minauten  der  Hesse  "sehen  Determinante  von  /"  unverändert  be- 
stehen bleibt,  so  können  wir  weiter  schliessen,  dass  eine,  ::wei  oder  drei 
von  einander  unabhängige  lineare  Relationen  zwischen  den  Polaren  von 
/'  existiren  werden,  je  nachdem  nur  A/  oder  auch  sämmtliche  erste, 
oder  endlich  auch  sämmtliche  zweite  Unterdeterminanten  von  A/  iden- 

3C* 


üiyiiized  by  Google 


664 


P.  OoBoi»  und  M.  Nflvni. 


tisch  verschwiDtlen ;  dass  sich  also  unter  dl' sen  voi>>cliietlencn  Bedin- 
gungen die  Form  f  durch  lineare  Transfuniiatiou  iiut  eine  solche  von 
bezügl.  3,  2  oder  1  Variabehi  ridiuireii  lässt. 

c)  Wir  erwähnen  noch  der  eiutachenui  Form,  in  welche  man  die 
Lösungen  (18)  in  einem  specielieu  Falle,  insbesgudere  für  ^»r — 

5  <  Y  seteeii  kaim. 

Seien  die  Grössen 

Pi»  i^s,  •  •  •  Jr— # 
beliebige  ganze  homogene  Künctionen  gleicher  Ordnung  von 

und  sei  « 

Q     a?,+i  Pi  +  «*+»Pt  +  •  •  •  +  avPr-*. 

Eine  allen  Bedingungen  genügende  Function  f  ist  dann 

wo  q>  eine  beliebige  gauze  Fiiuction  von  Xi,  x^y  •  •  •  x,  ist,  nur  der 
Art,  dass  dieselbe  homogen  wird  in  den  Variabein 

Denn  zwiscbeu  den  Polaren 

A+l»  "'fr, 

die  bezüglich  mit 

dg  '  dQ 

libereinstimmeni  werden,  da  r  —  0  >  ^  i.sr^  r  —  2«  von  allen  Yariabeln 
unabhängige  identische  Relationen  stattfinden,  die  im  Allgemeinen  nicht 
linear  sein  werden. 

Dieser  Fall  erschöpft  insbesondere  alle  quiimren  Formen,  bei  denen 
das  Werthgebiet  der  (  ein  einfach*  unendliches  sein  soll,  indem  man 
r^bf  8^2  setzt. 

§8. 

dninire  Foimon. 

In  §  7.  c)  iiaben  wir  alle  quiuären  Formen  f  angegeben,  welche 
auf  ein  einfach  unendliches  Werthgebiet  der  §  führen.  Für  die  quinären 
Formen  wäre  nur  noch  der  Fall  eines  Mweifach  unendlichen  Werthge- 
biets der  {  möglich.  Wir  erledigen  nan  diesen  Fall,  indem  wir  nach- 
weisen werden,  dass  keine  Formen  f  solcher  Art  exisUren.  Dabei  werden 
indess  noch  einige,  in  dem  Vorhergehenden  nicht  enthaltene  Betrach- 
tungen nothwendig. 

Sei  in  §  3.  : 

Das  zu  irgend  einem  i'  des  zweifach  unendlichen     Gebiets  gehör^ 
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çî'^'ï- Gebilde  hat  hier  zwei  Dimeusioiieii  und  liestcht  aus  einfach  un- 
endlich vielen  Werthreiheu  Jedes  dieser  '-Gebilde  enthält 
(nach  §  4.)  im  Allgemeinen  eine  endliche  Zahl  von  Werthreiheu  (yè  )> 
welche  alle  Fundamentalwerihsysteme  des  â:- Gebietes  umfassen.  Und 
da  diese  Werthsysteme  y  auch  nur  «n  Gebiet  tou  2  Dimennonen  büden 
kSnnen,  so  wird  hier  das  irreducible  |- Gebiet  jedenfalls  ein  endUdter 
Theil  des  y  Gebiets  und  hesUM  also  ebenfalls  nur,  wie  jenes,  ans  WerOt- 
reihe»  der  Form  (^O*  ^  wenigstens  einfach  unendlich  viele 
solcher  Werthreihen,  die  wir  mit  ißß')}  iyy'it  •••bezeichnen  wollen; 
Man  sieht  sogar,  dass  die  zu  aXl^emeinen  Werthsystemen  a,  a',  a"  •  •  • 
der  bei.  Werthreihe  {at/)  gehörigen  Fundamentalreihen 

(«'.'/'.'i,  («"//")  •  •  • 

kein  von  dem  |- Gebiet  verschiedenes  »/-Gebiet  bilden  kdnneuj  denn 
dasselbe  würde  für  unendlich  viele  audere  Werthreiheu 

(flßO,  (yr")  •  •  • 

ebenso  gelten  und  das  entstehende    Gebiet  wOrde  mit  dem  irredudbeln 
Gebiet  alle  zweifach  unendlich  vielen  Werthsysteme  desselben  gemein 
haben. 

Wir  werden  nun  zui^hst  nachweisen ,  dass  zwischen  den  Fune- 
tionen.  |,-  =  hS*^(x)  entweder  wen^^ens  eine  Uneare  Relation  besteht, 
oder  dass  der  Satz  Hesse's  gilt. 

Zu  dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Gesammtheit  der  ç)^^- Gebilde, 
welche  zu  irgend  einer  Werthreihe  des  ^-Gebiets,  etwa  zu 

(««'), 

•rcliöien.  Diese  liefern  /.usamraeugenommen  ein  Gebilde,  das  durch 
ciiic  Gleichung  dargestellt  werden  kauu: 

A-0, 

wo  A  eine  Function  <t>  ist  (siehe  §  4.).  Wenn  Zailèt-^O  eine*Glei' 
chung  ist,  welche  durch  alle  Werthsysteme  der  Reihe  (««0  befriedigt 
wird,  so  ist  A  ein  Factor  von  £aihVi{x), 

Das  Gebiet  A«"0  muss  also  sSmmÙiche  Werthsysteme  des  |- 
Gebiets  enthalten.  Wenn  nun  ein  von  (aa  )  verschiedenes  Werth- 
system ß  desselben  zum  ç?^''^- Gebilde  gehört,  so  ist  auch  die  ganze 
Werthreihe  (aß)  unter  deu  Fuiidamentalwerthen  ff  enthalten.  Es  er- 
geben sich  hier  nur  zwei  mögliche  Fälle: 

a)  entweder  hat  man  von  jedem  Werthsystem  «,  «"  •  •  •  aus 
ausser  der  Werthreihe  {au')  noch  wenigstens  je  eine  weitere  Werth- 
reihe, bee. 

(««,  («^'), 

welche  sammtlich  dem  |- Gebiet  angefadren  müssen,  oder 
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b)  man  liat  vou  wenigstens  einem  Werth  a  der  Werihreilie  {a a) 
aus  einfach  unendlich  viele  Werthreihen 

[ccß),  (aß,),  {aß,), 

welclie  tiein  |  -  (? ebiet  angeboren. 

Wir  haben  diese  beiden  Fälle  besonders  ku  behandeln. 

Fall  a) 

Im  Falle  a)  liabeu  sänuuflifhr  W  crthsysteme  da  j;i  die  Wertli- 
reihe  (««')  irgend  eine  des  ^-Gebiets  war,  die  Eigenschnt't,  dass  VüU 
ihm  wenigstens  zwei  Wertlireihen  (1^  )  ""d  (||")  au^^gelien. 

Nebnien  wir  die  aligemein  gewählte  Keihe  (a«  )  heraus.  Die 
sämmtlicheu  übrigen  Keiheu 

haben  entweder  aüe  je  ein  Werthsjstem  mit  {att)  gemein,  oder  nichts 

Im  ersten  Falle  wird  eine  Werthreihe  (y/)  ebensowohl  ein  Werth- 
qrstem  mit  der  Reihe  (ßß^,  als  mit  der  (aa),  gemein  haben,  sie  ist 
daher  von  der  Form 

{a-i.la)  +  Q(ß-{-(iß'), 

und  da  auch  ß'  schon  linear  von  c(,  a,  ß  abhängt,  so  sind  sämmtliche 
Werthsysteme  des  t-Gebiets  in  der  >'orm 

a  +  Xu+Qß 

enthalten. 

Wenn  zweitens  («xa')  QUd  (ßß')  kein  Werthsystem  gemein  haben, 
so  bilde  man  alle  zu  den  Terschiedenen  er,  a,  a",  •  •  •  von  (««')  ge- 
hdrigen  Reihen 

(ay),  («>'),  («>") 

des  |-Gebiets.  Diese  mttssen  zusammen  auch  die  Reihe  {ßß')  ent- 
halten-, es  muss  also  uuendlich  viele  derselben  geben,  welche  je  einen 
Werth  dieser  (/3 -  Reihe  eiitbalten.  und  da  diese  zusammen  scheu  ein 
irredttcibles  zweifach  unendliches  Gebilde  darstellen,  so  ergiebt  sieb  so 
schon  das  ganze  Gebiet  Irgend  ein  Werth  y"  dieses  Gebiets  ist 
folglich  in  der  Form 

d.  h. 

{a-i-U')-\-Qiß-\-iiß') 

enthalten. 

Hieraus  folgt  aber,  da  die  |  linear  und  homogen  von  höchstens 
vier  Parametern  abhängen^  dass  im  Falle  a)  zwischen  den  Functionen 
Ii  mm  wenigstens  eine  lineare  Relation  besteht  Wir  wollen  nun 
nachweisen,  dass  f&r  solche  Functionen  hf'^,  welche  zu  unserm  /"-Pro- 
blem gehören,  diese  eine  Relation  noch  eine  zweite  lineare  mit  sich 
führt 
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Sei  die  hier  gefundene  lineare  Relation  bezeichnet  mit 

ÄW(»)  —  0. 

Wir  eutwickelu  dauu  f  nach  Potenzen  von  x^i 

wo  A  rine  homogen«  FunctioD  der  Vaiisbelii      x^,  x,,     Mob  ist 
Nnn  bat  man  zwiacheu  f^,  f„  ff,     eine  identisefae  BelatioD 

von  der  wir,  wenn  der  Hess  e 'ache  Satz  nicht  gültig  sein  edl,  an- 
nehmen massen,  dass  sie  niéM  Vmar  ist 

Als  identische  Relation  gilt  dieselbe  auch  för  die  Glieder  mediig- 

ster  Ordnung  in       also,  wenn  man        =  Ai  seist: 

n(^,  A^,A,,A,)^Oy 

d.  h.  A  ist  eine  quaternäre  Form  mit  verschwindender  Hesse 'scher 
Determinante.  Aber  jede  Relation,  welche  in  diesem  Falle  zwischen 
den  Polaren  von  A  besteht,  muss  nach  §  7.  b)  auf  lineare  zurück- 
fiihrbar  sein.  Da  nun  TT  {A^f  •  •  •  A^  =  0  an  sich  keine  solche  und 
der  Ausdruck  TT  auch  nicht  reducibel  ist,  so  muss  es  noth wendig 
wenigstens  jwet  lineare  Belaticmen  swiaehen  den  Ai  geben,  mit  deren 
Hülfe  TT.  identisch  erfttllt  wird.  Daher  ist  A  entweder  eine  innäre 
Form  oder  die  Fifkm  eines  linearen  Ausdrucks  itk  x^j  x^y  x^,  x^^  und 
besteht  in  beiden  Fftllen  nur  aus  Unearm  Factoren. 
Der  Ausdruck 

ist,  als  Factor  Ton  f,  eine  Function  4»  (§  2.),  man  hat  also: 

.    ^      ^U)  +  li^(l)-o, 

und  wmn  L  «  0: 

Ait)  -  0. 

Es  verschwindet  daher  einer  der  linearen  Facioren  Ton  A(l),  was 
eine  weitere  in  den  Grossen  ^,  1,,       ^  lineare  Bdation  liefert 
Wir  wollen  dieselbe  mit  ^  »  0  bezeichnen. 
Sei  also  jetzt 

/»<»)(a;)  =  0,     ÄW(a;)  «  0, 
Das  System  (15)  des  §  6.  liefert  dann  die  5  Gleichungen: 

+  fX'  +  /5^r  «  0,     (*  -  1 ,  2, .  . .  5), 
aus  welcheu  entweder 

fs  -  0,  /•,  =  0,   /;  =  0, 

also  der  Hesse'sche  8atz,  folgt,  oder  das  Verschwinden  sämmtlicher 
dreireihiger  Determinanten  aus  den  DlÜerentialquotieuten  der  hS*>, 
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h^K  Dieses  letztere  sagt  ans,  dass  zwischen  den  Functionen  h^^  noch 
eine  weitere ,  von  allen  Yariabeln  unabhängige  identische  Relation 
ezisÜrti  dass  also  das  Werthgebiet  der  |  kein  »weifadi  unendliches 
sein  kann.  •  * 

Damit 'ist  der  Fall  a)  als  nicht  ezistirend  erwiesen. 

Fall  b) 

Das  4' Gebiet  enthält  hier  die  einfach  unendlich  vielen  Werth- 
reiben 

{aß),  {aß,),  (aß,),  •  •  -, 

welche  alle  dasselbe  Wertbsystem  a  enthalten,  und  besteht  als  irredu- 
cibles  auch  nur  aus  denselbm. 
Sei 

6  =  A«  + 

Die  Gleichung 

gilt,  wenn  ^  gegeben  ist,  für  ilie  oc-  Werthsystenie  des  zu  |  ge- 
hi')rigen  9^^' -Gebildes.  Für  die.sell)en  gilt  dann  auch  die  durch  Diffe- 
reutiatiuu  nach  A  daraus  cutäiehcude  Gleiciiuug 

und  da  auch  für  dieselben  Werthsysteme 

ist,  so  hat  uiau  auch  für  alle  x  des  «p^^'- Gebildes  identisch: 

Nun  war  hier  ß,  ulso  auch  4>  irgend  ein  Werthsystem  des  ^- Gebiets. 
Daher  ist  die  Gleichung 

in  welcher  «  constant  ist,  identisch  für  aWc  Werthsystenie  X*  überhaupt, 
was  aber  der  Ii  esse  sehe  Satz  ist. 

Erlangen,  im  Mai  1876. 
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Ueber  den  statioiiîlren  olcktrisclion  Sti-öimingszustaud  iu  einer 

gekrümmten  leitenden  Fläche. 

Von 

C.  Kel'manm  m  Leipzig. 


Es  inaiî' tili)"  gestattet  st'in,  hier  mit  wenig  W  orten  auf  tlusjenige 
Thema  eiuzugeiieU;  welches  Kirch  h  oft"  in  den  Monatsberichten  (h-r 
Herl.  Akad.  d.  Wiss.  vom  1Î'.  Jnli  l^TT)  heiiaiuh-lt  iiat,  um!  zu  bemerken, 
duss  der  dort  von  Kirchlioff  ausgesj)rocliene  allgcnieiiio  Satz  über 
die  gegenseitige  Beziehung  des  elektrischen  Htriunung- l'roltlenis  und 
des  Problems  der  äimlichen  Abbildung  von  mir  bereits  im  Jahre  18(j,'i 
(oder  noch  früher)  entdeckt  worden  ist.  Nicht  nur  halte  ich  seit  jener 
Zeit  hin  und  wieder  gesprächsweise  hierüber  Mittlioilung  gemacht,  son- 
dern ich  habe  auch  wahrend  des  Wintersemesters  1873^  74  in  dem  mit 
meinen  hiesigen  UuiversitTits- Vorlesungen  verbundenem  Mathematischen 
Seminar  Gelegenheit  genommen,  jenen  Satz  vorzutragen  und  zu  be- 
weisen. 

Hiervon  aljer  abgesehen,  wird  eine  kurze  Mittheilung  ülier  ilen 
(iegeustand  vielleicht  schon  deswegen  von  interesse  sein,  weil  meine 
Methode  zur  Ableitung  jenes  Satzes  von  der  Kirchhuft'  schen  Methode 
wesentlich  abweicht,  und  hinsichtlich  ihier  Einfachheit  schwer  zu  über- 
treffen sein  dfitfle. 

Es  sei  F  eine  gekrümmte  hUvndc  Finche,  die  nach  Belieben  ent- 
weder geschlossen,  oder  von  irgend  welchen  Kandcurven  begrenzt  ist; 
ferner  sei  c  die  überall  gleiche  unendlich  kleine  Dicke  der  Flüche,  und 
Ii  ihr  Lcitungsvermögeu  ;  endlich  seien  Qq  und  irgend  zwei  auf  F 
gegebene  Punkte*). 

Fliesst  durch  ili--  Fläche  F  ein  constanter  elektrischer  iStrom  von 
der  Stärke  J,  welcher  bei  in  die  Fläche  eintritt  und  bei  a,  wieder 
austritt,  so  wird  die  nach  £iuti'itt  des  stationären  Zustaudes  iu  der  ' 

*)  Ebenso  wio  Kirchlioi'f  vcrstcho  ich  unter  Icitrntirr  Fläche  eine  sehr  dünne 
leitende  PUtte,  die  beliebig  gekrümmt  sein  kann,  ulao  einen  leitenden  Körper,  der 
begrcnxt  ist  von  swel  einander  achr  nahe  Uegeudcu  puralleleu  Flächen. 
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Fläche  vorhaiideue  elektrische  Spanuuug  V  folgcude  Kigenschafteu  be- 
sitzen*): 

Erstens»      Ist  T  ein  héUéinger  Thai  von      ferner  s  der 

Band  von  T,  und  n  die  innere  Normale  dieses  Bandes^  endUdi 

M  die  während  der  Zeiteinheit  durch  die  Funkte     mid  aj  m 

den  Theil  T  einstrSmende  Elektrieitäismenge,  so  findä  die  Formd 
statt: 

die  Integration  ausgcdclnd  über  den  Band  von  T.  —  Dabei  sei 
bemerkt,  dass  die  Grösse  M  (zufolge  ihrer  Definition)  einen  der 
drei  Werthe  0,  J  oder  —  J  besitxen  wird,  nüralich  den  Werth  0, 
»  falls  T  leinen  der  Punkte  Oq,  a,  oder  leide  enthält,  ferner  den 
Werth  J,  falls  I  nur  a^,  und  den  Werth  —  J,  falls  T  nur  Oi 
enthält. 

Zweitens,  —  Am  Bande  der  gegebenen  Fläche  F  findet  die 
Formd  statt: 

(B)  4^-0. 

faUii  nämlich  n  die  Normale  jenes  Randes  bezeichnet. 

Man  erkennt  leicht,  dass  diese  beiden  Eigenschaften  (A)  und  (B) 
vollkommen  ausreichend  sind,  um  V  zu  bestimmen  (abgesehen  von 
einer  additiven  Constanten).  Ist  V  ermittelt,  so  find  dadurch  mitbe- 
stimmt sowohl  die  Curven  constanter  Spannung,  als  auch  die  Stromongs- 
cur?en;  denn  die  erstem  sind  dargestellt  durch 

F— Const, 

und  die  letztem  sind  za  diesen  orthogonaL 

Wir  wollen'  uns  nnn  ein^  zweite  FlSche  0  denken,  welehe  der 
Fläche  F  in  den  kleinsten  Thailen  ähnlich  ist,  und  gleichzeitig  wollen 
wir  uns  die  Function  V  (ohne  Abänderung  ihrer  Werthe)  von  allen 
Punkten  a,  ò,  c,  •  •  •  der  Fläche  l^nach  den  eorrespondirenden  Punkten 
ßf  ?}  "  '  Fläche  0  versetzt  denken;  was  angedeutet  sein  mag 
durch  die  Formeln: 

Va  ' —  Vai 

y.  -  yr. 


*)  Bezeichnet  a  einen  helidiigen  Punkt  der  FliVche  F,  »o  ist  ilio  im  rmikte  n 
vorhandene  elektrische  Spannung  V  nichts  Andoros  al«  das  GesaninitiioitMitial 
aller  freien  Elektricität  auf  eine  in  a  gedachte  elcktriücho  Ma4weneinlieit  —  We- 
nigsteos  bt  dies  die  heut  su  Tage  flbliche  (von  Weber  und  Rirohhoff  aufge- 
stellte) AiMioht, 
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Uieraus  folgt  z.  B.: 

Bilden  ilir  ilrei  Punkte  a,  h ,  c  ein  imonillich  kleines  bei  h  rochtwinkliges 

Preieck,  so  wird  das  von  den  Punkten  u ,  ß,  y  gebildete  iilinliclio  Dreieck 

rechtwinklig  sein  bei  /J,  und  zugleicli  der  Relation  eutsprechen: 

jab)  ^  iaßi 
{l>e)        {ßy)  ' 

Durch  Multiplication  der  beiden  letiten  Gleichungen  folgt  sofort: 


F  —  V  F  —  F 


(6c)    ^'•"^  ißr) 
und  diese  Relation  gewinnt^  falls  man  nachträglich 

(ah)  =  ils,       (((ß)  =  da, 

{bc)  =  dn,  (ßy)^(iv 
setzt,  die  einfachere  Gestalt: 

WO  ^^^^  und        nichts  Anderes  sind  ,  als  die  nach  den  liichtuugeu  n 

und  V  genommenen  Ditt'erentialquotienten  von  V. 

Vermöge  der  soeben  gefundenen  Relation  kOnneu  wir  uuil  die 
Formeln  (A)  und  (B)  umgestalten  respective  in: 

^'^^  .  J  äv  ^""^  kc>. 

und  in: 

hier  beaeichnet  c  in  der  einen  Furuiel  den  Rand  von  T,  in  der  amJcrn 
den  von  0,  wo  selbstverständlicli  T  denjenigen  Theil  der  Fläche  0 
vorstellen  soll,  welcher  dem  Theile  T  von  ^  correspond irt. 

Entspricht  also  die  Function  V  auf  der  ursprQuglicheu  Briache  F 
den  Bedingungen  (A),  (B),  so  wird  sie  gleichzeitig  auf  der  neuen 
Flache  <t>  deA  analogen  liodingungcn  (A'),  (B')  Genüge  leisten. 

Kann  man  also  ihis  Frohkin  des  stationären  Strömungszuatandcs 
lösen  für  eine  gegebene  Fliiehc  so  hann  man  dasselbe  atuh  lösen  für 
jede  andere  Fläehe  0,  tvrlrhe  mit  F  in  den  kleinsten  Theilen  ähnlith 
,ist]  roraiisgfsefxf,  dass  die  Fìnsi rö)nu)i(js}nntlff  der  beiden  Flächen  eorrv" 
spondirende  Fuidde  sind,  idkI  die  AitsströniHniispunltc  vhcnfaUs.  —  lic- 
präsentirt  nämlich  V  die  Spannung  für  den  Slrömuwjsznstiind  der  Fläehe 
F.  so  ivird  d il  selbe  Fnm  tioii  V ,  versetzt  nach  den  eorrespondiremh  n 
Funkten  von  0,  die  Spanuumj  fur  den  iStrömungszustaml  von  0  darstellen, 

Leipzig,  Juli  1876. 
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ücber  den  Fnndameiitalsatz  der  Algebra. 
Von  F.  GoRDAM*)  in  Erlangen, 


Im  Xachsk^lionileu  vorsuche  ich,  deu  zweiten  Beweis,  welchen 
Gauss  (siehe  Werke  Hil.  j».  !>;>  50)  für  den  Fuiidameutalsat/.  der 
Algebra  gegeben  hat:  dass  jede  ganze ^  rationale  alffebraischc  Function 
einer  Variahein  x  in  lineare  Funetionen  zerfällbar  ist,  iu  einigen  wesent- 
lichen Punkten  zu  vereinfachen.  Dabei  unterdrfidre  ich  der  Kfi^  wegen 
einige  ÂiisfQbnmgeu ,  die  allgemem  bekannt  sind.  Z.  B.  beschranke 
ich  mich  darauf,  den  geforderten  Nachweis  fllr  Gleichnngen  mit  reellen 
Coefficienten  zu  führen  und  bei  ihnen  die  Existenz  überhaupt  einer 
Wurzel  zu  zeigen.  Andererseits  mögen  die  beiden  Satze  als  bewiesen 
gelten: 

dass  zwei  Funetioueni  deren  Resultante**)  verschwindet^  einen 
gemeinsamen  Factor  haben,  und  dass  eine  ganze  Function  nur 
auf  eine  Weise  in  Primfactoren  zerlegt  werden  kann. 
Sei  also 

i  af»  +  aÄ"-i  H-'ò«"~*  -I  —  0 

eine  Gleichung  mit  gegebenen  reellen  Coefficienten;  von  ihr  soll  ge- 
zeigt werden  y  dass  sie  eine  Wurzel  besitzt. 

Wenn  n  ungerade,  ist  dies  unmittelbar  deutlich,  da  /*(-}- oo)  und 
/*( — oo)  verschiedene  Vorzeichen  besitzen,  und  also  ein  Werth  von  x 
existiren  muss,  in  welchem  f  sein  Vorzeichen  ändert,  also  jrerschwindet 


*)  Vergi.  Kiliitiger  Berichte,  Mai  1876. 
**)  Als  Besultaate  sweier  Functionen 

V  ■-aqa/*4-  flr|a:'*~*H  

wird  hier  und  weiterhin  der  Ausdmck  bezeichnet:  * 

j       Uf  Üf  '  •  • 

■  0   rtj  fl,  •  •  • 

^'^  «0  «I  «t  •  •  ■ 

'0   «f  j  «1  •  •  ♦ 
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Jbt  aber  n  eine  gerade  Zahl,  so  werde,  mit  Gauss,  eine  weitere 
Unterscheidung  eiugeführt  nach  der  Multiplicität;  in  welcher  die  Zahl  2 
als  Factor        enthalten  ist.  Ss  werde  angttioinmen,  nuun  habe  be-  * 
reite  den  erforderlichen  Nachweis  geführt: 

1)  für  solche  Gleichungen  mit  reellen  Coëffidenten,  deren  Grad 

den  Factor  2  in  einer  niedrigeren  Potenz  als  die  gegebene 
Graduhl  n  enthält, 

2)  für  solche  Gleichungen  mit  reellen  Coëf&denten,  dçren-  Grad 

kleiner  als  n  ist  und  den  Factor  2  in  keiner  höheren  Potenz 
als  n  enthält. 

Wir  zeigen  dann,  dass  unsere  Behauptung  auch  für  die  gegebene 
Zahl  n  richtig  ist,  und  f&hren  damit  den  Beweis  allgemein,  indem  er 
fflr  ungerades  n  bereits  erbracht  ist,  dann  also  der  Reihe  nach  für  alle  ' 
Zahlen  n  gewonnen  wird,  welche  die  2  einmal  als  Factor  enthalten,  etc. 

Zu  dem  Zwecke  setze  ich  nun 

f(x^u)  =  fix)  +  uf  {X)  +     /"'(^)  +  ax)  +  U'Fix,u) 

und  bilde  die  Resultante  der  beiden  Functionen: 

die  als 

bezeichnet  werden  mag*).  Sie  ist  eine  Function  Ton  ic  vom  Grade 
n(n — 1),  in  welcher  den  Goëffîcienten  1  hai  Sie  ist  zugleich 

Resultante  der  Functionen 

f{x)  +  uPipCj  u)  ==  f{x-^u)  und  P{x,  w), 

oder,  da  sie  den  Charakter  einer  simultanen  Invariante  besitzt^  Resul- 
tante der  Functionen: 

f{x)  und  F{x—u,u)^F{x,—u)\ 

sie  ist  somit  eine  gerade  Function  vou  u,  also  eine  ganze  Function 

von      uiul  als  solche  vom  Grade  —       —  • 

Tb 

Aber    '      '  besitzt  den  Factor  2  in  einer  geringeren  Potenz  als 
die  (gerade)  Zahl  fi;  es  hat  also  * 

.  -R/W,  Pix,  u)  «  0, 

*)  Dies  ißt  die  erate  Abweichung  von  Gauss.  Die  Resultante,  wio  sie  im 
Texte  pfl-iMet  wird,  bestimmt,  j^lpich  Null  gesetzt,  schliesslich  die  Quadrate  der 
WurzeldittcrenzüD  der  vorgelegten  Gleichung  reap,  diese  Ditferenzeu  selbst.  Gauss 
dagegen  benutit  dne  allgemeiiiere  ResoWente,  dnen  Wunel 

mm  Aaß-^  n{a-}-ß)  +  C  (Tgl.  OaoBB  Seite  46) 

ist,  unter  «,  ß  swei  Wnneln  von  /*,  unter      B,  C  bdiebige  Constante  ver» 
standen. 
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Buigefasrt  als  Gleichnng  fBr  n*,  oder  audi  alt  GleidinDg  iBr  i*,  nach 
YoraussetKungen  (1)  eine  Wunel.  Beieichneii  wir  dieselbe  durch  v, 
'  BO  entstellt  die  Identit&t 

welche  seigty  dass  f  (x)  und  P(x,  v)  einen  gemeinsamen  Factor  hesitcen, 
das»  also  f{x)  in  FanAorm  eerßSbair  isL 

ÂUS  dieser  Thatsacbe  kann  nun  folgendermassen  einfach  gefolgert 
werden,  dass  f  eine  Wurzel  besitat,  also  schliesslich  in  lineare  Faetoren 
zerfiUlbar  ist*}.  Ich  unterscheide  drei  Falle. 

1)  Der  Factor,  den  f(x)  mit  P(u ,  t)  gemein  bat,  sei  reell;  <=  (f{x). 
Dann  ist 

wo  h{x)  ebenfalls  reell.  Der  Grad  mindestens  eines  dieser  Faetoren 
enthält  den  Factor  zwei  in  keiner  höheren  Potenz  als  »;  dieser  Factor 
ergiebt  also,  nach  Voraussetenng  (2),  gleich  Nuü  gesetet,  eine  Wurzel, 
und  also  hat  auch  f{sß)  —  0  eine  Wurzel. 

2)  Der  Factor,  welchen  f{x)  mit  P{x,  v)  gemein  hat,  sei  imaginär 

gleich  q){x)  aber  sein  Grad  kleiner  als  -  •    So  enthält  l\x)  selbstver- 

stündlich  auch  den  conjugirt  imagiuliren  Factor  rl^(x).  Die  beiden 
Faetoren  (p,tl<  können  ihrerseits  einen  reellen  Factor  »jfeniein  haben;  dann 
hat  man  eine  Zerlegung  von  f{x)  von  der  Art,  die  wir  gerade  betrachtet 
haben.  Sind  aber  9,  ilf  relativ  prini,  so  setze  man  einfach  (p  i'==(f{x) 
und  mau  hat  wieder,  da  /  our  auf  eine  Weise  in  Primfactoreu  zerleg- 
bar ist, 

fix)  =^(j{x)  •  h{x), 

unter  7,  h  reelle  Functionen  verstanden,  so  dass  auch  dann  der  soeben 
entwickelte  Schluss  in  Kraft  tritt. 

3)  Der  Factor,  welchen  f{x)  und  F{x,  v)  gemein  haben,  sei  ima- 
ginär, gleich  9(0),  sein  Grad  gleich     *   Bezeichnet  dann  wieder  .^(a?) 

die  conjugirt  imaginSre  Function,  so  braucht  wiederum  nur  der  Fall 
erörtert  zu  werden,  wo  9,  ^  telati?  prim  sind  und  man  fSr  sie  keine 
weitere  Zerlegung  in  niedere  Faetoren  kennt.  Dann  ist**)  also 

und  mm  schliesse  man  folgendermassen: 

Da  (p{x)  imaginär,  so  hat  v  einen  complexen  (nicht  verschwin- 
denden) Werth: 

*)  Man  vergi,  dazu  die  relativ  umstâodliche  Erörterung,  deren  Gauss  bei 
seinem  Beweise  bedarf. 

**)  AI«  CoSIBeientra  der  höchsten  Petons  von  «  in  y  and  fp  setse  ich  die  1 
imam. 
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Beiraditen  wir  dann: 

f{X-^v)  ^  (p(x-\-v)  '  rl'  (x  +  f)  . 
Da  f{x-\-v)^f{x)-^V'r{x,v),  so  enthalt  f(x-^v)  ebenfalls  den 
Factor  (p{x).    Mit  Rücksicht  auf  die  Voraussetzungen,  denen  wir  <p,  il? 
unterwerfen  durften,  muss  daher  qp(^)  mit  (p(x-\-v)  oder  mit 
identisch  sein.   Aber  der  Ausdruck  q){x-^v)  —        hat  als  Coefücieuten 

Ton  «*      die  Gi6s86        venchwindet  also  nicht.  Daher  ist: 

ip  (x)  =  if{x-\-v)  =  it^(x-\-a-{-  iß). 
Ersetzt  man  hierin  x  durch  x  —  a  —  iß,  ändert  andererseits  das  Ver- 
zeicheu  von  i,  wodurch  97  in  tl?  übergeht,  so  eutstehcu  die  lleiationcu  : 

q}(x  —  a  —  iß)  =  {x), 
(p  {x-\-  a  —  iß) 
Mithin  fenchwindet  der  Ausdruck: 

9  {x-j-u—ifl)  —  ip(x— a — iß) 

and  also  der  Coefficient  von  x*  in  ihm,  d.  h.  n«.  Also  ist  a-nO 
und  die  Function 

ändert  ihren  Werth  mit  i  nicht,  hat  also  nur  reelle  ('oëfficienten.  Ihr 
Grad  besitzt  den  Factor  2  in  einer  niederen  Potenz  als  n;  mithin 
hat  die  Gleichung: 

nach  Voraussetzung  (1)  eine  Wurzel;  ein  Gleiches  gilt  für  9(x)»0 
und  also  auch  für  f(x)'^0. 
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Notiz  aber  infinitäie  Gleichheiten. 

Von 

P.  DU  Boiö-Keymoxl»  iu  Tübmgeu. 

In  meiner  Ablumdluug:  „Untcrsurhungm  über  die  Convergens  und 
Divci'gcuz  der  Fo\i  vi rr'sciicn  Ddrsfillunffsfonncln"  findet  sich  in  der 
kurzen  Üebersicht  über  die  iMetliüdeii  dos  Intinitiircaleüls  II.  pag.  .2 
die  Stelle:  „Man  kann  jede  beliebi«^e  (ileicli-  odor  Uiitrleichlioit  .  .  .  . 
auf  beliebige  Potenzen  erheben  oder  logaritliniiren".  Das  letztere  ist 
nicht  genau  ausgedrückt.  Es  muss  heisseu  „oder  im  Falle  der  Gleich- 
heit logarithmiren^.  Im  Falle  «f>-i;  ist  luj^li;.  Ich  habe  diese 
Frage  schon  (diese  Ânnalen  Bd.  VIII,  pag.  370,  Âum.,  und  pag.  574, 
wo  ein  an  der  ersten  Stelle  forkommendos  Versehen  corrigirt  ist)  er- 
örtert, indem  ich  angab,  was  aus  der  Gleichheit  lf{x)(\jlx  folgt. 
Ich  würde  daher  jene  Stelle  in  der  neueren  Abhandlung,  die  schworücli 
Jemand  irre  führen  ^vi^d,  einfach  auf  sich  beruhen  lassen  können,  jvoiin 
i)icht  Aoliiiliches  später  auch  in  der  Koolmung  an  zwei  Stellen  vorkilnie,  so 
dasä  ich  eine  kurze  Verbesserung  doch  nicitt  für  übcrHüssig  halte. 
Namentlich  aber  scheint  mir  die  Gelegenheit  schicklich,  um  auf  die 
allgemeine  Frage,  wann  aus  der  Gleichheit  «rov  folgt  /'(u)  oo /'(v), 
etwas  genauer  als  bisher  geschehen ,  einzugehen. 

I. 

Aus  der  Ungleichheit  m>-i;  folgt,  wie  bemerkt^  2«^2t;,  und 
ich  habe  an  der  oben  angeführten  Stelle  bereits  angegeben,  das«  das 
untere  Zoichoii  gilt,  wenn  das  Unendlich  von  r  zwischen  dem  I  nond- 
lich  von  Tûtenzen  von  «  eingeschlossen  ist.  Da  aber  erlahrungsgemiiss 
für  diesen  Fall  die  Sätze,  welche  mau  durch  Logarithmen  von  «  >- t; 
beweisen  will,  selbstverständlich  zu  sein  pflegen,  so  habe  ich  die  Ge- 
wohnheit, nur  2«>-2v  zu  schreiben,  und  habe  dies  ein  paar  Mal  im  Druck 
so  gelassen.  Erstens  pag.  4  der  Abhandlung:  „Untersuchungen  etc.^ 
müssen  einige  Zeilen  der  unteren  HSlft6  der  Seite  lauten:  „Nun  werde 
ich  zeigen  ;  dass  unter  obigen  Voraussetzungen  stets  y  if"       if  ist 

Aus  0 9^^' >  1  folgt  V^' > -  oder  lit^l^'   Durch  Differentiation 

folgt:  und  durch  Multiplication  mit  ytl>'  ergiebt  sich  y  V'^^y 

Aus  dem  nämlichen  Grunde  bedarf  der  Beweis  fär  das  Verschwin- 
den des  Integrals 

(Art.  13,  pag.  25)  einer  kleinen  Vervollständigung.  Es  handelt  sicli 
dort,  um  es  kurz  zu  sagen,  um  den  iulinitären  Werth  von 
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V'(«)<(a) 

im  Falle  ^' («)>-—->  1:  Zunaehai  ist,  weil  ^>  1,  fOr  a  »  0,  die 
OrlVsse  ^  negativ.  Weiter  wird,  was  man  gerade  wie  bei  der  obi- 
gen  Correctur  seigt,  *^r-{^  1  sein.  Endlich  kann  im  Falle  -y-^  ro  1 
der  lim  — numeriflch  nicht  kleiner  àls  Eins  sein.   Dies  laset  sich 

y  Ij, 

direct  beweisen ,  es  folgt  aber  schon  daraus ,  dasa  /*  =  ^'  (a)  •  t;  nicht 
negativ  sein  kann.- 

Alflo  bewegt  sieh  v  zwisdien  0  nnd  —  oo.  Die  aufzulösende  in- 
finitlre  Gleichung  pag.  26  lautet: 

nnd  ihre  AnflSsung  ist  unter  jener  Abnahme  Uber 

wie  durch  einen  Bliek  auf  die  Behandlung  dieser  infinitftreu  Gleichung 
(diese  Annaleu  Bd.  VITI,  pag.  4X2)  leicht  zu  erkennen.  Am  weiteren 
Beweis  ist  nichts  zu  ändern. 

n. 

Wir  gehen  nun  dazu  über,  die  Beziehungen  zwischen  den  Gleich- 
heiten ucsjVf  f{u)csj  f{v)  etwas  zu  verfolgen. 

Aus  der  gefröhnliehen  Gleichheit  a  «  5  folgt,  falls  f  irgend  ein 
Operationssei^en  vorstellt:  f(a)  ^f{b).  Wenn  man  aber  hai,  unter 
u  und  V  ÊWéi  FundUmen  von  x  veretanden: 

$0  folffi  daram  heittetwegs  immer 

und  es  handelt  sich  um  die  Bedingungen  für  f  und  y ,  unter  denen  vor- 

stellende  Gleichheit  gilt,  oder  niciU  giU,  wobei  wir  uns  auf  die  Annahme 
f{x)'^i  beschränken  wollen. 
Ich  ichreibe: 

Zuerst  setzen  wir  voraus  9>(x)^l.  Ist  9 (j;)  oj  1 ,  so  hat  f{x)  die 
Form  x^i^>{x)f  wo  itf(x)t^  ein  kleineres  Unendlich  hat,  als  eine  Potenz 
von  X,  Nun  folgt  aus  «  00  r,  dass  v  =  l  u  ist,  wo  A  r\j  1.  Also 
folgt  aus  «  00  r  :  u^'rov".  Weiter  habe  ich  (diese  Annalen  Bd.  Ylll, 
pag.  .390)  folgenden  Satz  bewiesen:  „Wenn  7''(.r)>^l,  und  für  zwei 
Functionen  y  und  1]  von  x  findet  die  Gleichheit  ro  F(if)  statt, 

so  ist  sie  auch  richtig  für  jede  Function  7'',  (.r),  die  der  Bedingung 
1  ^^-f'i  {^)  -<,  F{x)  genügt."  Also  ist  auch  ^(m)oo  ^(^v;,  wenn  «  '^001'^ 
ist  Daraus  folgt ,  dass,  wenn  <f>{x)  in  fix)  -»  «f(*>  der  Bedingung  ^  1, 
also  der  T^pos  von  f{x')  der  Bedingung  ^  x  genügt,  man  stets 


N 
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f{u)csjf{v) 

hai 

Zweitens  werde  vorausget^eizt  9>(a:)>-l.  Wann  ist  alsdann  f{u) 
<\}f(Xu)  und  wann  nicht?  Indem  wir  «v^*)  statt  f(x)  einsetzen,  folgt 
zuerst: 


oder 
oder 

oder  endlich 


1  CO  e»(*«»)v(*«')  - 


l  (Xu)  (f.  (l  u)      /m9)(m)^  1  • 

als  Bedingung  für  das  Statttiiiden  der  Gleichheit /"(u)  Oj/'(Ai*).  Wir 
geben  dieser  Bedingung  die  zwei  Formen: 

n^i^u)  +  iw(ç)(Att)  —  y(M})£^  1, 

jenachdem  nämlich  lim  A  ^  1.  in  baden  iüllen  ist  sie  ersiciUlicii  un- 
erfüllbar. 

Ist  eiidlicli  lim  A  =  1,  so  führen  die  vorstehenden  Bedingungen, 

wenn  man  darin  tp  {x)  zurücksetzt,  zu  nichts,  indem  sie  er- 

ffillt  sind,  wenn  -y^^  1>  was  wir  ja  wissen,  und  wofQr  wir  gerade 

die  Form  Ton  l  sudien.'  Diese  Aufgabe  Tersuclie  ich  nicht  in  solcher 
Allgemeinheit  zu  Idsen.  Setsen  wir  A  a-t  1  -f-  f»>  so  ist  fi«^«,  und 
naiSi  pag.  376,  VIIL  Bd.  dieser  Annalen  ist  für  l-<a-<d;,  und 

f(x)  ^        M  beliebig  gross: 

-7^  «   /W.  ,     «.00  1. 

In  diesem  Unendlichkeitsintenrall  wird  daher  f{v)  c\)  f{Xu)  sein,  wenn 

a-\)u^'^S^i, 

^  /  u)  ^  • 

Im  Ganzen  folgt  also  : 

Wem  ucov  vnd  j^ï^l,  aoisiaueh  f(u)rüf{v). 

und  lim  "  ^  1 ,  so  hat  man  nie  f{u)  PO  f{v).  Ist  lim  "  =  1 ,  so  finden 

venvirleltere  Verhältnisse  statt.  Es  Jiann  f(u)c\)f(v)  sein,  und  für 
ein  tjt  leisses  Unrndlichkeitsintcn'all  von  f{x)  ist  die  JScdinyuny  hierfür 
im  Vorsteiwndcn  mitydhcUt. 

Tübingen,  Mai  1876. 
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